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Vorrede. 


Vybgleich  mehrere  schätzbare  Lehrbücher  der  ma- 
thematischen und  physischen  Geographie  vorhanden 
sind,  so  schien  es  mir  aus  dem  Grunde  nicht  über- 
flüssig denselben  ein  neues  hinzuzufügen ,  weil  sie 
sich  blos  auf  eine  ganz  elementare  Darstellung  der 
hierher  gehörigen  Gegenstände  beschränken,  die  da- 
her nothwendigerweise  gewöhnlich  sehr  mager  aus- 
fallen mussten.  Auch  findet  man  in  denselben  mei- 
stentheils  blos  dle^pesultate ,  die  durch  die  Bemühun- 
gen der  Gelehrten  gefunden  sind ,  angegeben ,  ohne 
nähere  Beschreibung  der  dabei  angewendeten  Mittel 
und  Berechnungen,  wodurch  der  Leser  nicht  in  den 
Stand  gesetzt  wird,  selbst  etwas  für  die  Erweiterung 
der  geographischen  Wissenschaften  zu  thun.  Ich 
habe  mich  daher  in  vorliegendem  Werke  so  viel  als 
möglich  bemüht,  die  in  dieser  Wissenschaft  vorhan- 
denen Resultate  durch  mathematische  Theorien  aus- 
führlich zu  entwickeln,  und  dem  Leser  Anleitung  zu 
geben,  dieselben  durch  eigene  Beobachtungen  und  Be- 
merkungen zu  erweitern.     Mancher  würde  vielleicht 
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eine  ausfuhrlichere  Theorie  der  perspeciivischen  Kar- 
tenprojectionen  sweckmässio^  gefanden  haben,  allein 
ich  wollte  den  Raam ,  um  diesem  Lehrbuche  nicht 
einen  zu  grossen  Umfang  zu  geben,  lieber  zu  wich- 
tigem und  interessantem  Untersuchungen  aufsparen, 
da  dieser  Gegenstand  in  vielen  andern  Büchern,  die 
•owohl  von  der  Geographie  als  auch  von  der  Per- 
spective handeln )  ausführlich  aus  einander  gesetzt  ist, 
um  so  mehr^  da  ich  die  nicht  perspectivische  Abbil- 
dongsart  der  Oberflächen,  die.  auf  einem  weit  rich- 
tigem Grundsatz  beruht,  und  zu  keiner  Verzerrung 
des  Bildes  Anlass  giebt,  ausführlich  genug  dargestellt 
habe,  um  jeden  aufmerksamen  Leser  in  den  Stand 
zu  setzen,  die  allgemeine  Theorie  auf  alle  besondern 
Fälle  anzuwenden« 

Rücksichtlich  der  in  den  §§.  231  —  239-  gegebe- 
nen Dimensionen  des  Erdsphäroids ,  wird  es  mir  er- 
laubt seyn,  hier  eine  kleine  Correction  einzuschalten, 
die  aus  einer  Abänderung  der  beiden  ostindischen 
und  der  englischen  Messung  hervorgeht.  Nach  Ka- 
ter^s'Angabe  in  den  Philosophical  Transactions  .1821, 
dei^  eine  genaue  Untersuchung  der  bei  den  erwähnten 
Messungen  gebrauchten  Maassstäb^reranstaltet  hat« 
mUssen  nämlich  die  Längen  der  Bogen  in  Ostindien 
um  0,000018  vermindert,  und  die  in  England  um 
0,000007  vermehrt  werden.  Hierdurch  werden  die 
Gleichungen,  welche  die  Grössen  0,0,«  enthalten 

o'    :=^  m' 

»"  f=  «'  +  0,56  +    5,70  tt  +    25,51  r 

Q!  z:^  q: 

Q:'  =  12'^  0,53  +  10,21  u  +  47,66  r 
ö'"  =  ß' -f  3,47  +  17,43  M  +  80,13  >• 
ß«^:^  ö'—  1,36  +  24,9811  +  1 13,63  r 


e'     =  t' 


t"  =  e'  +  2,82  +  3,09  m  —  3,18^ 
«'"  =  e'  +  4,89  +  4,41«  —  4,68  r 
t^  =  e'  +  3,72  +  5,78  u  —  6,34  r 
£▼  ==  «'  —  1,99  +  10,22  m  —  11,83  r- 
Setzt  man  diese  an  die  Stelle  der  im  Texte  an- 
gegebenen, so  erhält  man  für  m,  y  die  Fundamental- 
gleichungen 

72"13  =  2100,90  m  +  1763,16  r 

200,77  =  1763,16  m  +  9348,66^, 

1 

imd  hieraus  die  Abplattung:   =  — — ,  den  360sten 

^  ^         297,479 

Theil   des  Erdmeridians    =  57008,655  Toisen.      Die 
halbe  grosse  Axe  wird   =  3271852,318  Toisen,    und 
die  halbe  tleine^  ==  3260853,703  Toisen.     Die  Fehler, 
welche   man  bei  den  beobachteten  Polhöhen  voraus- 
setzen muss ,    sind  dann   it'  =  +  1,79  5     tt"  ==  — 1/79  y 
o'=  — 0,545  o"  =  +  0,555  ß'  =  — 1,735  X2"=  — 1,21; 
ß"=  +  3,505  a^=  — 0,575  ^'  =  +  3,395  ^"  =  +2,565 
9^"' = -f. 0,83  5    9^"^  =  — 4,155    9^^  =  — 1,01;    *^  = 
—  5,885   9^"'= +  0,36  5   9^™=:  + 3,885    /  =  — 2,745 
./'  =  +  2,745  e'  =  —  1,88 5  «"  ==  +  0,95 5  «'"=  +  3,01 ; 
£«-  =  +  1,835  c-=  — 3,895  o''=  + 1,335  0^'=  — 1,33. 
Der   mittlere  Fehler  einer   Bestimmung   ergiebt  sich 
=  3"1403,    und  die  Gränzen  der  Genauigkeit ,    oder 
die  mittlem  zu  befürchtenden  Fehler  in  dem  Nenner 
der  Abplattung  =  10,5  Einheiten,   im  360sten  Theile 
des  Erdmeridians  =  4,26  Toisen.     In  diesen  Resulta- 
ten dürften  vielleicht  St ruve's  Messungen,    sobald 
sie  bekannt  sind,    noch  einige  Aenderungen  hervor- 
bringen* 

In  dem  Abschnitte,  welcher  von  der  Bestimmung 
der  geographischen  Lage  der  Oerter  handelt,    habe 
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voTziiglich  die  Methoden  ans  einander  gesetzt, 
fiir  Reisende,  welche  nur  kleinere  Instrumente 
sich  fuhren ,  zur  Berechnung  ihres  Beobachtungs- 
,es  nothwendig  sind,  und  die  analytischen  Formeln 
t  Beispielen  erläutert,  äu  denen  ich  vorzüglich  die 
(obachtungen  welche  Herr  von  Humboldt  auf 
uner  Reise  nach  Südamerica  angestellt  hat,  benutzt 
labe.  Ich  hätte  freilich  gewünscht,  mich  über  den 
geodätischen  Theil  etwas  weitläufiger  auslassen  zu 
können,  und  die  kleinen  Correctionen,  die  bei  den 
grössern  Dreiecken  wegen  der  sphäroidischen  Gestalt 
der  Erde  etwa  nöthig  wären,  aus  einander  setzen, 
allein  theils  mangelte  der  Raum,  theils  kann  auch 
jeder  selbst,  der  das  was  in  einem  der  frühern  Ab- 
schnitte über  die  geodätische  Linie  gesagt  ist,  mi 
Aufmerksamkeit  durchliesst,  diese  Gegenstände  sie' 
selbst  leicht  entwickeln,  wenn  er  in  den  Fall  käme 
diese  Theorie  anwenden  zu  müssen. 

Göttingen  im  Juni  1829* 

Dr.  J.  C.  Eduard  Schm: 
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tfi  §.108«  109*  Perspectivische  Projectionen ,  Erdglohus. 

|{  Orthographische  y    Stereographische   und  centrale  Projec 

\\  §«111 — 115.  Darstellungsart  und  Berechnung  dieser  v 

>  denen  Projectionen.       §.  116.   Loxodromische  Linie. 

>i  121.  Gleichung  derselben.         §.  122.  123.    Mercato 

[j  jection«         §.  124  —  204.   Allgemeine  Untersuchungen 

Darstellung  der  Oberflächen  in  Ebenen  oder  auf  andc 
flächen,  nach  dem  Grundsatz,  dass  die  Abbildung  d' 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  seyn  soll. 
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Genauere  Bestimmiing  der  Grösse  und  Gestalt  der 
Erde  durch  Gradmessungen Seite  162 

§.  205.  Berechnung  der  Grösse   der  Erde   wenn   sie   als   eine 
Kugel    angesehen    wird.  §.  206  —  215-     Angabe    der    altern 

Messungen  der  Griechen,  Araber,  Franzosen,  Holländer  und 
Engländer.  §.  216-  Newton  und  Huygens  zeigten,  dass 
die  Erde  an  den  Polen  abgeplattet  seyn  müsse.  §.  217.  Erste 
Beobachtung  der  veränderlichen  Länge  des  Pendels  zu  Cayen- 
nc  im  Jahre  1672.  §.  218.  Messung  in  Peru  und  in  Lappland 
um  den  Streit  zu  schlichten :  ob  die  Erde  an  den  Pollen  ab- 
geplattet oder  verlängert  ist,  wie  Cassini  meinte.  §.  219. 
Bedeutung  der  Abplattung  der  Erde.  Formeln  zur  Berech- 
nung der  Abplattung  und  der  Grösse  der  Erde  aus  zwei  ge- 
messenen Breitengraden.  §.  220.  Anwendung  der  Formel 
auf  die  lappländische  und  peruanische  Messung.  §.221.222. 
Darstellung  der  neuen  Messungen.  §.  223.  Amplitude  eines 
gemessenen  Bogens.  Abweichungen  des  Pendels  von  der  Ver- 
ticallinie,  die  wohl  an  allen  Orten  der  Erde  statt  findet.  §.  224. 
Aufsuchung  der  wahrscheinlichsten  Gestalt  der  Erde  aus  den 
besten  Messungen.  Grundsatz,  auf  welchem  dieselbe  beruht. 
§.  225  —  230.  Darstelhmg  der  zur  Berechnung  nothwendigen 
Formeln  §.231  —  237-  Numerische  Aufstellung  der  Resultate. 
Bestimmung  der  Abplattung  und  des  360ster\  Theils  des  Erd- 
xneridians.  Abweichungen  des  Pendels  von  der  Verticale ,  die 
man  an  den  verschiedenen  Orten  wo  die  Polhöhen  beobachtet 
worden  ,  annehmen  muss.  §.  238.  239.  Bestimmung  der 
Gränzen  der  Genauigkeit  in  denen  die  berechnete  Abplattung 
und  der  mittlere  Erdgrad  eingeschlossen  sind.  Polhöhen  der 
Beobachtungsörter  auf  dem  wahrscheinlichsten  Erdsphäro'id. 
§.  240.  Kesultate  die  sich  ergeben,  wenn  man  die  peruanische 
Messung  ausschliesst.  §.  241.  242.  Länge  des  Erdquadranten. 
Umfang  des  Aequators.  §.  243.  Krümmungshalbmesser  des 
Meridians.  §.  244.  Länge  des  Radius  Vector.  §.  245.  Un- 
terschied der  geocentrischen  und  geographischen  Breite.  §,  246. 
248.  Oberfläche  der  Erde  und  einzelne  Zonen.  §249  —  261. 
KürzestP  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten  auf  dem  Erdsphä- 
ro'id  Sie  ist  mit  der  geodätischen  Linie  identisch.  §.262  — 
267.  Messungen  von  Längengraden.  Formeln  für  dieselben. 
Anwendung  derselben  auf  den  zwischen  IVJarennes  und  Padua 
gemessenen  Bogen. 

Theoretische    Untersuchungen    über    die    Gestalt 
der  Erde Seite  241 

§.  268.  269.  Man  muss  annehmen ,  die  Erdkugel  habe  sich 
anfangs  in  einem  flüssigen  Zustande  befunden.  §.270 — 272. 
Von    der    gegenseitigen  Anziehung    der  Materie  §,  273-  Be- 

stimmung der  durch  die  Drehung  entstehenden  Centrifugalkraft. 
§.  274.  275.  Huygcus  Methode  die  Abplattung  der  Erde  zu 
bestimmen.  J.  276  —  282.  Anziehung  eines  homogenen  ellip- 
tischen Sphäroids  auf  einen  Punkt  im  Innern  desselben.  ^.  283  — 
289.  Entwickelung  der  Anziehung  eines  Ellipsolfds,  welches  drei 
verschiedene   Axen   hat.        §.  290.    Darstellung   der  Gleichung 


:>-:.  .-, 


Oberfläche  eines  flüssigen  Körpers ,    auf  welchen  gegebc 

iftc  wirken.      §.  291*  Beweis,  dass  der  Druck  auf  der  Ob* 

:he  senkrecht  steht.        §.  292.   Bei  der  Bestimmung  der  C 

it  der  Erdoberfläche  kommen  die  gegenseitigen  Anziehung 

r  Theile  der  Erde,    und  die  Centrifugalkräfte  als   wirker 

■ätle  in  Betracht.    Es  ergiebt  sich,    dass  die  Gestalt  eines 

^tischen  Sphäro'ids   der  Gleichung   für  das  Gleichgewicht  c 

lüssigkeit,  wenn  sie  als  homogen  angenommen  wird,    Geni 

nstet.        §.  293*  294.  Entwickelung  des  Ausdrucks  der  Schw« 

n  der  Oberfläche  der  Erde.        6.  295  —  298.   Bestimmung  < 

iumcrischen    Werthes    der   Abplattung    und    der   Pendellän 

j-  299>  £^s  giebt  immer  zwei  elliptische  Sphäro'ide  für  das  Glei< 

fewicht  der  Flüssigkeit,     von  denen  das  eine  nur  sehr  wen 
as  andere  sehr  stark  abgeplattet  ist.        8.  200  —  302.   Bew« 
dass  ausser  diesen  beiden  kein  anderes  Sphäroid  gefunden  wi 
den  kann.        §.  303  —  320.   Allgemeinere  Untersuchungen  ül 
die  Gestalt  der  Erde,  unter  der  Annahme,  dass  die  Dichtigk 
der  Flüssigkeit  nicht  constant  ist.        §.  321  —  336-  Betrachtu 
des  Falles,    wo  die  Schichten  von  gleicher  Dichtigkeit  ähnlic 
Oberflächen  bilden,    und  die  sonst  feste  Erde,    mit  einer  sc 
wenig  tiefen   Schicht  von   Wasser   bedeckt  ist.      Berücksicht 
man  nur  die  erste  Potenz   der  Abplattung,    so  zeigt  sich  k« 
Unterschied  zwischen  der  Gestalt  der  Oberfläche  der  Flüssigk 
und   der  eines   elliptischen  Sphäroids.       §.  337  —  348.    Nim 
man  die  zweite  Potenz   der  Abplattung  mit  in  Rechnung, 
ergiebt  sich  eine  Abweichung  der  Gestalt  der  Oberfläche 
der   des   elliptischen   Sphäroids.        §,  349  —  354.    Entwick 
des  Gesfetzes  der  Schwere  an   der  Oberfläche  der  Erde ; 
der    angegebenen    Voraussetzung.       §.  355  —  361.    Betracl 
des  Falles,  wo  die  ganze  Erde  als  aus  einer  tropfbaren  FI 
keit    von-  ungleichförmiger    Dichtigkeit    bestehend    ange 
wird.       §.  362.  363.  Wird  blos  die  erste  Potenz  der  Abpla 
in  Rechnung  gezogen,    so  nimmt  der  Radius  Vector  der 
dem  Quadrat  des  Sinus  der  Breite  proportional,  vom  Aeq 
lum  Fol  ab,    welches  in   so  weit  mit  der  Gestalt  eines  e 
sehen  Sphäroids  übereinstimmt;    doch  lässt  sich  die  Gross 
Abplattung  ohne   die   Annahme  einei  bestimmten  Gesetz' 
Dichtigkeit  nicht  weiter  bestimmen..  §.364 — ,368.  Bcstin 
des  Gesetze!  der  Schwere  au  der  Oberfläche  der  Erde. . 
giebt  sich  der  merkwürdige  Satz,    dass,    wie  auch  die 
keit  im  Innern  beschaffen  seyu  mag,  die  Summe  der  2 
der  Schwere  vom  Aequator  zum  Pol  und  der  Abplattu 
mer  das  Fünfhalbfache  des  Verhältnisses  der  Schwungl 
Schwere  am  Aequator  seyn  muss,    wenn  man  die  Seh' 
Aequator  als  Einheit  annimmt.       §.  369  —  377.  Darstel 
Formeln   die   zur  Bestimmung    des  zweiten   Cocfficiei 
«weiten  Potenz  der  Abplattung  dienen.       §.  378.  Die  d 
Hörigen  Differentialgleichungen  lassen  sich  zwar  im  Allf 
nicht  integriren ,    allein  es    zeigt  sich  doch ,    dass  si^ 
Gestalt  eines  elliptischen  Sphäroids  nicht  übereinstinr 
B79.  Beweis,  dass  nur  dann,  wenn  die  Erde  als  aus  ei 
förmigen  Flüssigkeit  bestehend,    betrachtet  wird,    c 
Gestalt  einea  eluptiscfaen  SphäroYds  annimmt.    §.  380 
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rechniing  des  Zusammenhanges  der  Abplattung  mit  dem  Ge- 
setze der  Dichtigkeit,  anS  den  allgemeinen  Diiferentialgleichan- 
gen ,  unter  der  Abnahme  eines , besondern  Gesetzes  der  Dichtig- 
keit. Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  Verhältniss  einer  unend- 
lich kleinen  Zunahme  des  Drucks  zu  einer  unendlich  kleinen 
Zunahme  der  Dichtigkeit,    der  Dichtigkeit  selbst  proportional 

tey.    Nimmt  man  die  Abplattung  =  — ,    so  ergiebt  sich  die 

mittlere  Dichtigkeit  des  Erdkörpers  gleich  dem  Doppelten  der 
Dichtigkeit  an  der  Oberfläche.  §.  389  —  395.  Bestimmung  der 
Schwere  von  Körpern ,  die  sich  in  geringen  Entfernungen  über 
und  unter  der  Erdoberfläche  befinden.  Es  zeigt  sich,  dass  die 
Schwere  im  Innern  der  Erde  nahe  an  der  Oberfläche  nicht 
nothwendig  abnehmen  muss^   sondern' sogar  zuneh^fien  kann. 

Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  durch  die  an 
den  -verschiedenen  Oertern  gemessenen  Längen  des 
Secundenpendels '  .     Seite  365 

$.  396  Erklärung  der  Zeit  eines  Pendelschwunges.  6.  397-*- 
400.  Berechnung  der  Zeit  aus  der  Länge  des  Pendels^  der 
Schwere,  und  der  Amplitude  der  Schwingung.  Zeit  eines  un- 
endlich kleinen  Schwunges.  §.  401.  Zusammenhang  der  Länge 
des  Secundenpendels  mit  der  Schwere,  die  dem  Quadrat  der 
geographischen  Breite  proportional  vom  Acquator  nach  dem 
Pol  zunimmt.  §.  402.  403.  Aus  den  gemessenen  Längen  der 
Secundenpendel  an  zwei  verschiedenen  Orten  auf  der  Erde^ 
lässt  sich  die  Schwere  am  Aequator,  und  die  Abplattung  der 
Erde  berechnen.  Numerisches  Beispiel.  §.  404.  Die  Intensität 
der  Schwere  ist  wegen  localer  Ungleichheiten  nicht  an  allen 
Oertern,  die  gleiche  Breite  haben ^  dieselbe,  wie  es  doch  der 
Theorie  nach  statt  finden  sollte.  §.  405  -—  416>  Bestimmung 
der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Abplattung  und  der  Schwere 
unter  dem  Aequator ,  aus  den  Pendelbeobachtungen  von  Sabine; 
Kater  ^  Freycinet,  Biot  und  Andern.  Die  Schwere  ergiebt  sich 
hiernach  unter  dem  Aequator  =  30,10906  par.  Fuss.  Die  Ab- 
plattung, =  ,     und  die  Gränzen  zwischen  denen  sie  ent- 

288,2.0 
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halten  sevn  muss  sind  hiernach  — ^  und  — .    §.417.  Es  zeifft 

285  291  * 

sich  9  dass  an  denjenigen  Beobachtungsörtern ,  wo  die  Messung 
eine  grössere  Länge  des  Secundenpendels  angicbt  als  sich  aus 
den  wahrscheinlichsten  Bestimmungen  ergiebt,  die  Oberfläche 
aus  sehr  dichten  Materien  besteht.  §.  418.  Die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Erde  ergiebt  sich  nach  dieser  Abplattung  =  4,785, 
weriu  die  des  Wassers  als  Einheit  angenommen  wird.  §.419  — 
423.  Vergleichung  der  aus  der  wahrscheinlichsten  Formel  be- 
rechneten Pendellängen  mit  andern  beobachteten.  §.424 — 426* 
Die  Pendelmessungen  welche  auf  der  südlichen  Halbkugel  an- 
gestellt worden  sind ,  geben  eine  grössere  Abplattung  als  die 
auf  der  nördlichen.  §  427  —  431.  Methoden  durch  welche  die 
Lange  des  Secundenpendels  bestimmt  wird.     Borda'sche  Beob- 


XII 

achttmgsart ,  wo  eine  Platinakugel  an  einem  Dr 
wird.  §.432.433.  Corrcclion  wegen  der  Abnahn 
gungsbogen.  Sie  nelimcn  in  geometrischer  F 
§.  434.  Der  Widerstand  der  Luft  hat  keinen  E 
Dauer  einer  unendlich  kleinen  Schwingung. 
Untersuchung  der  Wirkung  der  Ausdehnung  c 
die  Dauer  der  Schwingungen.  §.  43s.  Anwendui 
auf  die  Beobachtungen  von  Borda.  §.  439  —  44 
Schwingungen  des  physischen  Pendels.  §.  44, 
•derselben  auf  das  Borda*sche  Pendel.  §.  449.  4 
der  Länge,  um  dieselbe  auf  deu  leeren  Raun>  u 
des  Meeres  zu  reduciren.  §.  451.  Theoretische 
über  die  Correction  welche  angebracht  werden 
mau  auf  der  Spitze  eines  Berges  beobachtet.  < 
änderliches  Pendel   von  Kater. 

Von    der  Bestimmnng    der   geograph 
der  Oerter  auf  der  Erde 

§.  454.  Die  Bestimmun gsstürke  sind  die  geogra 
Länge,  imd  die  Höhe  über  dem  Niveau  des  ]\Iee 
tere  Bestimmungsart  wird  in  die  physische  Geogr 
ben.  {.455  —  466.  Bestimmung  der  Zeit  aus  cori 
Höhen  der  Sonne.  §.  467  —  478.  Zeitbestimmung 
S-479  —  486-  Bestimmung  der  geographischen  Bn 
489.  Bestimmung  der  Lange  durch  Chronometer. 
Mondfinsternisse.  §.  49 1 — 496.  Berechnung  de 
nisse.  §>  497-  Bestimmung  der  Länge  durch  di( 
gen  'der  Jupiterstrabanten.  §.  498.  Durch  Pulvers 
—  510.  Berechnung  der  Parallaxen,  und  Bestimi 
graphischen  Länge  durch  die  Beobachtungen  v 
sternissen.  §.  511-  Diu-ch  Sternbedeckungen.  §. 
die  Länge  durch  Mondsdist<mzen  zu  bestimmen. 
rechnung  des  wahren  Abstandes  des  ^.londes  voi 
der  Sonne,  aus  dem  scheinbaren  Abstände  und  d* 
dar  Himmelskörper.  §.  514.  Correction  der  Hol 
Depression  des  Meereshorizonts.  §.  515.  Corre 
den  Tafeln  oder  Ephemeriden  entnommenen  Dm 
Mondes.  §.  516.  517.  Numerisches  Beispiel  dei 
der  Länge  aus  der  scheinbaren  Entfernung  des 
der  Sonne.  §.  518  —  520*  Zweites  Beispiel  §.  5: 
Besserung  der  Länge  wegen  der  sphäro'idischei 
Erde.  §.  525  —  528.  Vom  Spiegelscxtanten.  §.  5 
Stimmung  der  geographischen  Lage  der  Oerter 
tische  Operationen. 
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Mathematische  Geographie. 


X/ie  mathematische  Geographie  hat  zu  ihrem  Gegenr 
Stande  die  ißestimmung^  d^r  Grösse  und  Gestalt  der 
Erde,  nebst  ihrer  Lage  im  Welträume,  so  wie  die 
richtige  Darstellung  der  auf  .der  Erdoberfläche  befind- 
lichen, merkwürdigem  Punkte.  Da  alle  diese  Be- 
stimmungen sich  nicht  ohne  Beihülfe  .der  astronomi- 
schen Laren  machen  lassen ,  so  wi||^  es  nothwendig, 
dass  die  zu  diesem  Behufe  dienlichen  Sätze  aus  der 
Astronomie  theils  im  Allgemeinen  vorausgeschickt^ 
theils  im  Einzelnen  an  den  passenden  Orten  einge- 
schaltet werden.  Wir  gehen  daher  zuerst  zu  einer 
kurzen ,  allgemeinen  Üeb^rsicht  der  verschiedenen 
Erscheinungen  über,  die  sich  am  Himmel  zeigen. 


Von  den  Fixsternen. 
§.    1. 

Man  nimmt  in  der  sphärischen  Astronomie  an, 
dasd  die  Sterne  sich  auf  einer  Kugel  befinden,  deren 
Halbmesser  als  unendlich  gross  betrachtet  wird,  und 
in  deren  Mittelpunkt  sich  die  Erde  befindet.  Diese 
Annahme  wird  durch  den  Anblick  des  gestirntea  Him- 
mels gerechtfertigt,  indem  man  nicht  beurtheilen  kann, 
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I  der  eine  Stern  Ton  uns  entfernter  sey  als  der 
ere  ,    80  das«  man  ihnen  allen   einerlei  *£ntferni 
om  Beobachter  beilegten  darf.     Da  ferner  die  Be 
ichtongen,   weiche  an  verschiedenen  Orten  der  E 
an^stiellt  worden  sind,   gezeigt  haben,    dass    die 
eenseitis^e  Lage  der  Sterne  immer  dieselbe  bleibt,  n 
mag  sich  auf  der  Erde  befinden,    wo  man   will, 
lässt  sich   daraus    schliessen ,    dass    jede    Entferm 
jiweier  Punkte  auf  der  Erde  von  einander  gegen 
Entfernung  des  Stern^vom  Beobachter,  als  unendl 
klein  anzusehen  sey,   und  wir  müssen  uns  daher  < 
HalbmeAer  -  der  Kugel,    von  welcher   die  Erde   < 
Mitlj^lpunkt  ausmachen  soll,  als  unendlich  gross  v 
stellen. 

§.     2. 

Die  üb^r  die  Bewegung  der  Fixsterne  angest 
ten  Beobachtungen  zeigen,    dass  diese  Himmeisku 
in  vier' und  zwanzig  Stunden  sich  einmal  mit  gl  ei 
förmiger    GeschwindigJkeit   um    eine    bestimmte    I 
dreht,     so   dass   jeder  «uf -dieser   Kugel    beiindli< 
Punkt  innerhalb   dieser  Zeit  einen  Kreis    beschre 
der  desto  grösser  ist,    je  weiter  der  sich  bewege 
Punkt  Von    dieigr  eingebildeten   Axe   entfernt   sf 
Die  beiden  Punkte,  in  welcher  die  Axe  die  Ilimn 
kngel  trifft,  müssen  ruhen,   und  man  nennt  diese 
die,  Weltpole;  derjenige  Pol,  welcher  in  unserr 
genden  sichtbar  ist,    heisst  der  Nordpol   des 
mels ,    der  gegenüberliegende  auf  der  uns  unsi 
ren   Halbkugel,    der   Südpol.       Die   Kreise 
welche  die  oterne  zu  beschreiben   scheinen ,    ^ 
ParaHelkreise  genannt.    Einer  dieser  K r eis' 
ein  grösster  seyn,    und  dieser  giebt  den  Aeq 
des  Himmels,  welcher  von  beiden  Polen  90** 
i^t. 

§.     3. 

Befestig  man  einen  schweren  Körper 
Faden,    und  hängt  diesen  an  dem  einen  Er 
hat  die  durch   den  gespannten  Faden  darg 
rade  Linie,    an  jedem  Orte  eine  bestimmt 
und  diese  Richtung  bleibt,    so  weit  unsf 
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tan^n  reichen,  gegen  die  im  vorigen-  §.  erwähnte 
Hiinmelsaxe  in  unveränderter  La^e.  Man  nennt  die- 
Be  ^rade  Linie  die  Verticallinie,  und  wenn  wir 
dieselbe  sowohl  aufwärts  als  unterwärts  uns  verlän- 
gert denken,  so  bildet  sie  einen  Durchmesser  der 
Himmelsku^el .,  welcher  dieselbe  in  zwei  Punkten 
trifft,  von  denen  der  über  unserra  Kopfe  liegende^ 
der  Scheitelpunkt^  oder  das  Zenith,  der  unter 
uns  auf  dem  unsichtbaren  Theile  der  Hiounelskugel 
befindliche,  der  Fnsspunkt  oder  das  Nadir  ge- 
nannt wird. 

§.     4. 

Eine  Linie,  welche  senkrecht  auf  die  Vertical- 
linie gesogen  wird,  heisst  eine  Horizontallinie, 
nnd  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  diese  Verticallinie 
in  sich  selbst  herumgedreht  wird,  ohne  dabei  ihre. 
Lage  zu  verändern ,  so  beschreibt  die  Horizonlallinie 
bei  dieser  Drehung  eine  Ebene,  welche  die  Hori- 
Eontalebene  genannt  wird.  Verlängert  man  die 
Horizontalebene  nach  allen  Seiten  ins  Unendliche,  so 
wird  dieselbe,  da  der  Punkt,  in  welchem  die  Hori- 
zontale auf  die  Verticale  gesetzt  wurde,  im  Mittel- 
punkte der  Himmelskugel  liegt,  die  Himmelskugel  in 
einem  grd'^ten  Kreise  schneiden,  und  dieser  grösste 
Kreis  bildet  den  astronomischen  Horizont  des 
Ortes  in  welchem  sich  der  Beobachter  befindet.  Die- 
ser Horizont  trifft  wegen  der  Bewegung  der  Him- 
melskngel  immer  andere  Punkte  derselben,  allein  ge- 
gen die  Weltaiie  mu9s  derselbe  eben  so  wohl  als  di6 
Verticale  eine  feste  La^e  haben,  da  er  selbst  durch 
eine  Ebene  entsteht,  Sie  mit  der  Verticale  auf  eine 
unveränderliche  Art  yerbunden  ist. 

§.     5. 

Der  astronomische  Horizont  muss  wohl  von  dem 
scheinbaren  Horizont,  oder  dem  gewöhnlichen  Ge- 
sichtskreise unterschieden  werden,  der  sich  durch  die 
den  Beobachter  umgebenden  Gegenstände  bildet ;  nur 
in  dem  Falle,  wenn  sich  der  Beobachter  bis  an  die 
Mitte  der  Pupille  des  Auges  in  das  Meer  an  einer 
Stelle  eintauchte  wo  ringsherum  kein  Land  zu  sehen 
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wSr«)  würde  der  astronomische  Horizont  mit  dem 
jM^heinbaren  Horizont  zusammenfallen ,  indem  unsere 
ErfaMmn^en  gelehrt  haben ^  dass  die  durch  einen  mit 
einem  schweren  Körper  versehenen  Faden,  einem  so- 

S mannten  Pendel,  gefundene  Verticale  mit  der 
berfläche  eines  stillstehenden  Wassers  einen  rechten 
Winkel  bildet,  und  da  die  in  iier  an^gebenen  Stel- 
lung des  Beobachters  aus  seinem  Auge  gezogenen  Ge- 
sichtslinien^  die  Oberfläche  des  Wassers  im  Beobach- 
tungsorte berühren,  so  machen  üe  mit  der  Verlical6 
einen  rechten  Winkel ,  fallen  daher  auch  mit  der  iio- 
rizontalebene  zusammen. 

Da  der*  Horizont  ein  grösster  Kre{s  ist,  so  wird 
er  die  Himmelsknc^l ,  eben  so  wie  den  Aequator^  in 
zwei  gleiche  Theile  zerlegen;  wir  übersehen  daher 
immer  zu  gleicher  Zeit  die  Hälfte  der  Himmelskugei. 

§.     6- 

Zieht  maii  vom  Orte  des  Beobachters  ans,  nach 
irgend  einem  Stern  eine  gerade  Linie,  welche  die 
Gesichtslinie  genannt  wird,  so  bildet  dieselbe  mit 
der  Ebene  des  Horizonts  einen  gewissen  Winkel,  der 
die  Höhe  des  Sterns  heisst,  und  sich  wegen  der  Be^ 
wegnng  der  Himmelskugel  in  jedem  Augenblicke  än- 
dern mnss.  Alle  Punkte  welche  gleiche  Höhe  Über 
dem  Horizont  haben,    liegen  in  einem  Kreise  dessen 

Seometrischer  Pol  das  Zenith  ist ;  dieser  Kreis  heisst 
er  Höhenkreis  oder  Almucantarac.  Der  Win- 
kel, welchen  die  nach  einem  Stern  gezogene  Gesichts- 
linie mit  der  Verticallinie  .macht,  ftLhrt  den  Namen 
der  Zenithdis tanz,  und  da  die  Horizontalebene 
mit  der  Verticallinie  einen  rgchten  Winkel  bildet, 
-  M>  folgt,  dass  die  Höhe  und  die  Zenithdistanz  zusam- 
men 90^  ausmachen  müssen.  Legt  man  durch  das 
Zenith  und  den  Stern  einen  grössten  Kreis,  so  steht 
dieser  senkrecht  auf  dem  Horizont,  und  wird  ein 
Verticalkreis  genannt. 

Die  nach  dem  Pol  des  Himmels  gezogene  Ge- 
sichtslinie,    welche  mit  der  Welttae  zusanunenfallt. 


macht  mit  der  Horixontalebene  einen  Winkel  •  der 
die  Pol  höhe  des  Ortes  jpenannt  wird.  Der  Winkel, 
welchen  eine  nach  dem  otern  gezognen  Linie,  mit 
der  .nach  dem  Pol  gezogenen  macht,  heisst  die  Po- 
lardiatanz  des  Sterns.  Diese  Poiardistanz  ändert 
sich  allmähligy  aber  nur  um  sehr  geringe  Grössen, 
und  man  kann  dieselbe  daher  während  einer  nicht 
zu  langen  Tjeii  als  eine  beständige  Grösse  betrachten. 

Denkt  man  sich  am  Orte  des  Beobachters  eine 
Linie  senkrecht  auf  die  Weltaxe  gezogen,  so  be- 
schreibt dieselbe,  indem  die  Weltaxe  wie  §.  4.  die 
Verticallinie  in  sich  herumgedreht  wird,  ein^  Ebene, 
welche  die  Aequatorsebene  genannt  wird,  da  sie 
bis  an  die  Himmelskugel  verlängert,  dieselbe  im  Ae- 
guator  schaeiden  muss.  Die  nach  einem  Stern  gezo- 
gene Cre^htslinie  bildet  mit  der  Ebene  des  Aequators 
einen  Winkel,  welcher  die  Declination  oder  Ab- 
weichung des  Sterns  angiebt.  Die  Declination  ei- 
nes Sterns  ist  nördlich  oder  südlich,  je  nachdem  die 
nach  dem  Stern  gezogene  Gesichtslinie  vom  Aequator 
aus  ^rechnet,  nach  dem  Nordpol  oder  dem  Südpol 
zu  abweicht.  Aus  dieser  Erklärung  dl&r  Declination 
mit  der  der  Poiardistanz  verbunden,  sieht  man  leicht, 
dass  die  Polardistanz  ±  der  Declination  immer  90^ 
ausmächt,  je  nachdem  die  Declination  nördlich  oder 
südlich  ist«  Gewöhnlich  unterscheidet  man  die  nörd- 
liche und  südliche  Declination  durclf  4"  ^^^  —  9  ^^uid 
wenn  man  dieses  Vorzeichen  mit  berücksichtigt,  so 
kann  man  im  Allgemeinen  sagen,  die  Polardistanz  *-f~ 
der  Declin^on  giebt  einen  rechten  Winkel.  Legt 
man  durch  den  Pol  und  einen  Stern  einen  grössten 
Kreis,  so  macht  dieser  mit  dem  Aequator  einen  rech- 
ten Winkel,  und  wird  ein  Declinationskreis, 
oder  auch  ein  Stundenkreis  genannt.  Derjenige 
Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Aequators  mit  der 
des  Horizonts  bildet,  heisst  die  Aequators  höhe, 
und  er  ist  so  gross  als  der  Winkel ,  weicher  von  der ' 
Verticallinie  und  der  Weltaxe  gebiidei  wird,  da  die- 
se Linien  auf  den  besagten  Ebenen»  senkrecht  stehen* 
Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Aequatorhöhe  und 
die  Polhöhe  eines  Ortes  sich  zu  neunzig  Grad  ergän- 
zen.   Zugleich  ergiebt  sich  hieraus,  dass  der  Winkel 


*  Verticallinie  mit  der  Ebene  dea  Aequatars  ' 
Ihöhe  gleich  seyn  muM. 

§•     8. 

« 

Lefft  man  durch  die  Verticallinie  am  Orte 
Beobachters,  und  die  nach  dem  Weltpol  gezog 
fiesichtslinie  eine  Ebene,  so  stellt  diese  die  Me 
dianebene  vor.  Ihre  La^  wird  durch  diese  1 
den  Linien  immer  genan  bestimmt  seyn,  da  du 
zwei   sich  schnleidende  Linien  immer  nur  eine  Et 

Seiest  werden  kann.    Diese  Ebene  steht  senkrecht 
er  Horizontalebene,  und  sie  schneidet  die  Himm 
kii^el  in  einem  grössten  Kreise,  der  durch  die  bei 
Weltpole,     das  Zenith  und   das  Nadir  hindurchg 
Dieser  grösste  Kreis  wird  der  Meridian«gena 
Der  durchschnitt  der  Meridianebene   mit   der  £1 
des  Horizonts  macht  die  Mittagslinie  aus,  we 
Linie  den  Horizont  in  zwei   einander  gegenübei 
senden  Punkten  trifft.      Von  diesen  beiden  Pun] 
Beisst  derjenige,    welcher  dem  Nordpol  am  näcl^ 
liegt,    der  Nordpunkt,    der  vom  Nordpol  entf 
tere  der  Südpunkt.     Zieht  man  in  der  Horizc 
ebene  durch  den  Ort  des  Beobachters  senkrech 
die  Mittagslinie  eine  gerade  Linie,  so  erhält  mf 
Ost  Westlinie,    welche  den  Horizont  ebenf 
zwei   Punkten  sq^eidet.      Ist   man  mit  dem  ( 
nach  Süden  gewendet,    so  heisst  der  links   1; 
der  Ostpunkt,    der  rechter  Hand  befindlich 
Westpunkt.     Diese  vier  Punkte,  Nordpunk 
punkt,  Ostpunkt  und  Westpunkt,    theilen  de 
zont  in  vier  gleiche  Theile  deren  jeder  90" 
imd   werden   die  Cardinalpunkte    des   I 

Snannt.      Die  in  ihrer   Nähe   liegenden  T 
orizonts  geben  die  Himmelsgegenden. 

Nachdem    die    Erklärung    der  Himir 
g<^ben  worden,  *wird  es  leicht,    die  B 
Bewegung  der  Himmelsku^el  anzugeben, 
hung  geschieht  so,    dass  die  zwischen  c 
imd  dem  südlichen  Theile  des  Himmels 


Sterne  eine  von  Osten  nach  Westen  {Richtete  Bewe- 
fVLug  haben,  nnd  man  sa^t  daher,  der  Himmel  dreht 
ach  in  \ier  und  zwanfruf  Stunden  von  Osten  nach 
Westen  einmal  uqi  die  &de'  heru^.  Die  zwischen 
dem  Nordpol  und  dem  nördlichen  Theile  des  Him« 
mels  lie^nden  Sterne,  müssen  dieser  Drehung  gemäss 
eine  entgegengesetzte  Bewegung  von  Westen  nach 
Osten  h^en. 

§.     10. 

Der  Winkel  den  der  durch  einen  Stern  gelee^ 
Stnndenkreis  mit  dem  Meridian  macht,  heisst  aer 
Stundenwinkel,  und  derjenige  Winkel  welchen 
der  durch  denselben  Stern  gelegte  Verticalkreis  mit 
dem  Meridian  bildet,  wird  das  Azimuth  genannt. 
Beide  sowohl  der  Stundenwinkel  als  das  Azimuth, 
kd'nnen  entweder  östlich  oder  westlich  seyn,  je  nach- 
dem der  Stundenkreis  oder  der  Verticalkreis  sich 
auf  der  östlichen  oder  der  westlichen  Seite  des  Me- 
ridians befinden.  Dass  beide  Winkel  für  einerlei 
Stero'in-  einerlei  Sinn  liegen  müssen,  d.h.  dass  beide 
zugleich  <>stlich,  oder  beide  zugleich  westlich  sind, 
ist  von  selbst  einleuchtend. 

§.     11. 

Es  sey  (Fig.  1.)  HZRM  der  östliche  Theil,  der 
über  dem  Horizont  HR  befindlichen  HimHielskugel, 
HZR  der  Meridian,  H  der  Südpunkt,  R  der  Nord- 
punkt, Z  das  Zenith,  in  P  der  Nordpol,  in  <S  em 
Stern,  durch  welchen  die  beiden  Bogen  SZi  als  Ver-r 
ticalkreis  und  SP  als  Declinations  •  oder  Stundenkreis 
gelegt  sind,  so  ist 

SP  die  Polardistanz 

SZ  die  Zenitbdistanz 

RP  die  Polhöhe 

ZPS  Aer  Stundenwinkel 

HZM  das  Azimuth 

ZsSP  der  parallactische  Winkel 

MS  die  Höhe  des  Sterns. 
Man  hat  dann  den  Rejgeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zufolge  aus  dem  Dreieck  ZPS  die  Gleichung; 
co$ZS  =  ca$ZP  cosSP  +  sinZP.  sinSP.  cosZPS. 


-.S  desto  tof«^,^^tf<^*i 

<hsit^^'  «^.^^  ^si-s  ^xÄ 

»**IT^  Steru  selbst  sagt 

votin  tnatt  all        ^ 


Dann  fällt  der  StcmdenkreiB  des  Sterns  mit  dem 
nl^rdlichen  Theile  des  Meridians  znaanunen,  und  der 
Stern  muss  -wiedef  im  Meridian  unter  dem  Nordpol 
stehen.     Man  ist  aber  nicht  im  Stande  bei  allen  Ster- 
nen diesen   ^weiten   Durchgang  durch  den  Meridian 
EU  beobachten,  da  in  diesem  Falle 
cos  ZS  =  cos^ZP.  cos  SP  —  sin  ZP>  sin  SP  ■ 
=  cos{ZP  -f-  SP)  also  auch 
ZS  ^  ZF  +  SP,  wird.    Ist  nun 
ZP  +  «SP  >  90% 
so  wird  die  Zenlthdistanz   dies  Sterns  zu  dieser  Zeit 
grosser  als  90^,    und   der  Stern  befindet  sich  unter 
dem   Etorizont.       Allein    wenn  .  für   einen   gewissen 
Stern  ZP  -f-  'SP  kleiner  als  90**  istf,    so  kann  man 
seinen  Durchgang  sowohl    durch   den    südlichen   als 
durch  den  nördlichen  Theil  des  Meridians  beobach- 
ten,  und  um  beide  Durchgänge  von  einander  za  un- 
terscheiden,   nennt  man  den  ersten  die  obere^     den 
zweiten  die  unte)re  Cnlmination. 

Ist  ZF  +  PS  =^  90%  so  streift  der  Stern  den 
nördlichen  Horizont ,  und  da  ZP  =  90"  —  der- Pol- 
höhe; so  wird  dann  PS.=z  der  Polhöfie,  fbiglich  wer- 
den alle  Sterne  deren  Polardistanz  kleiner  als  die 
Polhöhe  des  Ortes  der  Beobachtung  ist,  sowohl  in 
ihrer  obem  als  in  der  untern  Culminatiön  beobach- 
tet werden  können. 

§.     14. 

Setzt  man  in  der  Formel  (§•  11.) 

cosZP  ==  cosZP.  cos  SP  +  sinZP.  sin  SP.  cosZPS. 

den  Bogen  ZS  =  90°,  so  wird 

0  ^  cosZP.  cos  SP  +  sinZP.  sin  SP.  cosZPS. 

folglich 

^^^  cosZP.  cos  SP. 

cosZPS  =  -    .    _ 

sinZP,  sin  SP* 

=  —  cot  ZP.  cot  SP. 
Sobald  ZS  =  90°  i4,    geht  der  Stern  entweder 
auf  oder  unter,  also  giebt  der  durch  die  Gleichung 
CO»  ZP5  =  -^  cot  ZP.  cot  SP. 
""  gefundene  Werth  von.  ZPSi   den  Stundenwinkel  an, 
weither*  bat  Au%ang  oder  Untergang  des  fitem^iUitft 


I   _ 


,    und  drückt  man  deuBelben  in  Zeit  ans,    ai 

dieser  Werth  den  halben  Ta^ebo^en   dei 

j  an,    d.  h.  die  Zeit,    'vrelch^  \on  seinem  Auf- 

e  bis  KU  seiner  Culmination,    oder  von  der  Cul- 

ition  bis  £iun  Untergange  ^erfliesst. 

§.     15. 

Der  Winkel  ZP  ist  immer  kleiner  als  90",    dei 
inkel  SP  hing^en,    kann  kleiner  und  grösser  alt 
1^  sejn^    je  nachdem  der  Stern  eine  nöraliche  odei 
ne  südliche  Declination  hat.    So  lange  nun  •Si'*<^QO" 
rird  cot  SP  positiv ,    also  co.t  ZPS  negativ ,     folglicli 
jPS  >  QO**,  wenn  aber  SP  >  90",  so  wird  cotSf 
legativ,     und  cos  ZPS   positiv,    also   ZPS  <  PO". 
Hieraus  ergiebt  sich,    dass  für  Sterne,    welche  eine 
lördliche  Ueclination  haben,    der  Stundenwinkel   bei 
ihrem  Aui^ange  oder  Untergänge  grösrer  als  90"  wird, 
!>ei  Sternen  hingegen,    die  eine  südliche   Declination 
iesitsen,  ist  der  Stundenwinkel  kleiner  als  90".    Steht 
}in  Stern  im  Aequator,  so  ist  für  diesen,  SP=  90". 
Uso  cot  SP  SS  0,  dann  wird  cos  ZPS  =  0,  und'ZP«? 
=s  90";  für  einen  solchen  Stern  ist  also  der  Stunden 
nrinkel    beim   Auj^ange    oder   Untergange    90   6ra< 
Vimmt  man  SP  kleiner  als  90*^  —  ZP ,  so  dass  wer 
r  eine  positive  Grösse  bedeutet 

SP  =  90''  —  ZP  —  e 
10  verwandelt  sich  die  JFormel 
cos  ZPS  =  —  cot  ZP.  cot  SP   in  diese : 
cos  ZPS  =  —  cot  ZP.  tangiZP  +  e) 

_  tengjZP  +j) 

tang  ZP, 
Dieser  Bruch  ist  grösser  als  die  Einheit,  fr 
irird    der  Winkel  ZrS  unmöglich,    und,  mar 
lieraus  schliessen,    dass  ein  solcher  Stern  ni< 
der  untergeht. 

§•     16. 

In  einem  sphärischen  Dreiecke  müsse- 
ich  immer  drei  Stücke  gegeben  seyn,    u 
ibrigen  m  berechnen »     und  wenn  enti 
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Seiten  und  der  von  ihnen  einge8chl<>Mm  Winkel, 
oder  eine  Seite  nebst  den  beiden  anliegenden  Winkeln 
gegeben  sind , .  welche  Fälle  in  der  Ajstronomie  am 
häufigsten  vorkommen^  so  sind  die  vom- Herrn  Hof- 
ratli  Gauss  in  der  Theoria  |notus  cörporum 
coelestium  ange^benen  vier  Formeln  zur  numeri- 
schen Berechnung  die  bequemsten.  Bezeichnet  man 
namliqh  durch  a,  *&,  c  die  drei  Seiten  des  sphäri* 
sehen  Dreiecks ,  durch  J^  Bf  C  die  diesen  Seiten 
resp.  gegenüberliegenden  Winkel ,  so  ist 

sini[(b  —  c)  cos  i  A  =  siniCB — C)  sin  i  a. 

sin  i  (^  +  c)  sin  i  A  =  cos  J  (J?  —  C)  sin  j  a. 

cos  i(b  —  c)  cosi  A  =  ^in  J  (5  r|-  C)  cos  i  a. 

cos4(4+^c)  sin\A  =  casjCÄ  +  C)«  cos\€l. 

Gesetzt  z.  B.  es  sey  für  einen  Stern  die  Pplardi- 
stanz  =  pf  der  Stundenwinkel  a»  s^  und  die  Pol- 
höhe =  P  gegeben  y  man  sucht  die  Zenithdistanz  Zp 
das  Azimuth  a  und  den  parallactischen  Winkel  e,  so 
ist  im  Dreieck  ZPS  (Fig.  1.) 

ZP  =  gO""  —  Pf  SP  =  Pf  ZPS  =  s. 

ZS  =  Zf  SZP  ==  180  —  «,  ZSP  =  B 
also  wenn  man  für  fr»    «SP,    für  c,    ZP  ninmit,    so 
würde  in  den  allgemeinen  Formeln  ^ 

a  =  Zf  h  =z  Pf  c  =:i  gO  —  P'  ^ 

A=  Sf  B^=  180  —  a,  C  =:  s 
gesetzt  werden  müssen ,  und  es  wird 

(p -4- J?  x  /•        '  a-t-SN 

' 4t5Jcosis  =  sin[90  —  ^'     '  )  **'*  i  ^ 

(P  —  jP     ,            N                                       f                 OL  -4-  £N 
— h  46^ sin\s  =  cos(vgo —)  sin\z 

(n-4-JP'        N                        /           tt  —  g\ 
— 45  )  cos  i  i  =  «n^QO )  cos  \  % 


2  ^  ^2 

rP 
cos 


(~ 45)  sin  i  s  =  cos^go  —  ii — f )  cQS\z 

oder  auch 


— r— -  —  46^  CM  i  s  «=  CO* -.  sin  \  z 

(p  —  P  x  a-|-  s 

■  -{-Aijsinis  Ä  sin — • —  siniz 


§17«  a;p  voo 

•  .  '^cs  Ortes  *^«ater» 


tolgUd' 


f 

% 


"^-  i  ^- 

67».  ^  *^ 


45 


6-  ^7"    a" 


4  45 


^^  "^  '"'        33'-**'  *^''       f&  16.)  ** 


t«ng  i ' 


«p.gU«-'> 


"tanS^^    , 


,p+i:--45;  -r:«oiioo5= 
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C0s(^^— h  48)  =9.8006776. 

ungri»       =:  9.8246921. 

Compl.  cos  (^-i 4ö)  =0.0027584 

9.6781281  =  fÄ/igJ(a-«) 
4(a  — 0  «  26*  28'  52"  1. 
Hieraus  ^r^ebt  sich 

das  Azimuth  a  «  102*  3'  48"  2. 
der  paralK  Winkel  «  =     öl**  6'    4"  0. 

ITm  die  ZenitlidistaiijB  %  £U  berechnen,    bediene 
man  sich  der  zweiten  Formel;   diese  giebt 

Min  (^-H-  +  45)  =  9.8482857 

ün  i  1        ^  9.7446003. 
Compl.  swi  i  («  +  «)  «=  0.0120192  ^ 

9.6049052  ^  rin\z 
iz  =  23"  44'  33"  8. 

z  =  47^.29'    r  6. 

§.     18. 

Die  Fixsterne  behalten  zwar  ^nau  genommen 
nicht  immer  völlig  denselben  gegenseitigen  Abstand, 
indem  er  sich  theils  durch  ihre  eigene  Bewegung, 
theils  durch  die  scheinbaren  Veränderungen  ihrer 
Lage,  die  durch  Refraction  und  Aberration  hervor- 
gebracht werden,  bald  vermehrt  bald  vermindert'; 
allein  alle  diese  Veränderungen  dind  sehr  klein,  da^s 
sie  nur  durch  feinere  Beobachtungen  ausgemittelt 
werden  können.  Anders  verhalt  es  sich  bei  der  Son-^ 
ne ,  dem  Monde  und  den  Planeten ;  diese  verändern 
ihren  Ort  unter  den  Sternen  sehr  merklich,  obgleich 
sie  auch  mit  den  Fixsternen  an  der  täglichen  Bewe- 
gung ndi  die  Erde  Theil  nehmen.  Wir  können  hier 
keine  ausführliche  TTieorie  der  Bewegung  dieser  Him- 
melskörper geben,  sondern  wir  müssen  uns  blos  auf 
das  beschränken  ,  was  man  fiir  die  mathematische 
Geographie  zu  wissen  nothwendi^  hat,  da  jeder  nach 
den  vorhandenen  Tafeln  über  die  Bewegungen  der 
Sonne,  des  Mondes  und  der  Planeten,  den  Ort  dieser 
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* 

JBmmelskörper  berechnen  kann,  ohne  dass  derselb 
gezymogen  ist,  anf  ihre  ei^ntiichen  sehr  complicix 
len  Bewe^img^sgeaetze  Rücksicht  zu  nehmen,  nm  au 
seinen  Rechnungen  Resultate  für  die  mathematisch 
Geogpraphie  ziehen  zu  können. 


Von  der  Sonnet. 
§.    19. 

Dass  die  Sonne  unter  den  Sternen  ihren  Ort  vei 
Sndert,  kann  man  leicht  ohne  alih  Instrumente  beob 
achten,    indem  man  nur   des  Abends  nach  Sonnenun 
ter^an^  auf  die  nahe   beim  westlichen  Horizont   bc 
finalichen  Sterne  Achtung^  ^^ht,    und  sich  ihre  SteJ 
lun^  gegen  den  Horizont  bemerkt^   nach  einiger  Zei 
iprird  man  finden,    dass  dieselben  Sterne  bei  Sonnen 
Untergang  dem   Horizont   bedeutend    näher    gerücL 
sind,    und  nach  einem   noch  längern  Zeitraum   ga 
unter  dem  Horizont  Terschwunden  seyn  werden.    Ma 
muss  hieraus  schliessen ,  dass  die  Sonne  in  dieser  Ze: 
den    östlicher   liegenden   Sternen   näher   gerückt   ie 
und  man  kann  daner  behaupten,    dass  die  Sonne  vi 
YV^esten  nach  Osten  unter  den  Sternen   sich   fortb 
wege.     Wie  nun  aber  die  Bahn  beschafTen  sey,  w 
che  die  Sonne  an  der  Himmelskugel  zu  beschreib 
scheint,  muss  durch  genauere  Beobachtungen  ausger 
telt  werden.      Dass    dieselbe  kein  Parallelkreis   , 
sieht  man  aus  den  Gegenden  des  Horizonts,    in  * 
chen  die  Sonne  auf-  und  untergeht,  indem  diese 
täglich  ändern,  bald  näher  nach  Norden,   bald 
nach  Süden  liegen,    während  die  Fixsterne,    m\ 
Parallelkreise  beschreiben ,  immer  an  demselber 
des  Himmels   auf-  und  untergehen.      Dasselbe 
man  auch  aus   den   yerschiecßnen  Höhen  sc! 
welche  die  Sonne  bei  ihrer  Culmination  erreic 
die  bald  grösser  bald  kleiner  sind. 

f     20. 

Genauere  Beobachtungen  haben  gelehrt. 
Sonne  vermöge  ihrer  von  Westen  nach  Of 
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den  Bew^fan°^  eineii  grÖBBten  Kb^  an  der  Himmels- 
ku^i  zu  bc6cbreiben  sokemiy  der  die  Ecliptik  oder 
scheinbare  Sonnenbälin  genannt  wird.  Da  die- 
ser ^össte  Kreis  nicht  mit  dem  Aeqaator  £iisammeu- 
fällt,  sondern  einen  gewissen  Winkel  mit  demselben 
bildet  der  die  Schiefe  der  Ecliptik  heisst,  nnd 
jetzt  23"  27'  33'  beträgst ^  M  folg^,  dass  die  Ecliptik 
und  der  Aequator  sich  als  ^össte  Kreise  ^^enseiti? 
halbiren  müssen.  Die  dabei  sich  bildenden  £wei 
Dnrchschnittspnnkte  heissen  die  Aequinoctial- 
p  n  n  k  t  e ,  weil  wenn  die  Sonne  sich  lauf  ihrer  Bahn 
in  einen  dieser  Punkte  befindet,  sie  im  A9<Tnator(  st^ht, 
und  dadurch  Ta^  und  Nacht  auf  der  ^anze^  ¥rde 
gleich  lan^  macht.  In  der  einen  Hälfte  ihrer  Bahn 
steht  die  Sonne  nördlich  vom  Aequator ,  in  der  an- 
dern Hälfte  südlich  von  demselben,  so  dass  sie  im 
erstem  Falle  eine  nördliche,  im  letztern  Falle  eine 
südliche  Declination  hat.  Derjenige  Aequinoctialpunkt 
den  sie  triAl:,  indem  sie  aus  der  südlichen  Hälfte  ihr 
rer  Bahn  in  die  nördliche  ül>er^eht,  wird  der  Früh- 
lingsaequinoy^tialpunkt,  der  gegenüberliegende, 
der  Herbstaequinoctialpunkt  genannt.  £i  den 
ersten  tritt  sie  am  21>  März,  in  den  zweiten  am  2,3, 
September. 

§.     21. 

Obgleich  diese  beiden  Durchschnittspunkte  des 
Aequators  und  der  Ecliptik  nicht  immer  dieselbe  Lage 
unter  den  Sternen  behalten,  sondern  mit  einer  ziem- 
lich gleichförmigen  Geschwindigkeit  von  Osten  nach 
Westen  zu  fortrücken,  so  kann  man  doch,  da  diese 
Bewegung  bekannt  und  nur  sehr  gering  ist,  (in  einem 
Jahr  50  Secunden)  einen  dieser  beiden  Punkte  als 
einen  festen ,  Punkt  betrachten .  nnA  durch  dessen  Bei- 
hülfe die  Lage  der  übrigen  Punkte  der  Ilimmelsku- 
5el  bestimmen.  Diese  erwähnte  Bewegung  nennt  man 
ie  Praecession,  das  Vorrücken  der  Tag  und 
Nachtgleichen,  oder  das  Zurückgehen  der 
Aequinoctialpunkte,  welche  Benennungen  sich 
durch  die  Erscheinungen,  welche  aus  dieser  Bewe- 
gung hervorgehen,  rechtfertigen  lassen.  Der  Name 
Praecession   bezieht  sich   auf  die  Fixsterne,    welche 


^khillch    des   Aeauinoctialpunktes    von    Wesi 

1  Osten   forUarfidten   scheinen;    das  Vorrücl 

Tag  and  Nadit^leichen  erklärt  sich  darans,  d 

Sonne  fHiher  wieder  in  diesen  Durchschnittspui 

angt,  als  es  ohne  diese  Bew^^nng  geschehen  wä 

ihre  Richtnn^  der  der  Bewegung  der  Sonne  e 

gengesetet  ist.    Dass  man  diese  Bewegung. auch  < 

iirücKgehen    der   Aequinoctialpunkte   nennt,    rill 

jn  einem  Gebrauch  in  der  Astronomie  her,    d 

ofolge  jede  von  Osten  nach  Westen  gehende  Be^ 

^•ung,    eine  retrograde  oder  rückläufige,    i 

ede  Bewegung  J von  Westen  nach  Osten  eine   dir< 

te  oder  rechtläufige  genannt  wird. 

.  '•  '  §.     22. 

Es  sey  (Kg.  2.)  QEAC  der  Aequator,    in  P  i 
Nordpol ,  BJtf  der  über  den^  Aequator  liegende  Tl: 
der  Ecliptik ,  so  werden  E  und  t  die  beiden  Durt 
Schnittspunkte  oder  die  Aequinoctialpunkte  seyn ,  i 
£war  stelle  jE  denjenigen  vor,   in  welchen  die  Soi 
tritt  wenn  sie  über  den  Aeouator  heraufsteigt,    a 
den  FiMthlingsaequinoctialpunlLt  $  der  gegenüberlieg 
de  C  wird   dann  der   Herbstaeqxiinoctialpunkt   s( 
jR  sey  derjenige  Punkt  des  nördlichen  Himmels ,  ^ 
eher    von   allen   Punkten    der  Ecliptik   90^*    entf 
liegt;  man  nennt  denselbeijt  den  Nordpol  der£c 
tik.     Der  auf  der  südlichen  Halbkugel  diesem  f 
entgegengesetzte  Punkt  heisst  der  Südpol  der  J 
tik,  und  aus  der  Geometrie  ist  bekannt,  dass  de 
stand    des    nördlichen   Weltpols    vom   Nordp' 
Ecliptik  grade  so  gross   seyn  muss,    als  der  % 
den  der  Aequator  mit  der  Ecliptik  bildet,  d.  h 
der  Schiefe  der  Ecliptik  gleich. 

§.     23. 

Legt  man  durch  den  Nordpol  des  Aer 
und  einen  der  beiden  Punkte  E  oder  C  e? 
nationskreis ,    FE  oder  PC,    so  kann  man 
selben  als  den  ersten  annehmen,    und  c 
1er  übrigen  Declinationskrelse  gegen   dens 
den  Winkel  am  Nordpol  bestimmen.      E 


V  ^7 

«ich  willkührlich  welchen  von  beiden  ang'egebcnen 
Declinationskreiscn  man  als  den  ersten  betrachten 
TvlH,  allein  man  ist  darin  übereiu  gekommen,  den- 
jeni^n,  welcher  durch  den  FrühliD.j.'-aequinoctialpunkt 
geht,  als  den  ersten  äu  betrachten.  Ist  nun  *S  irgend 
ein  Stern,  und  PSD  der  durch  difi.';en  Stern  gefegte 
Declinationskrei3 ,  so  wrd  der  Winkel  SPE  den  bei- 
de Deciinatiouskreise  am  Pol  P  m\\.  einander  bilden, 
die  Rectascension  oder  gerade  Aufsteigung 
des  Sterns  genannt.     Dieser  Winkel  ist  mit  dem  Bo- 

fen  ED  des  Aeguators,  der  durch  den  Declinations- 
reis  des  Sterns  auf  dem  Aequator  vom  FrühJin^s- 
aequinoctialpunkt  aus  abgeschnitten  \vird,  gieichgel- 
iend,  daher  man  auch  diesen  die  Iieclascension  nennt. 
Verbindet  man  die  gerade  Aufsteigung  ED  mit  der 
schon  früher  erklärten  Declination  .VO  des  Sterns, 
80  wird  durch  diese  beiden  Bo^en  die  Lage  des  Sterns 
S  bestimmt.  Der  Winkel  oder  Bogen  welcher  die 
gerade  Aufsteigung  angiebt,  wird  immer  von  Westea 
nach  Osten  von  Null  bis  360^  fortgezählt,  so  dass  ein 
östlicher  liegender  Stern  eine  grössere  gerade  Auf- 
steigung hat  als  ein  äehr  westlich  gelegener,  voraus- 
gesetzt, dass  das  Ffühlingsaequiuoctium  nicht  zwi- 
schen beide  £U  liegen  kommt.  Der  erste  Declina- 
tionskreis,  der  verlängert  durch  den  Punkt  C  gehl^ 
heist  der  Colur  der  Aequinoctien. 

§.     24. 

Es  giebt  noch  eine  zweite  Methode,  den  Ort  ei- 
nes Sterns  an  der  Himmelskugel  zu  bestimmen,  die 
in  der  altem  Astronomie  gebräuchlicher  war ,  als  die 
Methode  der  Bestimmung  durch  die  gerade  Aufstei- 
gung und  die  Declination.  Legt  man  nämlich  durch 
irgend  einen  Punkt  ^S  des  Himmels  und  den  Nordpol 
R  der  Ecliptik  einen  grössten  Kreis  RS  der  die  Eclip- 
tik  in  L  tri^n:,  so  heisst  dieser  ein  Breitenkreis, 
LS  die  Breite  des  Sterns  S.  Nimmt  man  den  durch 
den  Frühlingsaequinoctialpunkt  gehenden  Breitenkreis 
RES,  für  den  ersten  an,  so  heisst  d6r  Winkel  ERS 
den  dieser  mit  irgend  einem  andern  durch  den  Stern 
S  gehenden  Breitenkreis  am  Pol  der  Ecliptik  machl^ 
die  Lfinge  des  Sterns,  und  dieser  Wuxkel  ist  gleich- 

2 
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^  Tt^ai^^^^l^irfSi'"»*?  le  Je  der  BcUj; 
-elcber  ."*^-«ite  tn««        e  der  =«"       befinf^T 


BT  »f  J^^^örAlS^^«- 
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durch  dieselben  sn  gleicher  Zeit  einen  in  vielen  Fäl- 
len überfliissigen  Winkel  erhält,  nämlich  denjenig;en, 
welchen  der  Breitenkreis  mit  dem  Decllnationskreise 
am  Stern  macht.  Dieser  WinKe!  wird  wohl  auch 
der  Positionswinkel  genannt ,  doch  ist  dieser  Ausdruck 
bei  der  Sonne  ^bräuchiicher  als  bei  Sternen.  Man 
setse 

die  Rectascension  =  a 

die  Declination  =  9 

die  Schiefe  der  Ecliptik  r=:  e 

die  liän^  =r  X 
die  Breite  =  € 
den  Posit.  Winkel  =  <fi. 
so  hat  man   im  Dreiek  PSR  (Fig.  2.)  >   da  der  JBogen 
FR  der  Schiefe  der  Ecliptik  gleich  ist  (§.  220 

SR  =  90*^  —  6 
PR  ^  « 
PS  =  90«  —  ». 
SPR  =  90^  +  a. 
PSR  =  fp 

PRS    SrngO*»    —  X. 

xmd  wenn  man  PR  för  fr»  PS  fiir  c  annimmt,  so  hat 
man  aus  den  allgemeinen  Formeln  (§»  16.) 
sin  t  (e  +  »  —  90)  cos(45  +  i  a) 

.  :=  iüii{(p  +  X  —  90)  sm(45  —  i  6) 
sini(e  —  3  +  90)  sm(45  +  J  «) 

:f=  cos  J  (<p  +  X  —  90)  sm  (45  —  i  6) 
cos  i(e  +  8  —  90)  cos(45  +  i  «) 

=  «n4(g>  +  90  —  X)  co*(45  -r-  i  6) 
cosiC«  —  a  +  90)  swi(45  +  i  a) 

==  coH((p  +  90  —  X)  cos(45  —  i  ß). 

§.27.  .  ■ 

Der  za  berechnende  Stera  sey  die  Cape  IIa,    to 
hat  man  für  diesen 

a  =r      Ö7»  51'    r 
J  =  +  46»  48'    8" 
e  =      23»  27'  33" 
fotelich  anch 
^  j  (,  4.  8  1-.  90)  =-  —  10»  22'    9"  5. 
.      i(»^  «  +  90)  >=  +  33"  49'  42"  5 
.  46  +  A  a  »  +  82°  56'  33"  5. 

2« 


■„ .« a»  trSer '^ 

■■'■■  ,.  +  J --»1.01(45  +  '     ' 

.'      ■■■    !iit2^T+»)  ,^   ,    90 -- « 

Koea  t»"*«»  Vj    s'  43".  I 
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coäDE.  cosDS  s=  cos  ES 

cos  LE.  cos  LS  =  cos  ES   folglich 
cos  DE,  cos  DS  =  cosLE,  cos  LS 
oder  d^  DE  ==  a,  DS=9,  LE  ^X,  LS^  S, 

so  wird  cos  a.  cos  9  =  cos  X,  cos  6, 

Ans  den  FQrn^eln  des  §%  26*  findet  man  dasselbe 
wenn  man  die  erste  mit  der  vierten,  die  zweite  mit 
der  dritten  multiplicirt ,  und  da«  letzte  Pro4uct  vom 
ersten  absieht.  Man  hat  in  dem  hier  berechneten 
Beispiel  **" 

cosa  ==  9.3881516 

cos9  ^  9.8433183^ 

9.2314699. 
cosX  =  9.2670131 
cos6  z=:t  9.9644574 

9.2314705. 
Der  jperinge  Unterschied  rührt  daher ,    da««  Vfhh 
nur  auf  Zehntheil  einer  Secnnde  gperechnet  haben. 

§•    29. 

Um  die  umgekehrte  Au&ftbe  aufzulösen,  nämlicK 
aus  der  Län^e  und  Breite  des  Sterns  die  Rectascen* 
sion  und  Declination  zu  finden,  hat  man  nur  nöthifi^ 
in  den  Formeln  (§.  26.)  statt  90  —  8/90  —  ^,  und 
ßUtt  90  +  a,  90  —  X  zu  setzen.  Hierdurch  erbau;' 
man  : 

fin  J  (e  +  90  —  «)  cos  (45 —  i  X) 

=  sin  i(<fi  —  a  —  90)  *i/i(45  —  S  «> 
siniie  ^  90  +  6)   sin  (45  —  i  X) 

=:  cosi((p  —  a  —  90}  sin  (45  —  J  ^  ^ 

cos  i  («  -j.  90  —  ^)   cos  (45  —  i  X) 

*=  sin  j  (0  4-  a  +  90)  co»  (45  —  J  ») 
cot  1  (•  -^  90  +  •«)   sin(45  ~  i  Xy 

^  cosi  (tp  +  a  +  90)  cos  (45  —  i  >> 

§.     30. 

In  dem  Fall,   wo  die  Breite  Null  ist,    lassen. sich 
zur  Berechnung  der  Rectascension   und  Declination,. 
aus   der  LSni^p  und  der  Schiefe  der  Eicliptik ;'   ein* 


xere  Formeln  finden,  obgleich  man  sich  auch  der 
i  vori^n  §.  bedienen  könnte,  indem  man  darin 
ssz  0  setzt« 

Man   hat    nämlich    im  Dreieck  DNFs   (Fi^.  2.): 
enn  N  der  in  der  Ecliptik  befindliche  Punkt  ut,. 
JSfE  =  X,   JSED  =  e 
ND  ^^y      DE  =  a    folglich 
nin  d  =  sin  X«  sin  e 
tang  a  =  cos  e.  tang  X. 
< 

§.     3L 

Aus   der  Formel  sin  9  =  «z/i  X.  sin  b  ,   sieht  man 
dass  für  X  =      0,5  =  0 

X  =    90,  J^  =  +  s 

X  =  180,  5  =  0 

X  =  270,  5  =  —  fi 
seyn  wird.      Beträgt  daher  die  Länge  der  Sonne  90 
oder  270'',    so  hat  dieser  Körper  seine  grösste  £nt 
femung  vom  Aeqnator   erreicht,    und  im  ersten  Fa: 
befindet  sie  sich  im  S  om  m  er  so  Istiti  alpunkt,    ii 
letztern  im  Wintersolstitialpunkt.      Die  durc 
diese  beiden  Punkte  gehenden   Parallelkreise   heiss« 
die  Wendekreise,    deren  Entfernung  vom  Aeqv 
tor  der  Schiefe  der  Ecliptik  gleich  ist,  und  es  ergi 
sich  hieraus  ,    dass  die  Sonne   nie  höher  über   d 
Aequator  oder  tiefer  unter  dem  Aequator  stehen  kf 
al^.die  Schiefe  der  EclipSik   beträft.      Derjenige 
clinationskreis ,    welcher    durch    die   Solstiiialpu 
gelegt  wird,  heiast  der  Colur  der  Solstitien. 
X  =  0,    oder  X  ss  180"   so  steht  dia  Sonne  ir 
quator,  also  in  den  Aequinoctialpunkten,     Mai 
übrigens  aus  der  Gleichung 

sin  d  :^  sin  f.   sin  X ,. 
dass  das  Vorzeichen  von  d  -von  demjenigen  vr 
abhängt  $    es  wird  also  von  X  =  0  bis  X  = 

Eositiv,  folglich  die  Declination  nördlich,  von 
ifl  X  =  360°,  8  negativ,  oder  die  Declination 

« 

§.     32. 

^.  Ausser   der  Bestimmung  der  Länge  * 
in  'praden,  iBt&iaten  u.  s.  w.  ausgedrdcl 
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oder  Bogen,  hat  man  noch  eine  zweite  Art  die  LSn- 
se  anzu^ben.  Man  theilt  nämlich  die  ganze  Ecliptik 
in  ewölf  gleiche  Theile,  welche  Uimmelfl zeichen 

Senannt  werdiim,    und  von  denen  ein  jeder  30^  ent- 
alt    Der  Anfang  der  Theilung  findet  gleichfkll«  im 
Frühlingsaeguinoctialponkt  statt. 

Die  Namen  dieser  Himmeiszeicben  sind  der  Reihe 
nach  folgende:  Widder  (V),  SÜer  (>!f),  Zwillinge  (H), 
Krebs  (S),  Löwe  (5V.),  Jungfrau  (^V),.  Waage  (»^), 
Scorpion  0^^),  Schütze  (i^),  Steinbock  (^ff),  Wasser- 
mann (^9  Fische  (K),  und  um  ihre  Reihenfolge  bes- 
ser zu  behalten,  hat  man  dieselben  in  folgenden  Vers 
gebracht : 

Sunt  Ariesy   Taurus^  Gemini ^  Cancer  f  Leo^  Virgo, 
LibraquCf  ScorpiuSf  Arcitenens,  Caper^  Amphora^ 

Pixces. 
Man  giebt  nun    ent^veder  die  Länge  durch   die 
Anzahl  der  Grade  an,  oder  durch  die  Charakteristik 
des  Himmelszeicheus,  oder  durch  die  Stellenzahl  des^ 
selben,  wo  bei  der  letztern  Beziehungsart,  der  Wid- 
der die  Stellenzahl  Null  erhält.      So  kann  man  z«  B«. 
statt  78*  Länje  auch  18*  II ,  oder  2«  18"  sagen. 
Die  vier  Hauptpunkte  der  Ecliptik 
Frühlingsaequinoctialpunkt , 
Sommersolstitialpunkt , 
Herbstaequinoctialpunkt , 
Wintersolstitialpunkt 
werden  auch  nach  den  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Anfangspunkten  der  Himmeiszeicben, 

Nullpunkt  des  Widders  (0"^), 
Nullpunkt  des  Krebses  (O'^S) 
Nullpunkt   der  Waage  (0"«^), 
Nullpunkt  des  Steinbocks  (0""^) 
genannt ,  und  die  Wendekreise  werden  durch  die  Be- 
nennungen Wendekreis  des  Krebses  und  Wen- 
dekreis  d^s  Steinbocks  unterschieden. 

§.     33. 

Die  Schiefe  der  Ecliptik  behält  nicht  immer  ei- 
nerlei Werth,  der  freilich  nur  sehr  langsam  sich 
ändert,  aber  doch  noch  längern  Zeltraum  olerklich 
vom  jetzigen  verschieden  ist.     Im  Jahre  1800  betrog 


^^^^ 
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Standen  getheilt  wird ,  so  werden  die  weatiichen 
Stundenwinkel  von  15,  30,  45  u.  s.  w.  Graden,  den 
Verlauf  \on  einer,  zwei,  drei  u.  a.  w.  Stunden  an- 
gaben. 

§.     35. 

Man  würde  also  genöthi^t  seyn,  um  die  Zeit  sn 
erhalten,  zu  weicher  sich  irgend  eine  Himmelsbe^* 
benheit  zuträgt,  jedesmal  zugleich  den  Stundenwin&el 
des  gewählten  Sterns,  durch  Höhe  und  Azimuth  zu 
beobachten,  und  dieses  musste  auch  wirklich  \on  den 
alten  Beobachtern  vor  der  Erfindung  der  Uhren  ge- 
echohen;  seitdem  wir  aber  dieses  für  die  beobachten- 
de Astronomie  so  vortheilhafte  Instrument  in  der 
VoUkommei^heit ,  zu  welcher  es  ^ durch  die  Bemühun- 
gen der  berühmtesten  Mechaniker  in  unsern  Zeiten 
gelangt  ist,  besitzen,  ist  dasselbe  an  die  Stelle  des 
Sterns  getreten ,  und  braucht  nur  zuweilen  mit  der 
Bewegung  des  Sterns  verglichen  zu  werden,  um  sei- 
nen Ganj,  der  durch  so  v;el  äussere' Ursachen  gestört 
werden  Kann,  zu  reguliren. 

§.     36. 

Man  richtet  den  Gang  der  astronomischen  Pen- 
deluhren so  ein,  dass  von  einer  Culmination  des 
Nullpunkts   des  Widders,    bis  zur  nächst   folgenden 

Smau  24  Stunden  verflfessen,  und  zwar  zeigt  die 
hr  selbst  bei  der  Culmination  dieses  Punktes  immer 
Null  an,  so  dass  wenn  man  irgend  eine  Zeit,  welche 
die  Uhr  zeigt,  durch  das  Verhnltniss  von  15  Grad 
auf  eiae  Stunde  in  Bogen  des  Aequators  vcrv^andeltj 
ihan  sogleich  die  gerade  Aufsteigung  allor  in  diesem 
Zeitpunkte  culminirenden  Punkte  des  Hiunnels  erhält. 
Man  nennt  den  angegebenen  Zeitraum  einen  Stern» 
tag,  und  sagt  die  Uhr  ^ehe  nach  Stern zc-it.  Diese 
Benerjiiung  ist  freilich  nicht  ganzi  passend,  da  ver- 
tnöc^e  des  Zurücitgehens  der  Aequi^ioclialpunklc^'  der 
Zeitraum  ,  der  zwischen  den  zwei  auf  eiuander  •  fol- 
genden Cuiminationea  eines  Sterns  enthalten  ist,;'  et- 
was länger  ausfallt,    als  der   weicher  zwilK^en  swei 


Auf  einander  fol^nden  Culminationen  des  Frühlii 
aequinocUalpiinkts  verfliesst. 

§.     37. 

Die  auf  diese  Art  bestimmte  Zeit  würde  nun 
die  Bedürfnisse  des  Astronomen  hinreichend  seyn , 
sie  alle  Bedingungen  erfüllt,  die  man  in  -wissensch. 
licher  Hinsicht  wesen    der   Zeitbestimmung^    mac 
kann ,    allein   für    den  bürgerlichen  Gebrauch   w 
diese   Methode   die  Zeit  zu   bestimmen    etwas   un 
quem  9  da  die  Geschäfte  des  bürgerlichen  Lebens  i 
hauptsächlich  nach    dem   Stande    der   Sonne    rieht 
£s  ist  daher  bei  einer  für  das  gemeine   Leben 
gleich  brauchbaren  Zeitbestimm^ing   nöthig ,     dass 
viel    als    möglich  einem   gleichen   Stande   der   So: 
auch  dieselbe  Stunde  entspräche,    welches  beim  < 
brauch  der  Sternzeit  nicht  möglich  seyn  konnte, 
dem  bei  der  Culmination    der  Sonne   die  nach  Ste 
zeit  gehende  Uhr,  im  Verlauf  eines  Jahres  nach  i 
nach  alle  24  Stunden  angeben  muss,  so  dass  wenn 
einem   bestimmten  Tage  des  Jahres,    die  Sonne 
1  ülir  culminirt,    sie    drei  Monat  später  um  7 
nach  Sternzeit   culminiren  wird. 


§.     38. 

Man  hat  aus  dem  ang^ebenen  Grunde  dei 
liehen  Umlauf  der  Sonne  ab  das  Maass  eines 
angenommen,    der  auch  der  bürgerliche  T 
nannt  wird,    und  bei  weitem  länger  als  der  S 
ist.      Es  findet  aber   zwischen  dem   im   bürgi 
Leben  und  dem  von  den  Astronomen  gebraucr 
fiang  des  Tages^  der  Unterschied  statt,  dass  d' 
nomen  den  Tag  bei   der  sichtbaren  Culmini 
Sonne   des   Mittags    anfangen,    und   bis   24 
fortzahlen,  während  bei  dem  gewöhnlichen 
der  Tits  um  Mitternacht  zur  Zeit   der  un 
baren  Culmination   im   nördlichen  Tlieiie 
dians  anfan^.     Die  astronomische  Rechnuu 
immer   zwölf  Stunden   gegen  die  bürger 
reeliniuig.  sarttck« 
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§.     39. 


Die  Zeit,  welche  durch  dieBewejun^f  dei*" Sonne 
bestimmt  wird,  heisst  wahre  oder  scheinbare 
Zeit;  da  die  Bewej^ng^  dieses  Himmelskörpers  aber 
ungleichförmig  ist,  mdem  er  sich  bald  schneller  bald 
langsamer  bewegt,  so  folgt,  dass  keiner  der  auf  diese 
Art  bestimmten  Tage  ceni  andern  gleich  seyn  bann. 
Es  ist  dalier  nicht  möglich ,  dass  eine  Uhr  nach  die- 
ser Zeit .  gehen  kann ,  sondern  blos  die  Sonnenuhr 
wird  wahre  Sonnenzeit  anzeigen  können.  Man  muss- 
te  daher  auf  eine  dritte  Art  der  Zeitbestimmung 
denken ,  die  man  durch  den  gleichförmigen  Gang  der 
Uhr  darstellen  konnte ,  und  welche  sich  zugleich 
nicht  sehr  weit  von  der  wahren  Zeit  entfernte.  Man 
nahm  daher  eine  eingebildete  Sonne  an,  die  sich  mit 

Sleichförmiger  Bewegung  im  Aequator  bewegt,  so 
ass  diese  zweite  Sonne  mit  -der  wahren  einmal  zu 
gleicher  Zeit  aus  dem  Frühlingsae^inoctialpunkt  aus- 
ging, und  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  der  mittlem 
Geschwindigkeit  der  wahren  Sonne  gleich  ist,  den 
Ae^ator  durchläuft.  Hierdurch  wird  die  eingebil- 
dete Sonne  der  wahren  Sonne  bald  etwas  voreilen, 
bald  hinter  ihr  zurückbleiben ,  allein  immer  werden 
die  Abstände  immer  nur  klein,  und  der  Unterschied 
beider  Zeiten  periodisch  seyn.  Man  nennt  die  durch 
diese  eingebildete  Sonne  dargestellte  Zeitbestinmiung, 
die  mittlere  Zeit.  Ein  solcher  mittlerer  Sonnentag 
ist  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Culminationen  der  eingebildeten  Sonne  ver- 
fliesst ,  und  der  Unterschied  zwischen  der  wahren 
und  der  mittleren  Zeit  wird  die  Zeitgleichung 
genannt. 


Von  der  Bewegung  der  Erde. 

§.     40. 

Die  Erscheinung,  dass  der  Himmel  sich  in  24 
Stunden  einmal  um  eine  bestimmte  Axe  von  Osten 
nach  Westen  herumdreht.,  lässt  sick  dadurch  erklä- 
ren,   dass  man  anninwit,    die  Erde  selbst  drdbe  sich 


•  •  ■    . 

in  derselben  Zeit  in  ento^^;en^8et£ter  Rlchtnn^  von 
Westen  nach  Osten  um  eine  Axe,  wekbe  mit  der 
früher  angenommenen  Weitaxe  zusamuienfällt.  Man 
kann  freilich  .anfangs  nicht  mit  Gewissheit  bestimmen^ 
welche  von  beiden  Annahmen  die  richtige  sey,  ob 
der  Himmel  sich  um  die  Erde  dreht,  oder  ob  diese 
Bewegung  nur  scheinbar  ist,  nnd  durch  die  entgegen- 
gesetzte Drehung  der  Erde  hervorgebracht  wird,  aU 
lein  einige  üeberlegung  lehrt  bald,  dass  die  letztere 
Annahme  bei  weitem  die  wahrscheinlichere  ist,  da 
die  erste  allen  Gesetzen  der  Mechanik  widerstreitet,^ 
indem  die  reelle  Bew^ung  der  Sterne  in  Parallelkrei- 
sen sich  auf  keine  Art  erklären  lässt,  und  physisch 
unmöglich  ist.  Ausser  andern  tiefer  liegenden  Be* 
weisen  für  die  Umdrehung  der  Erde,  ist  in  unsern 
Zeiten  durch  die  über  den  Fall  der  Körper  angestelU 
ten  Versuche  ein  sehr  eiiui^cher  und  überzeugender 
Beweis  geliefert  worden ,  indem  wenn  die  Erde  sich 
wirklich  um  ihre  Axe  dreht,  ein  von  einer  bedeu- 
tenden Höhe  herabfallender  Körper,  nicht  den  senk- 
recht unter  dem  Anfangspunkte  der  Bewegung  lie- 
genden Punkt  treffen  kann,  sondern  sich  nach  der 
Richtung  von  demselben  entfernt,  in  welcher  sich  die 
Erde  dreht,  und  die  von  Benzenberg  angestellten 
Versuche  haben  auch  wirklich  eine  mit  der  Theorie 
übereinstimmende  Abweichung  nach  Osten  zu  gezeigt. 


§.    «: 

Wir  können  daher  als  einen  hinreichend  bewie 
senen  Lehrsatz  aufstellen,    dass  die  Erde  ein  Körpe 
ist,    der  sich  von  Westen  nach  Osten,  .in  der  Zei' 
welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culr 
nationen  eines  Sterns  verfliesst,    abgesehen  von 
geringen    Veränderungen    seiner    scheinbaren    Lti 
einmal  um  eine  Axe  gedreht  hat,    die  verlängert 
Weltpole  trifilj    diese  Zeit  beträgt  in  mittlerer 
nenzeit  ausgedrückt  QS  St.  56'  4"  1>  oder  0,?)97*^ 
wenn  man   den   mittlem  Sonnentag  als   Einhei 
nimmt, i  und  wird    die  Roitationszeit    der 
genannt. 
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§.     42. 


Man  kann  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  daM 
die  erwähnte  Umdrehung  der  Erde  d^e  scheinbare 
Bewegung  des  Himmels,  genau  wie  wir  sie  beobach- 
ten, hervoi'bringen  muss.  Es  sey  (Fig.  3.)>  in  C  der 
Ort  des  Be<^achters,  in  S  ein  btern;  wir  beschrei- 
ben mit  dem  Halbmesser  CS  eine  Kugel  aus  C  ab 
Mittelpunkt ,  CP  sey  die  nach  dem  Pol  gezogene 
Linie,  xmA.  CA  senkrecht  auf  CP  in  der  Ebene  FCÄ9 
die  durch  den  Stern  und  die  Weltaite  CP  gelegt  ist. 
Wir  müssen  hierbei  wegen  den  geringren  Dimensio- 
nen des  Erdkörpers  gegen  die  unendlich  grosse  Ent- 
fernung der  Sterne  von  der  Erde  den  Beobachter 
«elbst  m  die  Weltaxe  stellen.  Zieht  ma  ferner  BC 
senkrecht  auf  AC  und  PC^  so  giebt  BCA  den  Aequa- 
tor,  und  der  Kreis  PSA  stellt  den  Declinationslu^eis 
des  Sterns  S  dar.  Die  Verticallinie  habe  zu  irgend 
einer  2eit  die  Lage  CZ^  so  dass  Z  das  Zenith  vor- 
stellt ,  und  der  Kreis  PZE  den  Meridian  angiebt, 
dann  wird  ZS  im  Verticalkreise  Hegen  und  die  Ze- 
nithdistanz.  seyn,  der  Winkel  SZE  das  Azimuth, 
SPZ  der  Stundenwinkel.  Dieses  Dreieck  SPZ  ist 
mit  dem  gleichnamigen  (Fig.  1.)  ganz  übereinstim-^ 
mend,  es  ist  also  zur  Erklärung  der  Bewegaxig  des 
Himmels  ganz  einerlei,  ob  wir  das  Zenith  uns  als 
fest  denken,  und  den  Stern  S  bewegen  lassen ,  oder 
ob  wir  den  Stern  ruhend  annehmen,  und  die  Verti- 
callinie CZ  um  die  Weltaxe  so  herumführen,  dais 
der  Winkel  PCZ  immer  derselbe  bleibt 

§.     43^ 

Es  bleibt  nun  noch  zu  entscheiden  ^  ob  die  Bewe- 
gung der  Sonne,  vermöge  deren  sie  sich  in  einem 
Jahr  einmal  nm  die  Erde  bewegt,  wirklich  vorhan- 
den, oder  nur  scheinbar  ist,  und  durch  die  Bewe- 
der  Erde  um  die  Sonne  hervorgebracht  wird, 
[an  sieht  leicht,  dass  beide  Annahmen  völlig  gleiche 
Erscheinungen  geben  müssen,  da  wenn  wir  von  der 
Erde  aus,    die  Sonne  in  einer  bestimmten  Richtung 


«ehen,    die  Erde  von  der  Sonne  aus  gesehen,    grade 
in  en%egengesetliter  Richtung  erscheinen  wird.      E.^: 
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sind  aber  su  viel  Gründe  vorhanden,  die  Bewein 
der  Erde  um  die  Sonne  anzunehmen,  als  dass  ma 
länger  zwischen  beiden  Annahmen  schwanken  sollU 
und  der  Satz,  die  Erde  bewegt  sich  um  die  Sonni 
ist  nicht  mehr  als  eine  blosse  Hypothese,  sondern  al 
ein  mit  fast  geometrischer  Schärfe  bewiesener  Sat 
anzusehen.  Schon  nachdem  Kepler  a«s  den  Beob 
achtungen  das  schöne  Gesetz  über  die  Bewegung  de 
Planeten  um  die  Sonne  abgeleitet  hatte,  vermöge  de£ 
sen  die  Würfel  der  mittlem  Entfernungen  der  Pia 
neten  von  der  Sonne,  sich  wie  die  Quadrate  ihre 
Umlaufszciten  um  dieselbe  verhalten ,  konnte  ma 
durch  Vergleichiing  der  Umlaufszeiten  und  der  Eni 
femungen  der  Sonne  und  des  Mondes  von  der  Erd 
seigen,  dass  wenn  einer  dieser  Körper  sich  um  di 
Erde  bewegte,  der  andere  auf  keine  Weise  sich  ui 
die  Erde  bewegen  konnte,  wenn  man  nicht  das  durc 
die  Planetenbew^ung  aus  den  Beobachtungen  abg€ 
leitete,  und  späterhin  aus  den  allgemeinen  mechani 
sehen  Grundsätzen  bewiesene  Cresetz  in  Zweifel  zic 
hen  wollte. 

§.     44. 

Nimmt  man  nämlich  die  Umlaufszeit  des  Mon« 
um  die  Erde  als  die  Einheft  an,    so  beträgt  die  V 
lan£Bzeit  der  Sonne  um  die    Erde   dreizehn    so) 
Einheiten,  und  wenn  x  die  Bahn  angiebt,  wie  of 
Entfernung   des    Mondes   von   der   Erde   in   der 
Sonne  von  der  Erde  enthalten  ist,    so  hat  man 
angefiilirten   Kepler 'sehen  Gesetz  zufolge  dif 
portion 

1  :  13»  =  1  :  a:» 
folglieh 

*  =  V^169  =  5,53. 

Es  wäre   daher   die  Entfernung  der  S< 
der  Erde  nur  fünf  und  einhalb  mal  so  gros 
des  Mondes,  während  schon  Kepler  die 
der  Sonne  fünfzig  mal   grösser   als  die  c 
aus  den  Beobachtungen  geschlossen  hatte. 
Newton   endlich  die  Bewegung  der  Hir 
aus  dem  Prinzip  der  allgemeinen  Anziel* 
tet  hatte,    blieb  gar  kein  Zweifel  mehr 
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we^n^  der  Erde  nm  die  Sonne  übrige  da  nach  den 
Grundsätzen  der  Dynamik  der  kleinere  Körper  sich 
um  den  ^össern  bewegen  mos,  und  die  Masse  oder 
Men^  von  Materie  der  Sonne ,  die  der  Erde  mehr 
als  300000  mal  übertrifft 

§.     45. 

Es  fehlte  nur  noch  an  einem  näher  liesrenden  Be- 
weise ,  der  so  aufl^enscheinlicb  die  Bewe^nn^  der  Erde 
um  die  Sonne  darthat,  wie  die  erwähnten  Versuche 
über  den  Fall  der  Kö'rper  die  Drehuftg  der  Erde  um 
ihre  Axe  zeigen.  Hierzu  gab  ein  Einwand  der  Geg- 
ner der  Bewegung  der  Erde  eine  Veranlassung.  Diese 
meinten  nämlich,  dass  wenn  die  Erde  eine  so  grosse 
Bahn  um  die  Sonne  beschrieb ,  deren  Durchmesser 
40  Millionen  Meilen  beträgt,  so  müsste  diese  Verän- 
derung des  Standpunktes  eine  Veränderung  in  der 
La^  der  *  Fixsterne  gegen  einander  hervorbringen, 
weiche  man  die  jährliche  Parallaxe  der  Fixsterne 
nennt.  Im  November  1725  fingen  Bradley  und 
Molineux  an,  hierüber  Beobachtungen  anzustellen, 
allein  sie  fanden  keine  Parallaxe,  wohl  aber  eine  an- 
dere Veränderung  der  Lage  der  Fixsterne,  die  sich 
aus  der  schon  vorher  von  n  ö  m  e  r  gefundenen  Bewe- 
gung des  Lichts  verbunden  mit  der  Bewegung  der 
Erde  erklärte.  Da  diese  Erscheinung ,  weiche  die 
Aberration  genannt  Vird,  nicht  statt  finden  konn- 
te wenn  die  Erde  sich  nicht  bewegte,  so  war  hier- 
durch die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  direct 
erwiesl^. 

§.     46. 

Die  Bahn  der  Erde  um,  die  Sonne,  ist  eine  Ellip« 
•e^  welche  nicht  viel  \om  Kreise  abweicht,  und  in 
deren  einen  Brennpunkt  sich  die  S;onne  befindet.  Die 
halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn  beträgt  nach  den  Un- 
tersuchungen von  Enke  aus  dem  Durchgange  der 
Venus  durch  die  Sonne  abgeleitet 

20660800  Meilen 
und  man  kann  den  Gränzen  zufolge,    innerhalb  wel- 
chen  die  Genauigkeit   dieser  Art  Beobachtungen  ein- 
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^^hloMen  ifity  annehmen^  dass  dieselbe  nicht  kleiner 
als  20577649  und  nickt  grösser  als  50755043  Meilen 
seyn  kann.  Die  Eccentricität  der  Erdbahn  beträgt 
0>0168415,  die  mittlere  Eiitfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  als  Einheit  angenommen,  und  nimmt  alle  Jahr- 
hundert 0^0000416  ab.  Doch  ist  diese  Abnahme  nicht 
immer  fortgehend,  sondern  nachdem  die  Eccentricität 
bis  auf  eine  gewisse  Gränze  abgenommen  hat,  nimmt 
dieselbe  wiederum  zu.  Die  Zeit,  welche  die  Erde 
gebraucht  um  ihre  Bahn  zu  dWchlaufen ,  beträgt 

365,25638350  Tage 
und  man  nennt  diesen  Zeitraum  das  siderische 
Jahr.  Die  kleinste  Entfernung  der  Erde  yon  der 
Sonne  findet  dann  statt,  wenn  die  Sonne  sich  in  279° 
35'  befindet,  also  zehn  Tage  nach  ihrem  Eintritt  in 
das  Wintersolstitium.  Gegenüber  ungefähr  auch  zehn 
Tage  nach  dem  Eintritt  der  Sonne  in  das  Sommer- 
ßolstitium  hat  die  Erde  ihre  grösste  Entfernung  von 
der  Sonne  erreicht.  Der  erste  Punkt  heisst  die  Son- 
nennähe oder  das  Perihelium,  der  zweite  die 
Sonnenferne  oder  das  Aphelium,  und  die  Zei- 
ten, zu  welchen  die  Sonne  in  diese  beiden  Punkte 
tritt,  sind  der  erste  Januar  und  der  erste  July,  so 
dass  im  Winter  die  Sonne  uns  näher  steht  als  im 
Sommer. 

§.     47. 

Die  Axe  der  Erde  steht  nicht  senkrecht  auf  der 
Ebene  in  welcher  ihre  Bahn,    die  sie  um  die  Sonne 
beschreibt,    liegt,   sondern  beide  machen  einen- Win- 
kel mit  einander,    der   der  Ergänzung    der   Schiefe 
der  Ecliptik  au  90**  gleich  ist.     Da  ferner  der  schein- 
bare Pol  seine  Lage  unter  den  Sternen  nur  sehr  w< 
nig  ändert,    feo  folgt,    dass   die  Erdat:e  während   de 
Bewegung  der  Erde   um  '  die  Sonne  immer  eine  fa 
parallele  Xiage  behält. 
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Von  der  Gestalt  der  Erde  im  Allgemeinen. 

§.     48. 

Eg  scheint  anfangs  etwas  ungereimt,  nach  einer 
besonderen  Darstellung  der  Oberfläche  der  Erde  m 
fragen )  da  der  blosse  Augenschein  eine  so  grosse  Un- 
r^elmässigkeit  in  der  Gestaltung  derselben  zeigt,  dass 
keine  mathematische  Formel  im  Stande  ist,  die  Natur 
dieser  Oberfläche  genau  auszudrücken.  Allein  diese 
unregelmassige  Crestalt  ist  es  auch  keinesweges ,  wel« 
che  man  bei  der  Aufstellung  der  Frage  über  die  Be- 
stimmung der  quantitativen  Natur  der  Oberfläche  der 
Erde  zu  wissen  yerlangt,  ^sondern  man  will  diejenige 
'  Oberfläche  bestimmt  wissen,  welche  das  Wasser  an- 
nehmen würde,  wenn  es  die  ganze  Erde  bedeckte. 
Mau  setzt  daher  alle  die  Unregelmässigkeiten  bei  Sei- 
te,  die  durch  die  auf  der  Oberfläche  der  Erde  be- 
findliehen Bex^  und  7?häler  entstehen,  welches  um 
so  eher  angeht,  da  auch  die  grössten  Erhebungen  der 
Flädhe  'des  festen  Landes  über  die  Oberfläche  dea 
Meeres ,  gegen  die  grosse  Ausdehnung  der  Erde 
ÜUsserst  gering  sind.  Dass  bei  dieser  Ansicht  die 
Erdoberflache  eine  bestimmbare  Gestalt  haben  wird, 
folgt  daraus^  weil  das  Wasser  nach  den  Gesetzen 
des  Gleichgewichts  der  Flüssigkeiten  eine  regelmässige 
Figur  annehmen  muss,  Und  die  Oberfläche  des  festen 
Landes^  abgesehen  von  den  einzelnen,  zufälligen,  gro's- 
aeren  oder  kleineren  Erhöhungen,  an  allen  Orten  der 
Erde  fast  mit  der  Oberfläche  des  Meeres  zusammen- 
ISllt,  also  im  Allgemeinen  die  Oberfläche  des  festen 
Landes  dieselbe  waialt  als  die  der  Oberfläche  des 
Meeres  haben  muss. 

§.     49. 

Die  Alten  hatten  sehr  sonderbare  Ideen  über  die 
Gestalt  der  Erde,    und  zwar  scheint  die  älteste  Mei- 
nung unter  den  Griechen  diejenige  gewesen  zu  seyn, ' 
nach  welcher  die  Erdoberfläche  eine  flache  Scheibe 
vrar,  die  rund  herum  von  dem  grossen  Strom  Okea- 
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HOB  renannt,  timfloMea  iflt,  in  dem  sich  die  Sonnt 
bei  ihrem  Untergänge  eintauchte  $  mehrere  i;\'oilte|i 
sogar  das  Zischen,  welches  die  Saune  bei  ihrem  Sin- 
ken im  Weisser  verursachte «  gehurt  haben.  Thale« 
nahm  an,  die  Erde  werde  \om  Wasser  getragen; 
Anaximenes  gab  ihr  eine  Untci*stiit£un^  von  sUirk 
Terdichteter  Lnftj  Anaximander  sah  sie  für  einen 
Cylinder  au^  dessen  eine  Grundfläche  bewohnt  war^ 
die  Indier  meinten ,  sie  ruhe  auf  £lephanten. 

§.     60. 

Man  hatte  jedoch  auch  schon  im  Alterthume  di« 
Meinung  von  der  runden  Gestalt  der  Oberfläche  der 
Erde  anfgestoilt^  welche  Annahme  yorxH^lich  Py^ 
thagoras  lehrte,  und  in  seiner  Schule  forlgepAanst 
wurde.  Pythagoras  halte  diese  Lehre  wahrscheinlich 
auf  seinen  Reisen  in  Ae^ypten  von  den  dortigren  Pri^ 
Stern  erhalten.  Uebernaupt  scheinen  die  Ac^pter 
und  Chaldäer  bessere  Ansichten  über  diesen  Gegen- 
stand besessen  zu  haben,  als  die  Griechen,  indem  die 
Chaldäer  ziemlich  genau  den  Umfang  der  Ev.le  da-^* 
durch  angaben,  dass  sie  sagten,  ein  guter  Fnsxgänger 
brauche  drei  Jahre  um  einmal  um  oie  Erde  herum- 
gehen £U  können. 

§.     *1. 

Es  konnte  nicht  anders  seyn,  als  dass  die  Grie- 
chen in  den  ältesten  2ieiten  nur  sehr  mangelhafte  Be- 
EüTe  von  der  Gestalt  und  der  Grösse  der  Erde  ha- 
n  mussten,  da  sie  sich  ku  wenig  von  ihrem  Vatar- 
lande  entfernten ,  und  die  um  «ie  herumliegenden 
Länder  blos  aus  dunklen  iSa^^n  und  abentheuerlichen 
Ersählungen  kannten.  Da  die  Griechen  nun  das  ein- 
zige VoIk  sind,  deren  Kenntnisse  im  Alterthume  una 
ausführlicher  aufbehalten  worden,  so  können  wir 
nicht  wissen,    was  andern  Völkern   über  diesen  Ge- 

Senstand  bekannt  war;  doch  ist  wohl  zn  glauben, 
ass  dieselben  meistens  hierin  erfahren  waren,  als 
die  Griechen,  welche  die  Natur  gewöhnlich  a  priori 
construiren  wollten,  da  dieselben  theils  sich  viel  fru- 
her  mit   der   Astronomie    beschäftigten,    fheils    auch 
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als  handelnde  Völker  gröfisere  Reisen  machten,  nnd 
hicrdurcli  leicht  richti^re  Be^iOe  iil>er  die  Ausdeh- 
nung iler  Erde  erhallen  konnten.  Man  kann  übri- 
ins  über  diese  \erschiedcnen  Meinnngen  Riccioli 
eofraphia  refurmata  und  BailTy  Hiatoir« 
de  1  Astronomie  aiicienne  iutchIeseD> 
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Endoxns  scheint  unter  den  Griechen  einer  der 
ersten  gewesen  su  seyn,  der  der  Lrde  eine  re^l- 
mäusi^  gekrümmte  Oberfläche  beilegte,  indem  er  auf 
■einen  Reiaeu  durch  die  damals  belMuuten  Länder, 
vorxüglich  sein  Augenmerk  auf  die  verschiedene 
Lage  der  Gestirne  gegen  den  Horizont  richtete,  und 
ftus  dem  allmähligen  Uervorlreten  und  Verschwinden 
derselben  auf  eine  Kriimmuag  der  IJrda  schluss.  Die- 
sem Philosophen  folgte  Aristoteles,  welcher  au« 
theoretischen  Gründen  die  kugelfi'irini^  Gestalt  der 
Erde  eu  1>eweisen  suchte,  indem  er  von  dem  Gi'und- 
satKe  ansging ,  dass  das  Wasser  \  ermöge  seiner 
Sclnvere  und  leichten  Verschiehbai-keit  der  einr.elnen 
Theile  desselben ,  sich  so  unUr  als  möglich  zu  senken 
suchte,  und  hierdurch  sich  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  mti;;lichst  zu  nähern  suchte.  Sollte  nun  daa 
Wasser  die  Stellung  des  Gleichg^eTrichtes  einiiuil  an- 
genommen hahen,  so  musste  es  in  allen  Punkirn  sei- 
ner ObeHUiche  gleich-weit  vom  Mittelpunkte  cnlfcrnt 
seyn,  altu  <;ine  Kugeloberf lache  bilden.  Dieser  Be- 
weis setxt  treilich  einen  Mittelpunkt,  nach  welchem 
»IL  alles  KU  sinken  sich  hesirebt,  voraus,  so  dass  ein 
Cirkcl  im  Schliessen  begangen  ist ,  da  dieses  Vorhan- 
den seyn  eines  Mittelpunktes  erst  bewiesen  werden 
•oll ;  doch  ist  derselbe  immer  mcrkwürdi<r ,  da  er 
der  erste  auf  diese  Art  geführte  ist,  und  die  neuern 
faydruslal  ischen  Untersuchun^u  über  die  Gestalt  der 
Erde,  unt"r  def  Voraiisaetaiin;r,  dass  die  Erde  ganz 
ans  einer  FliicKi^keit  besieht,  und  keine  Drehung  um 
ilire  Axe  besitst,  ganz  dasselbe  zeigen. 


36 

DaM  die  Erde  eine  Oberfläche  bildet,  die  nicht 
•ehr  Ton  der  einer  Kugel  verschieden  i«t,  läset  sich 
ans  den  einfachsten  Beobachtnn|^n  darthun,  die  ein 
jeder  Reisende,  wenn  er  auch  nur  mit  schlechten  In- 
strumenten versehen  ist,  anstellen  kann.  Geht  man 
nämlich  auf  der  Erde  in  der  bestimmten  Richtang 
von  Norden  nach  Süden  fort,  und  giebt  Kuj^leich  aiu 
den  verschiedenen  Stand  der  Gestirne  acht,  so  £eigt 
sich,  dass  jeder  beliebige  Stern  bei  seiner  Cnlniina« 
tion  an  der  Südseite  des  Himmels  immer  holier  sn 
stehen  kommt  je  weiter  man  nach  Süden  eu  fortgeht, 
während  die  nördlichen  Sterne  sich  mehr  und  mehr 
eenken,  und  viele  die  am  ersten  Standorte  noch  über 
dem  Horizont  in  ihrer  untern  Culmination  sichtbar 
waren,  unter  dem  Horizont  verschwinden.  Die  Zu- 
nahme der  Erhöhung  findet  man  immer  dem  zurück- 
gelegten Wege  proportional  $  so  dass  bei  einem  in 
oer  angegebenen  Richtung  gemachten  Wege  von  un- 
gefähr 15  Meilen,  der  Stern  sich  um  einen  Grad  er- 
hoben hat.  Die  ent^geugesetzte  Erscheinung,  nSm- 
lich  das  allmählige  Sinken  der  südlichen  Sterne  nach 
dem  Horizont  zu,  findet  statt,  wenn  man  vom  an- 
Anglichen  Standpunkte  aus  nach  Norden  zu  fortgeht 

Es  sey  z.  B.  (Fiß.  4.)  AB  der  zurückgelegte 
Weg,  in  A  der  nördliche,  in  B  der  südliche  End- 
punkt, AS  f  BS  zwei  von  den  Standpunkten  nach 
einem  gewissen  Stern  bei  seiner  Culmination  gezogene 
Gesichtslinien,  so  werden  diese,  wegen  der  grossen 
Entfernung  der  Sterne  von  der  Erde,  als  unter  einan- 
der parallel  gehend  angesehen.  Sind  nun  AT  und  BV 
zwei  Berühruncnlinien  an  den  Punkten  d  undlf,  so  stel- 
len diese  die  Mittagslinien  an  den  Orten  A  und  B 
vor,  und  die  Winkel  SAT.  SBV  sind  die  Culmi- 
nationshöhen  der  Sterne*  Nun  ist,  wenn  man  die 
Linie  VB  rückwärts  verlänflrert»  bis  sie  die  nach  den 
Stern  aus  A  gezogene  Gesichtslinie  AS  in  £  iriHt, 

SED  «  SBV. 
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als  handelnde  Völker  grössere  Reisen  machten,  und 
hierdurch  leicht  richtigere  Begriffe  über  die  Ausdeh- 
nung der  Erde  erhalten  konnten.  Man  kann  übri- 
gens über  diese  verschiedenen  Meinungen  Riccioli 
Geographia  reformata  und  Bailly  Histoirc 
de  i'Astronomie  aucienne  narchlesen. 


§.     Ö2. 

Eudoxus  scheint  unter  den  Griechen  einer  dejf 
ersten  gewesen  zu  seyn,  der  der  Erde  eine  regel- 
mässig gekrümmte  Oberfläche  beilegte ,  indem  er  auf 
seinen  neisen  durch  die  damals  bekannten  Länder, 
Torsüglich  sein  Augenmerk  auf  die  verschiedene 
Lage  der  Gestirne  gegen  den  Horizont  richtete,  und 
ans  dem  allmähligen  Hervortreten  und  Verschwinden 
derselben  auf  eine  Krümmung  der  Erde  schloss.  Die- 
sem Philosophen  folgte  Aristoteles,  welcher  au9 
theoretischen  Gründen  die  kugelförmige  Gestalt  der 
Erde  ku  beweisen  suchte,  indem  er  von  dem  Gnmd- 
satse  ausging ,  dass  das  Wasser  vermöge  seiner 
Schwere  und  leichten  Verschiebbarkeit  der  einzelnen 
Tfaeile  desselben ,  sich  so  sehr  als  möglich  j^u  senken 
suchte,  und  hierdurch  sich  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  möglichst  zu  nähern  suchte.  Sollte  nun  das 
Wasser  die  Stellung  des  Gleichgewichtes  einmal  an- 
genommen haben,  so  musste  es  in  allen  Punkten  sei- 
ner Oberfläche  gleichweit  vom  Mittelpunkte  entfernt 
seyn,  also  eine  K'ugeloberüäche  bilden.  Dieser  Be- 
weis setzt  freilich  einen  Mittelpunkt,  nach  welchem 
SU  alles  zu  sinken  sich  bestrebt,  voraus,  so  dass  ein 
Cirkel  im  Schliessen  begangen  ist,  da  dieses  Vorhan- 
denseyn  eines  Mittelpunktes  erst  bewiesen  werden 
soll ;  doch  ist  derselbe  immer  merkwürdig ,  da  er 
der  erste  -auf  diese  Art  geführte  ist,  und  die  neuem 
Jiydrostatischen  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der 
Erde,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Erde  ganz 
aus  einer  Flüssi^^i^keit  besteht,  und  keine  Drehung  um 
ihre  Axe  besitzt,  ganz  dasselbe  zeigen. 
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Im  diese  Gleichung  z\x  integriren,  setze  man 

p  =  tangOi  so  wird 
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cos  o  cos  a* 

^  +  dd  casd  =:^  0. 
a 

Dies  ^ebt  integrirt 

a:  -f"  ^  ^^'^  /?  =  c. 
0  c  eine  willl^ührJiche  Constante  ist.    Hieraus  f 

c  —  X 
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Vflfl — (c— a:)* 
und  da  ausserdem 

fang  a  =z  p  =:  — . 

so  wird,  wenn  man  in  voriger  Gleichung  statt  ta 

dy 

---  setzt ,  und  auf  beiden  Seiten  mit  dx  multipL' 

dx 

(c  —  x)  dx 


V*flÄ  —  (c  —  xy 

Integrirt    man   diese   Gleichung  von   neue 
kommt 

^  =  c'  +  V^aa  —  (c  —  xy    oder 

(c'  —  yy  +  (c  —  ^)*  ==  ««• 
welclies  bekanntlich  die  Gleichung  eines  Krc 

§.    56. 

Aus  dem  vorigen  Beweise  über  die  Ri 
Erde   folgt  aber  blos,    dass  diejenige  Lin 
anf  der  Erdoberfläche    in    der   Richtung 
nach  Norden  geht,    ein  Kreis  sey,    aliein 
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dass  die  Erde  eine  Kugel  .aey,  Maa  sieht  namlidi 
leicht,  dass  dieselben  Erscheinungen  statt  finden  yrür* 
den,  wenn  die  Erde  ein  gerader  Cylinder  mit  kreis- 
förmiger Grundfläche  wäre,  und  sich  um  eine  Ax9 
drehte  y  deren  Richtung  senkrecht  auf  der  geometri- 
seilen  Axe  des  Cylinders  steht.  In-  diesem  Falle  wür-^ 
de  a1>er  die  Erde  in  der  Richtung  von  Osten  nach 
Westen  nicht  gekrümmt  seyn,  welches  der  Erfah- 
rung widerspricht.  Denn  befindet  man  sich  auf  ^ij 
nem  hohen  Berge,  der  vom  festen  Lande  oder  vom 
Meere  umgeben  u»t,  wie  dies  x.  B.  beim  Pi^o  de  Te* 
nerifia  statt  findet,  so  findet  man,  dass  nach  jeder 
Seite  die  Aussicht  gleich  gross  ist,  also  muss  die  Erd« 
nach  allen  Richtungen  ziemlich  gleichförmig  ge<- 
krümmt  seyn. 

§•     57. 

Eine  andere  Beweisführung  für  die  Krümmung 
der  Erde  von  Osten  nach  Westen,  giebt  die  Bemer- 
kung, dass  wenn  die  Erde  ein  solcher  Cylinder  ist, 
wie  so  eben  beschrieben  worden,  so  werden  alle  Ver- 
iicallinien  in  parallelen  Ebenen  liegen,  welche  senk- 
reclit  auf  der  geometrischen  Axe  des  Cylinders  stehen, 
also  würde  ein  Himmelskörper  an  allen  Orten  der 
Erde  zn  gleicher  Zeit  culminiren.  Nun  zeigt  -sich 
aber,  dass  wenn  z.  B.  der  Mond  verfinstert  wird, 
derselbe  nicht  für  alle  Orte  der  Erde  eine  gleiche 
Iiage  gegen  den  Meridian  hat^  einigen  steht  er  östr 
lich  andern  westlich  von  der  Meridianebene,  folglich 
können  die  Meridianebenen  eben  so  wenig  als  die 
\''erticallinien  einander  parallel  seyn.  Wir  werden 
daher  die  Erde  als  einen  beinahe  kugelfönnigen  Kör« 
per  ansehen  können« 

§.     58. 

Auch  die  vielen  UmschifTungen  der  Erde  haben 
die  Richtigkeit  dieses  Satzes  dargethan,  indem  über* 
all  die  Oberfläche  des  Meeres  gleichförmig  gekrümmt 
erschien.  Dio  Namen  derjenigen  welche  die  Erde 
U4nsejrBlt  haben  sind  folgende  : 

1)  Portugiesen.    Fernando  Magelhaens^  1519* 


40 

5)  Engplftnder:  Pranci«  Drake,  1577.  Thomas 
Candish,  1686.  Cowlcy,  1683.  William  Dam- 
pier,  1683.  Woodes  Rogers,  1708.  Edward 
Cooke,  1708.  Ciipperton  und  Shelvokc,  1719. 
Anson,  1740.  John  Byron,  1764.  Samuel 
Wallis,  1766.  Philipp  Carterer,  1766.  Jame» 
Cook,  1769,  1775,  1776.  Fourneaux,  1772. 
Portlock  und  Dixon,  1785.  Edwards,  1790-  Ge- 
>orge  Vaacouver,   1790. 

3;  Holländer.  Simon  Cordes,  1598.  Oliver 
▼an  Noort,  1598.  Jacob  le  Maire  und  Corne- 
lius van  Schonten,  1615.  Jacob  Hermita  und 
Schapenham,  1623.    Roggewin,  1721. 

4)  DeuUche.  Georg  Spielberg,  1614.  Otto 
von  Rotzebue,  1815. 

5)  lUliäner.    Gemelli  Careri,  1683. 

6)  Franzosen.  Le  Gentil  de  ''la  Barbinair, 
1714.  Bougainville,  1766.  Etienne  Mar- 
chand, 1790.    Freycinet,  1817. 

7)  Russen.  Alexander  von  Krusenstern,  1803* 

§.     59. 

Die  Bestimmung  der  Lage  der  Oerter  auf  der 
Erde,  geschieht  auf  eine  ähnliche  Art  als'  die  Bestim- 
mung^ der  Lage  der  Sterne  an  der  Himmelskugel, 
nämuch  durch  die  geographische  Breite  und 
die  geographische  Länge.  Die  geographische 
Breite  eines  Ortes  ist  derjenige  Winkel,  welchen  die 
an  diesem  Ort  gesogene  Verticallinie  mit  einer  Ebe- 
ne macht,  die  senKrecht  auf  der  Drehungsaxe  der 
Erde  steht,  und  man  sieht  leicht,  dass  dieser  Winkel 
nicht  anders  als  die  ft-üher  erwähnte  Polhöhe  ist. 
Fällt  diese  Verticallinie  mit  der  angegebenen  Ebene 
£usammen,  so  liegt  der  Ort  auf  dem  Aequator  der 
Erde,  und  für  alle  solche  Oerter  wird  die  geogra- 
phische Breite  Null  seyn.  Die  Breite  ist  entweder 
atirdlich  oder  südlich,  je  nachdem  die  Vertical- 
linie zwischen  dem  nördlichen  Weltpole  und  dem 
Aeqnator,  oder  dem  südlichen  Weltpole  und  dem 
Aequator,  die  HimmelMkugel  trifft.  Die  geograplüsche 
Länge  ist  der  Winkel ,  welchen  die  Meridianebene 
des  Ortes  (g.  8.)  mit  der  Meridianebene  eines  andern 
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bestimmten  Ortes,  die  sueleich  als  die  erste  anffe- 
nummen  wird,  bildet.  Die  Darchschnittslinien  der 
Oberfläche  der  Erde  mit  den  Meridianebenen  werden 
die  Erdmeridiane  genannt. 

§.     60. 

Nimmt  man  die  Erde  als  eine  Kn^I  an,  oder 
überhaupt  als  einen  Körper,  der  durch  XJmdrehnng^ 
einer  ebenen  Fig^ur  um  eine  Axe,  die  mit  der  Dre- 
hnngsaxe  der  Erde  zusammenfallt,  entstanden  ist  (ein 
so^nannter  Revolutionskörper),  so  werden  die 
liinien  auf  der  Erdoberfläche,  welche  durch  alle  die 
Punkte  gezogen  werden ,  die  gleiche  geographische 
Breite  haben,  Kreise  darstellen,  und  Parallelkreise 
genannt ^  dann  ist  der  Erdaequator  ebenfalls  ein  Kreis, 
und  man  kann  die  Polhöhe  oder  geogi^aphische  Breite 
auch  so  definiren,  dass  man  sagt,  sie  sey  der  Win» 
kel,  welchen  die  verlängerte  Richtung  der  Vertical- 
linie  oder  eines  Pendels  mit  der  durch  den  Aecjuator 
der  Erde  gelegen  Ebene  macht.  Zieht  man  durch 
4ie  beiden  Erdpole,  welche  diejenigen  Punkte  sind, 
au  welchen  die  Verticallinie  mit  der  Erdaxe  zusam« 
menfallt,  und  die  gleichnamig  mit  den  Himmelspolen 
der  Nordpol  imd  der  Südpol  genannnt  werden ,  eine 
gerade  Linie,  so  stellt  diese  die  Länge  der  Erd- 
axe  dtfr,  und  der  Durchschnittspunkt  dieser  Linie 
mit  der  Ebene  des  Aequators  giebt  den  Mittelpunkt 
der  Erde  an. 

§.     61. 

Eine  Linie  welche  yom  Mittelpunkt  der  Erde 
nach  irgend  einem  Orte  ihrer  Oberfläche  gezoofen 
wird,  bildet  mit  der  Aequatorsebene  einen  Winkel, 
der  die  geocentrische  Breite  des  Ortes  genannt 
wird.  Diese  geocentrische  Breite  lässt  sich  nicht 
direct  beobachten,  sondern  muss  aus  der  Polhöhe^ 
und  aus  der  bekannten  Gestalt  der  Erde  durch  Rech- 
nung gefunden  werden;  und  man  hat  dieselbe  häufig 
dann  zu  wissen  nöthig,  wenn  man  Beobachtungen, 
bei  denen  der  Mond  zugleich  in  Betracht  kommt,  z. 
B.  Stembedeckungen ,  Finsternissen ,  auf  den  Mit|,el- 


43 

pupkt  der  Erde  reduciren  will^  indem  der  Mond  xsn 
nahe  i^t  als  dass  man  die  Erde  als  eine  Kiig^el  be- 
tracbteii  könnte^  und  die  verschiedenen  Entfernnng^en 
der  Beobachtunjsorlcr  vom  Miiteipunlite  merkÜch 
werden.  Nimmt  man  die  Erde  als  eiuc  Kugt;!  an,  so 
wird  die  geojrapliische  Breite  mit  der  jeoceutrischen 
zusammenfallen  ,  weil  bei  dieser  Gestalt  der  Erde, 
die  Bichtun^n  der  Verlicallinien  mit  denen  der  Ilaib- 
messer,  eine  und  dieselbe  grade  Linie  ausmachen. 

§.     6?. 

Die  Erdmeridiane  bilden  bei  der  Annahme  eines 
Revolntionskörpera ,  krumme  Linien,  die  in  einer 
Ebene  liegen,  und  nothwendigerweise  sowohl  unter 
einander 9  als  auch  mit  derjeni^n,  durch  deren  Um- 
drehung die  Erde  als  entstanden  angenommen  wird, 
übereinstimmen  müssen.  Die  geographische  Läng» 
ist  dann  der  in  Graden,  Minuten  u.  s.  w.  ausgcdrück-: 
te  Bogen  des  Aequators,  der  zwischen  den  beiden 
Punkten  liegt,  die  durch  die  Durchschnitte  des  ersten 
Meridians  und  des  Meridians  desjenigen  Ortes  von 
dem  die  Länge  verlangt  wird,  gebildet  werden.  Die 
geographische  Länge  ist  entweder  östlich  oder 
westlich,  je  nachdem  der  Ort  vom  ersten  Meridian 
aus  nach  Osten  oder  nach  Westen  äu  liegt,  so  dass 
man  bei  dieser  Eintheilung  die  Länge  iumier  kmr  bis 
180°  zu  zählen  braucht,  indem  z.  B.  273"  westlicher 
Länge  auch  durch  87^  östlicher  Länge  ausgedi^ückt 
werden  kann.  Beclmet  man  hingegen  von  Null  bis 
360°  fort,  so  wird  gewöhnlich  dabei,  wenn  nicht 
das  Gregentheil  ausdrücklich  erwähnt  wird,  östliche 
liänge  verstanden. 

§.     63. 

Man  sieht  aus  der  Erklärung  der  geographischen 
Länge ,  dass  die  Erv/ählung  eines  ersten  Meridians 
etwas  ganz  willkühriiches  ist^  auch  pflegen  die  Astro* 
nomen  immer  den  durch  ihre  Sternwarte  gehenden 
Meridian  als  den  er&«.en  anzunehmen.  Es  sind  y.M" 
weilen  Kiaj^en  darüber  geäussert  worden ,  dass  bei 
der  Genauigkeit  der  mathematischen  yVisBenschaften 
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eine  solche  Willkühr  in  dieser  Sache  herrscht  $  al- 
lein die  Natur  des  Gegenstandes  bringt  es  mit  sich, 
dass  immer  eine  gewisse  Willkührliclikeit  statt  fin- 
den muss,  da  diese  Läa^e  nicht,  wie  die  ^Graphi- 
sche Breite,  an  einem  gewissen  Orte  absolut  bestimmt 
vrerden  kann ,  sondern  blos  der  Unterschied  der  Län- 

fe  oder  die  Meridiandifferenz  gefunden  wird. 
Feberhanpt  ist  diese  Klage  von  eben  demselben  Be- 
lange, als  wenn  man  sich  beschwerte,  dass  z.  B.  in 
der  analytischen  Geometi^ie,  bei  der  Aufstellung  der 
Gleichung  für  die  Ellipse  der  Anfangspmikt  der  Ab- 
acissen,  bald  im  Mittelpunkt,  bald  im  Scheitel,  bald 
ihi  Brennpunkt  desselben  angenommen  wird. 

§.     64. 

Ptolomnus    legte    den    ersten   Meridian   durch 
die  canarischen  Inseln ;  diese  Annahme  ist  aber  etwas 
.unbestimmt,    da  die  canarischen  Inseln  nicht  nur  ei- 
nen ziemlichen  Kaum  einnehmen,  sondern  auch  mehr 
anf  einem  Parallelkreise   als  in  einem  Meridian  He- 
lfen.   Auf  l>efehl  Ludwig  XIII.   "wxirde  der  erste  Me- 
ridian  durch    die    Insel    Ferro    angenommen,    nnd 
nach  den  Bestimmungen  von  de   1 ' I s  1  e  lag  diese  In- 
sel 20*  westlich  von  Paris.       Allein  spätere  genauere 
Messungen   haben   gezeigt ,    dass    auf  diese   Art   der 
erste  Meridian  jenseits  Ferro  ins  Meer  fallt;  man  hat 
aber  fortgefahren   den  ersten  Meridian   als  20"  west- 
lich von  Paris  liegend  anzunehmen ,    und   nennt  den- 
selben den  durch  Ferro  gezogenen  5  dieser  wird  auch 
bei  Verzeichnung  von  Landenarten   meistens   als    der 
erste  angenommen.      Es   ist  zu  bemerken ,     dass   die 
Namen   Län^e    und    Breite    durch    die   mangelhaften 
Kenntnisse    der  Alten   ilber    die    Lander    entstanden 
sind,  indem  dieselben  weit  mehr  in  der  Richtuii^j  von 
Osten   nach  Westen,    als   in    der  darauf  senlirecbfxn 
von  Süden  nach  Norden  konnten,    so  dass  die  D.ir- 
stelhmg  der  damals  bekannten  Länder  ein   Recht« x^k 
bildete;  d3  mau  nun  gewohnt  ist,  die  grösste  I)im3ii- 
sion  eines  Rechlecks  die  Länge ,  die  kleinere  die  Bi'^i- 
ie  zu  nennen ,    so  gin^  diese  Benemmng  auf  die  geo- 
graphische  Bestimnmng   der  Oerter  über.       Die  Me- 
thoden^   durch  welche  die  Länge  und  Breite  eines 
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Ortes  anf  der  Erde  sn  finden  sind»  werden  in  der 
Folj^  ausführlich  dargestellt  werden ,  nnd  machen 
die  soj^nanule  geographische  Ortsbestimmung 
aus. 

'      §.     65. 

Diejenigen  Oerter,  deren  Polhöhen  der  Schiefe 
der  Ecliptik  gleich  sind,  liegen  auf  den  Wende- 
kreisen (tropici),  und  zwar  die  in  der  nördlichen 
Hälfte  der  Erae  auf  dem  Wendekreise  des  Kreb- 
ses, die  in  der  südlichen  Hälfte  auf  dem  Wend'e- 
kreise  des  Steinbocks  $    diejenigen,    deren  geo- 

fraphische  Breite  der  Ergänzung  der  Schiefe  der 
Icliptik  zu  90'*  gleich  ist,  befinden  sich  auf  den  Po- 
larkreisen;  der  in  der  nördlichen  Halbkugel  heisst 
der  arc tische,  der  auf  der  südlichen  Halbkugel 
der  antarctische  Polarkreis.  Diese  vier  Kreise 
theilen  die  ganze  Erdoberfläche  in  filnf  Theile,  wel- 
che Zonen  genannt  werden.  Die  zwischen  dem 
arctischen  Polarkreise  und  dem  Nordpol  liegenden 
G^enden  bilden  die  nördliche  kalte  Zone,  vom 
Polarkreise  bis  zum  Wendekreise  des  Krebses  befin- 
det sich  die  nördliche  gemässigte  Zone,  zwi- 
schen den  beiden  Wendekreisen  des  Krebses  und  des 
Steinbocks  liegt  die  heisse  oder  tropische  Zone, 
die  Gegenden  vom  W^endekreise  des  Steinbocks  bis 
/«um  autarctischen  Polarkreise  bilden  die   südliche 

Semässigte  Zone,  und  endlich  der  übrige  Theil 
er  Erdoberfläche  zwischen  dem  autarctischen  Polar- 
kreise und  dem  Südpol  macht  die  südliche  kalte 
Zone  aus. 

§.     66. 

In  den  altern  Erdbeschreibungen,  werden  für 
diejenigen  Oerter,  welche  zu  einem  bestimmten  OrtQ 
eine  gewisse  Lage  haben,  besondere  .Namen  aufge- 
führt, die  freilich  an  sich  von  keiner  Wichtijjkeit 
sittd,  allein  der  Vollständigkeit  wegen  hier  mit  ange- 

Sben  werden  sollen.  Nimmt  man  einen  bestimmten 
■1  anf  der  Erdoberfl'irhe  an,  so  heissen  diejenigen, 
welche  auf  demselben  Parallelkreise  leben,  aber  in 
der  Länge  um  ISC*  verschieden  sind,    Nebenwoh- 
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ner,  Perioeci;  diejenigen,  welche  unter  g^leicher 
Uingey  aUo  auf  demselben  Meridian,  aber  unter  ent- 
gegengesetzter Breite  wolinen,  Gegen wohuer,  An- 
te eci;  diejenigen  endlich,  welche  sowohl  in  der 
Länge  um  180"  verschieden  sind,  als  anca  eine  ent^- 
gegengesetKle  Polhöhe  haben,  heissen  Gegenfüssler, 
Antipode«,  und  wenn  die  südliche  Hälfte  der  Erd- 
oberfläche dieselbe  Gestalt  hat  als  die  nördliche,  ^o 
"wird  eine  von  dem  zuerst  angenommenen  Orte  durch 
den  Mittelpunkt  der  Erde  gezogene  Linie,  die  Gegen- 
ffiasler  dieses  Ortes  treffen. 


1 

Von  den  Tageszeiten  und  den  Jahreszeiten. 

§.     67. 

Man  unterscheidet  im  bürgerlichen  Tage  vier 
Hauptzeitpunlite ,  die  durch  eine  gewisse  Lage  der 
Sonne  gegen  den  Horizont  bestimmt  werden,  nämlich 
Morgen,  Mittag,  Abend  und  Mitternacht. 
Der  Morgen  findet  statt,  wenn  die  Sonne  über  den 
Horizont  heraufsteigt,  der  Mittag  wenn  die  Sonne  in 
den  Meridian  tritt,  der  Abend  beim  Untergange  der 
Sonne,  und  endlich  Mitternacht,  wenn  die  Sonne  durch 
den  nördlichen  Theil  des  Meridians  geht.  Die  zwi- 
schen diesen  vier  Zeitpunkten  enthaltenen  Zeiträume 
machen  die  vier  Tageszeiten  aus,  und  heissen  Vor- 
mittag, Nachmittag,  Vormitternacht  und  Nachmitter- ' 
nacht.  Im  Allgemeinen  nennt  man  die  Zeit,  welche 
die  Sonne  über  dem  Horizont  zubringt,  Tag',  die- 
jenige, während  welcher  sie  unsichtbar  ist,  Nacht. 
Der  Au%ang  und  der  Untergang  der  Sonne,  so  wie 
die  daraus  folgende«  Tageslänge,  hängen  von  zwei 
Grössen  ab,  welche  bekannt  seyn  müssen,  wenn  man 
diese  Zeitpunkte  berechnen  will  $  diese  Grössen  sind 
die  Lage  der  Sonne  in  der  Ecliptik,  an  deren  Stelle 
man  auch  die  Polardistanz  oder  Declination  setzen 
kann,  und  die  Lage  des  Ortes  auf  der  Erde  rück- 
aichtlich  des  Aequators,  d.  h.  die*  Polhöhe  oder  die 
ceographische  Breite.  Die  geographische  Länge  des 
Ortes  Kommt  bei  die9er  Au%abe  eben  so  wenig,    als 


46 

die  gerade  Auftteigmig  der  Sonne  in  Betracht,  nnd 
es  folgt  hierauf},  dass  in  allen  Oertern,  die  auf  dem* 
selben  Parallelkreise  liefen,  beim  Aufgange  und  Un- 
tergange der  Sonne  gleiche  Zeit  gezählt  TV^ird.  Die- 
ses ist  aber  nicht  so  su  verstehen,  als  ob  diese  £r- 
sciheinungen  für  alle  auf  demselben  Parallelkreise  lie- 
genden Oerter,  in  demselben  physischen  Zeitpunkt 
Scschaheu^  sondern  es  heisst  nur,  die  vom  Aufgange 
18  zur  Culmination  der  Sonne,  oder  die  von  der 
Cnlmination  der  Sonne  bis  zu  iht*em  Untergange  ver- 
fliessende  Zeit,  ist  für  alle  besagten  Oerter  dieselbe« 

§,     68. 

Es  sey  (Fig.  1.)  in  S  die  Sonne,  HR  der  Hori- 
zont, SP  die  Polardistanz  der  Sonne,  ZS  ihre  Ze- 
nithdistanz,  HZR  der  Meridian  des  Orts,  so  ist  Z^ 
das  Complement  der  geographischen  Breite  oder  der 
Polhöhe,  SP  das  Complement  der  Declination  der^ 
Sonne»    Man  setze 

die  Declination  =  5 
die  Polhöhe  =  p. 
den  Stuudenwinkel  ZPS  =  *. 
die  Zenithdistanz  ZS  »=  z* 
BD  hat  man  im  Dreieck  ZPS 

tos z  =  sind,  sinp  -f-  cosd,  cosp,  cos  s. 
Man  würde  nun  den  Aufgang  oder  Untergang 
der  Sonne  finden ,  indem  man  in  dieser  Gleichung 
z  =  90**  setzte,  da,  wenn  die  Sonde  eine  Zenithdi- 
stanz von  90^  hat,  sie  sich  im  Horizont  befinden 
xnnssy  und  aus  dem  übrigbleibenden  Theile  s  bestirain- 
te.  Der  in  Zeit  verwandelte  Stunden winkel  würde 
dann  angeben,  wie  lange  vor  der  Cuhuination  die 
Sonne  au%eht. 

§.    69. 

£s  sind  aber  hierbei  noch  zwei  Umstände  zu  be- 
rücksichtigen,  von  denen  der  eine  immer  den  Auf- 
gang der  oonne  beschleunig^  und'  den  Untei^ang  ver- 
zögert, der  andere  aber  diese  Zeitpunkte  bald  ver- 
eöffern  bald  beschleunifl^en  kann.  Der  erste  Umstand 
rührt  daher,  dass  das  Licht  der  Sonne,  so  wie  auch 
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aller  andern  Himmelfkörper,  ehe  es  zu  nns  gelangt, 
die  Atmosphäre  durchlaufen  mns»,  und  diese  hat  die 
Ei^nschafl  das  Licht  zu  brechen^  welche  Kigenschaft 
unter  dem  Namen  der  astronomischen  Strahlen- 
brechung oder  Refraction  bekannt  ist.  Vermöge 
der  daraus  hervorgehenden  Abweichung  des  Weges 
des  Liichts  von  der  geraden  Linie ,  sclieint  jeder  Him- 
melskörper höher  über  dem  Horizont  zu  stehen,  als 
dies  ohne  die  Strahlenbrechung  der  Fall  seyn  würde. 
Man  niuss  daher,  um  den  Aufgang^  oder  Untergan|^ 
der  Sonne  zu  finden,  statt  ^der  scheinbaren  Zenith- 
distanz  von  00**,  die  wahre  Zenithdistanz  «=90°  + 
der  Refractiou ,  die  wir  durch  r  bezeichaen  wollen, 
in  voriger  Formel  setzen,  so  dass  für  den  Stand  der 
Sonne  im  Horizont,  der  Stundenwinkel  s  durch  die 
Gleichung 

cö*(fiO  +  r)  :=  sin^,  sinp  +  cosS  cosp  cas^. 
oder  durch 

-^  sinr  =  *m8,  sinp  +  cosS.  cosp,  coss 
bestimmt  werden  wird. 


§:     70. 

Was  den  zweiten  Umstand  betrifH;,  so  muss  man 
bedenken,  dass  die  Sonne  unter  den  Sternen  eine  Bahn 
beschreibt,  welche  weder  mit  dem  Aequator  zusam- 
menfällt, noch  mit  ihm  parallel  läuft,  so  dass  die  De- 
clination  derselben  sich  immerwährend  ändern,  und 
zwar  vom  Wintersolstitium  zum  Sommersolstitium  zu«- 
nehmen,  von  da  rückwärts  wieder  abnehmen  muss. 
Diese  Veränderung  muss  mit  in  Rechnung  gezogen  wer- 
den, und  um  dies  thun  zu  können,  ist  es  notnwendig, 
die  Declination  der  Sonne  für  einen  Zeitpunkt,  am  be- 
sten für  ihre  Culmination,  so  wie  auch  die  Zunahme 
oder  Abnahme  der  Declination  während  eines  be* 
stimmten  Zeitraums  zu  wissen.  Es  sey  die  Zunahmie 
der  Declination  in  24  Stunden  =  7^,  so  kann  man 
ohne  merklichen  Fehler  diese  Zunahme  während  ei- 
nes nicht  zu  grossen  Zeitraums,  der  verflossenen  Zeit 
proportional  annehmen,  und  um  daher  die  einem  ge- 
wissen Stundenwinkel  s  entsprechende  Zunahme  aer 
Declination  zu  erhatten,  mache'  man  die  Proportion 
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360**  :  n  =s  «  :  x.   se  wird 

die  gesachte  VerSndenuig:  angeben* 


360 


§.     71- 


Beselchnet  man  nnn  durch  V  den  Werth  der 
Declination ,  welcher  bei  dem  Eintritte  der  Sonne  in 
den  Meridian  statt  findet,  so  wird  die  Declination 
beim  Stondenwinkel  s  durch  ^  ±  x  ausgedrückt  wer« 
den,  wo  das  -p  Zeichen  für  einen  westlichen,  das  — 
Zieichen  für  einen  östlichen  Stundenwinkel  ffilt.  Man 
hat  also  sur  Bestimmung  des  StundenwinKels  beim 
Au%ange  oder  Untergange  der  Sonne  die  Formel 
—  sin  r  =*=  sia(d'  ±  xysin  p  -f-  co9{7i^  +  x)  cos  p*  cos  s 
aus  welcher  s  gefunden  wird.  Man  kann  bemerken^ 
dass  wenn  die  Declination  der  Sonne  abnimmt,  statt 
-)-  n*  —  n  genommen  werden  muss.  Uebrigens  kann 
die  Zeit  des  Aufganges  und  Unterganges  der  Sonne, 
nie  mit  grosser  Genauigkeit  gefunden  werden,  da 
der  Winkel  r  sehr  veränderlich  ist^  in  unsem  Ge« 
genden  kann  man  denselben  im  Mittel  bei  gemässigt 
ier  Temperatur  und  mittlem  Barometerstände  su  33 
Minuten  annehmen. 

§.     72. 

Um  aus  der  vorigen  Formel  auf  die  kürseste  Art 
den  Winkel  s  su  bestimmen,  vernachlässige  man  bei 
einer  ersten  Annäheinuig  die  Grösse  x»  und  berechne 
#  blo6  aus  der  Formel 
-^  sinr  ^asi  sin^  sinp  '\'  coslli  cosp  cas9   so  dass 

sin  r  4-  sin  J*  sin  p 

coso  cosp 
Vermittelst  dieses  geftindenen  Werthes  von  s  fin- 
det man, 

X  »=  iü  nnd  dann  suche  man  «iiMD  nea«B 
360 
Werth  von  s  ans  der  genauem  GIeichnn|f 

sin  r  +  »in  (If  +  x)  $in  p 
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Mrelches  immer  so  ^enan  seyn  wird,    dass  die  Rech- 
nung keiner  zweiten  Wiederholung  bedarf. 

§.     73. 

^Üs  aej  z.  B.  am'  ersten  May  1829  beim  Durch- 
gang der  Sonne  durch  den  Göttinger  Meridian 

^  =  15^    4'  15" 
p  =  5V  31'  47" 
^n  =  18'  2",  r  =  33' 
80  findet  man  * 

sinV  =1  9.4149951 
.     sinp  =  9.8937235 

9.3087186. 


die  Zahl  =  0,2035722 
t  sinr  =  0,0095992 

0,2131714. 

cos^  =  9.9847996 
cos  p  =  9.9644574 

9.7786658.     , 

to«  (—  0,2131714)  =  9.3287289  n  *) 

=  9.7786658 


iog  coss  =  9.5500631.  n 
8  =  110*»  47'  7" 

Hieraus  ergiebt  sich 

X  =  =  5'  30" 

360 

d'  ^  X  =  14«  58'  45". 

Wiederholt  man  die  Rechnung  indem  statt  y, 
y  —  X  gesetzt  wird,  so  erhält  man  einen  genaueren 
Werlh ,        s  =  HO«  39'  8 ". 

Da  nun  oder  15  Grad  auf  eine  Stunde  tfe- 

24  ^ 

hen,  so  erhält  man,    indem  der  in  Graden  angegebe- 
ne Winkel  s  durch  15  getheilt  wird,    den  in  Zeit 


r^ 


*)    Jku  aagehüngte  n  1>edenlet>    dass  die  Zahl,   wosu  der  Logarithme  gchürt«    n*- 
§äür  ^enommam  werden  soll. 

4 
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ans^edrüclten  Stnndenwinkel   der  Sonne   bei   ihrem 
Aufgange  =  7  St.  22'  36"         ' 

und  zieht  man  diese  Zeit  von  12  St.  ab,    so   bleibt 
die  Zeit  des  Au%angÄ  der  Sonne 

^  4 Tlhr  37'  24'.  ^ 

Dieses  ist  aber  in  -wahrer  "Zeit  ansgedriickt  P*iind 
•  um  den  Anfang  in  mittlerer  Zeit  zu  haben,  mnss 
man  die  für  diesen  Tag  statt  findende  Zeitgleichung, 
•welche  3'  3"  beträgt,  abziehen,  indem  der  mittlere 
Mittag  um  so  viel  Zeit  später  einfällt»  als  der  wahre 
Mittag  j  folglich  ist  in  mittlerer  Zeit  der  Au%ang 
^  4  Uhr  34' 21". 

Hätte  'man  sin  r  vernachlässigt ,    so  würde  man 
den  Stundenwintel 

s  =s  109**  40'  38" 
oder  in. Zeit        =    7 St.  18' 42"  ^. 

erhalten  haben,  und  der  Aufgang  der  Sonne  wäre  tmi 

4  Uhr  41'  18" 
eingetreten,    also  3'  54"  später  als  mit  Berücksichti- 
.    gung  der  Strahlenbrechung. 

§.     74. 

Der  Untergang  der  Sonne  würde  gefi^nden,    ia- 
.  dem    man    den    Stundenwinkel   für    die    Declination 
d'  -f^  :r  suchte,    allein  man  kann  kürzer  dazu  gelan- 
gen, indem  man  den  Unterschied  der  beiden  Vverthe 
von  s  sucht 

^  110''  47'  7"  —  HO''  39'  8"  =  7' '59'" 
und  diesen  zu   den  zuerst  gefundenen  Werth   von  s 
hinzufiigt 

^  iW  47'  7"  +  r  59"  1=  110^  55'  6". 
Verwandelt  man  diesen  Winkel  vermittelst  der 
Division  durch  15  in  Zeit,  so  erhält  man  den  Unter- 
gang der  Sonne  um 

7*  23'  W  wahrer  Zeit 
oder  7*  20'  37'  nüttl.  Zeit. 

,^.  Die  ganze  Tageslänge  beträgt  also 

^'  12  St.  +  7  St.  23'  40"  —  4  St.  37'  24" 

=  14  St.  46'  16". 
Dasselbe  Resultat  würde  man  ebenfalls  gefunden 
haben )    wenn  man  den  zuerst  ohne  Berücksichtigung 
der  Aenderung  der  Declination  gefundenen  Stu^en^ 
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Winkel  HO»  47'  7"  verdoppelt,    =  221»  34'  14"  und 
dieses  Prodnct  in  2eit  verwandelt  hätte. 

§.     75. 

Das  im  vorigen  Paragraph  angegebene  Vet^ahven 
berukt  darauf,  dass,  da  die  Decunationsäxideriuig  x 
immer  nur  gering  i^,  ihre  höheren  Potenzen  ^me 
Nachtheil  vernachlässigt  werden  können ,  und  dass, 
wenn  man  den  wahren  Stundenwinkel  beim  Anfange 
durch  s\  beim  Untergange  durch  s'\  und  den  mit  der 
Declihation  V  berechneten  durch  s  beiKeichnet,  aehr 
ffenaa 

seyn  wird.    Um  dies  zu  beweisen,  bemerke  m^^datf 

der  angenommenen  Bezeichnung  zufolge 

sinr  +  $in{i^'  —  x)  sirtp 
cos  $   s=t.  —    — 


co#/'  =  — 


€0$  S   =^  — 


cos(^'  —  x)  cos  p 
sinr  -^  sin(y  +  x)  $in,p 

cos{^  +  x)  cosy 
sin  r  +  sin  5'  sin  p 


cos^.  cosp 
tejrn  nmss. 

Man  hat  fiemer 

s'  +  s'' 
cos  ■  =1  cosis*  cosis''  '^  sin  i  s^  sin  i  y* 

2  ■• • 

=  i  ^(1  +  coss')  (1  -f  cqsW')  ' 
—  i  V(l  —  cos^)  Cl  —  cos/> 

Nun   ist    bekanntlich  mit  Vernachlässigung    der 
höheren  Potenzen  von  x, 

sin(^  —  it)  =  sin  V  —  x.  cos^ 

cos{y  —  x)  =i  cos  5'  +  X.  sin  S\ 

folglich  wird 

sin y  sin p  -^  sinr  —  x  cos V  sin p 

costt  ^ ^ -— ;— j •- » 

cos  o  cos  p  ^  X  sin  o  cos  p 

sin  V  sin  p-^^  sinr — xcosd'sinp 

coso    cosp 

4*        ' 


• » 


9* 
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''^'ißoss  -J-  X  tangp)  (1  —  x  tangTf) 
oder  endlich  ->'  ' 

<cos  s'  =  cos  9  +  X  (cos  s  tangd  -4-  tangpy. 

Da  in  der  Formel  für  s\  nur  —  x  statt  +  ^  ge- 
setzt i9irei*den  darf  ^i2u  die  für  ^''  zu  erhalten,  so  wird 

cos 4"  =  iciw»  —  X  (coss  lang  d  -j-  tangp) 
also        C05  *'  +  cos  s"  =  2i:o5  <• 
COJtf'    .co#V  =   coss^^ 
Da  ferner 

{1  —  €Ö*  »'3(1  —  ^*  O  ==:  1  —  C<W  «'  —  COÄ  <  -|-  CO«  y  cot  Ä* 

so  ergiebt  sich  4urcl   die  Sobstitation   der   Werliic 

von  coss'  +  coss''  und  coss'  coss" 

(1  +  cos  s')  (1  +  cos  s")  =  (i  +  cos  5)« 
(1  —  cos  s')  {t  —  cos  s")  =  (1  —  £os  sy 

folglich 

«05 ^=   i  <1  +  «0*  «) i  <1  <COJ  S) 

'2-    .  ' 

=  bo*». 

und  hierdurch  ist  di«  Ilichtigkeit  <des  Verfahrens  §. 
74,  «rwieseif. 

Man  lann  Wer  zugleich  aumerten,  dass  der 
liocliste  Stand  der  Sonne  über  dem  Horizont  nicht 
bei  ihrem  Durchgai^e  durch  den  Meridian  statt  fin- 
det, sondern  eine  kurze  Zeit  nacliher  oder  vorder, 
je  nachdem  die  Declination  der  Sonne  im  Zunehmen 
^dxst  im  Abnehmen  ist.  Denn  wäre  die  Declination 
'anveränderlich  j  so  würde  die  .Zenrthdistanz  gleich 
Aach  dem  Durchgange  durch  den  Meridian  wieder  . 
zunehmen,  wie  dies  wirklich  bei  den  Fixsternen  der 
Fall  ist,  allein  diese  Zunahme  der  Zenithdistanz  wird 
«ine  Zeitlang  durch  die  Zunalxme  der  Declination, 
wodurch  eine  Annäherung  der  Sonne  gegen  den  Ppl 
entsteht,  wieder  aufgehoben,  so  dass  erst  nach  dem 
Durchgange  der  Sonne  durch  den  Meridian  die  JZe- 
nithdi&tän^  ihren  kleinsten  Werth  erreicht.  Dasselbe 
£ndet  auch  beim  Monde  and  den  Planeten  statt ,  und  , 
awar  ist  beim  Monde ,  wegen-  »einer  schnellen  Bewe-  ■ 
gung  y    der   Unterschied  ^wischen    dem   Dufchgange  J 
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durch  den  Merldiaji  und  der  klein&tea  ZenilhdirtaPü 
am  grössten« 

§- .  77. 

TJm  den  Stnndeswinkel  wir&Iicb  zu  berechnen^ 
für  welchen  die  kleinste  Zenithdistanz  statt  findet, 
wollen  wir  aU  Normalfali  den  annehmen,  bei  wel- 
chem die  Declination  des  Himmelskörpers  zunimmt» 
Man  hat  dann  allgemein  für  den  westlichen. St^ndenr 
winke!  #,      . 

cos  z  =  si«(5'  -\^  x)  sin  p  -^  cos^d"  -f"  ^)  ^^  P  ^^^  '• 
oder  da  im  vorli^enden  Fall  s  immer   sehr  klein  icC, 
so-  darf  man^ 

cos  9  z=r  t  —  i  SS 
annehmen^  und  man  bat 

eosz  =  «m  5*  sinp  -f-  cas^  sinp,  x 

-{■  (^^^  ^  ^^^  P  —  ^  sm^  cosp)  (1  — i  ss}^ 
Vernachlässigt  man  das  Product  xsSf  und  bezeich- 
net  die    Zenithdistanz    Beim    Durchgange   durch    den 
Meridian  durch  z,    so  dass  z   =  p  —  d\    so   erhält 
man  die  neue  Gleichung 

cos  z  =  cosz'  -{'  X  sinz"^  —  i  cos^'  cosp^  ss^ 

Nun:  wird  z  desto  kleiner  je  grösser  coi  z  ist^ 
also  muss 

X  sin  z'  —  i  cos  y  cosp%  ss 
ein  Maximum  werden»     Man  setze  dies  =:  i  y^   und 

bemerke,    dass  x  =  — -^  seyn  muss,  so  wird 
^  360' 

«o*a  cosp.  ss  —  2s.  - —  smz  =  —  r- 
'^  360 

JLösst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  >  so 
kommt 

n  sin  z'  *  ,     gj^n'^  sin  z'  ^,    ^ 

s.eosSf  cosp  =  ■   ±   r  ^—-ycosocosp 

360       .  360* 

und  man  sieht  aus  der  unter  dem  yVurzelzeiclen 
stehenden  Grösse  >  dass  wenn  s  einen  möglichen  WerÜi 
behalten  soll  * 

nn  sin  z* 

y  cos o,  cosp  <^ 

^  360» 


64  . 

(kjn  mm$ ,  tmd  der  grosste  Werlh  findet  statt,  "wenn 
y  cw  8  C09P  ^  ,    7  folglich 


^  \QA( 


L^ 


sinz* 


'360/      co^S'  co^p 

Hieraiis  ergiebt  sich 

^  n  sinz' 

t  co$Q  cosp  ^^  ■'■■ 

•    360 

io%Ech  der  gesuchte  Stundenwiakel 

n  jBinz' 

360     cosacosp 
Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  der  Werth  ron  $ 
in  Theilen  des  Halbmessers  $   will  man  daher  densel- 

360 

ben  in  Bogensecunden  haben,   so  muss  man  mit — - 

tnultiplicirext  und  n  in  Secunden  ausdrücken.  '  Divi- 
dirt  man  noch  durch  15 ,  so  j^rhfilt  man  Zeitsecunden, 
80  dass  also  * 

n  sin  z' 

30^'    cos^cosp' 
WO  9C  die  Zahl  3,14159  .  .  •  bedeutet, 

Nimmt  man  aus  dem  frühem  Beispiel  (§«  73*), 

8'  =  15°    4'  15" 

p  =  51«  31'  47" 

n  ^  18'  r  —  1082" 
80  erhSlt  man  z'  =  p  ~  8*  :=  36**  2/  32",  und  *  « 
11"  36  in  Zeit, 

Man  kann  nun  auch  sehr  leicht  die  kleinste  Ze- 
nithdistans  aus  der  beim  Durchgänge  der  Sonne  durch    . 
4en  Meridian   statt  findenden  ableiten.      Bezeichnet   ] 
ttnan  nämlich  die  'kleinste  ZenithdistanK  dUircäi  z' — Az^ 
80  wird  nach  der  ziu  Atifang  dieses  Paragräphs  ge|^ 
benen  Oleidiung 

cos(^— Az)'  s=3  co^z'  +  i  y« 
oder  da  äz  imüieit  so  klein  ist,    dass  mit  Recht  die 
hohem  Potenzen  vernachlässigt  -v^erdeü  können . 

€09  z'  ^  sinzt^i^z  ==  ^#z'  -f.  «^, 
also  auch 

r 

Az  =  -4-;. 
2«rt  t' 
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Nun  war  aber 

y^  n  V  ■       sinz'*     ^  n  sinz'  ' 

^36(k'   cqsV  co$p       ""360*    cos^cosp 
folg^lich 

r  =  { — -  )  $.  9inz\    und  hierdurch 

V72oo>' 
Dieser  Bo^en  ist  immer  äusserst  gering;    in  un- 
serm  Beispiel  hat  man  ^ 

Jl 1082"  _      1 

720  "~  720«  ~  230Q 
und  da  ausserdem  s  in  Bogen  ausgedrückt  =  170"  iat, 
so  wird  Ajs  =  o",07.  Ich  habe  diese  Betrachtung 
über  die  kleinste  Zenithdistanz  hier  aus  dem  €k*unde 
etyas  ausführlicher  dargestellt,  weil  sie  bei  den  Mci- 
th«den  die  geographische  Lage  eines  Ortds  xu  bestim«- 
rafn,  gebraucht  werden  wird. 


§.    78. 

Hat  man  auf  die  im  §.  72-  angegebene  Weise 
<fen  Stundenwinkel  gefunden,  so  kann  man  auch  noch 
äis  A&imuth,  welches  beim  Aufgange  oder  heim  Un- 
Ißi^ange  der  Sonne  statt  findet,  oerechnenf  bezeich«, 
let  man  dasselbe  durch  Äf  so  ist  im  Dreieck  ZPS 
Tig-  1.)  ^er  Winkel  PZS  =  180^  —  A,  und  man 
hat  dann 

eosSP  =  casZS.  cos  SP  +  sinZS.  sinZP.  cösSZP. 
also  da    ZP  ==  90  —  p,  Z5  =  90  +  r 

5P  ==  90  —  ^'  ±  X  Aas  obere  Z.  für  Auf- 
[^ang,  das  untere  für  Untergang  dier  Sonne,  so  wird 
auch  $in(Ji^'+x)  =  —  sinr  smp  —  cosr  cosp  casA». 
folglich 

-  •  sin  r.  sin  p  +  sinC^  +  x) 

cosr.  cosp* 

Dieses  Azimnth  A  heisst  die  Morgen  weite  oder 
ise  Abendweite  (amplitudg  ortiva,  occidua)  ye 
laehdem  der  Au%ang  oder  der  Untergang  der  Sonne , 
tsM  ftodet- 
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dit 


§.79. 

*  -  . 

Will  man  das  Verhältniss  der  Ta^eslanffe  an  drii 

verschiedenen   Orten   der    Erde    nur  im  Allgemeinen 

übersehen,   so  kann  man  die  Veränderung  x  der  De- 

"  clination  währen  des  Tages ,  so  wie  auch  die  Refrac- 

tion  r  vernachlässigen.    Nimmt  man  dann  die  Formel 

cos  z  =  sin  5.  sin  p  +  cos  ?  cos  p^  cos  s 
wieder  vor,  so  ergiebt  sieh  aus  derselben,  indem  wir 
z  =  90"  setzen 

coss  =  —  tangd,  tangp»' 
Für  diejenigen  Oerter,  die  auf  dem  Aequator  Ke- 
rn ist  />  =  0,  also  immer  coss  =  Oy  s  =  90"*,  also 
[ie  Zeit  vom  Aufgange  his  zum  Untergänge  der  Son- 
ne beträgt  sechs  Stunden«  "Bezeichnet  man  die  ScÜe- 
fe  der  Ecliptik  durch  c,  und  bedenkt,  dass  die  sriss- 
te  Declinätion  der  Sonne,  der  Schiefe  der  Ecliptik, 
sowohl  positiv  als  negativ  genommen ,  gleich  ist ,  so 
werden  die-  grössten  und  kleinsten  Stundenwinlel 
beim  Au%ange  der  Sonne  durch 

coss  ==  —  fange,  tangp.   und  durch 
cos  *  =  -j-v  tang  «.  tang  p 
gefunden  werden,   indem  man  in  der  vorigen  Formd 
statt  S,    +  B  und  —  e  setzt.  •     Man  sieht  also,    das 
der   längste  Tag  immer    zur   Zeit   des   Eintritts    de* 
Sonne  in  den  Nullpunkt  des   Krebses,    der  kürzest» 
zur  Zeit   d^s  Eintritts  in  den  Nullpunkt  des   Stein 
liocks  statt  findet,    weil    zu  diesen  Zeiten  die  Sonne 
ihre  grösste  nördliche  und  ihre  grösste  südliche  De- 
clinätion  erreicht  hat.      Auf  der  südlichen  *Erdhälfte 
findet  das  Gegentheil  statt,    da  man  für  diese  Gegen- 
den p  negativ  nehmen  muss,    so  dass  die  allgemeine 
formel  sich  in 

coss  =  -{-  tangS,  tangp 
umändern. 

I 

§.80. 

'Pen.  an  den  verschiedenen  Oertern  statt  finden-* 
den  Taffeslängen  zufolge,  theilte  man  die  Oberfläche 
der  Erde  ehedem  inClimata  ab,  indem  man  für 
jede  halbe  Stunde  der  Zunahme  des  längsten  Ta^s 
die  Polhöhe  p  berechnete,  und  durch  die  zugehörigen 
Punkte  auf  der  Oberfläche  der  Erde  Parallelkreise  zog v 
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.  I 

Der  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltene  Ra^m 
der  Oberfläche  der  Erde  wurde  ein,  Clima  genannt. 
Strabo    zählte    acht    solcher    Climaten,    indem   er 

flaubte,  dass  über  die  Breite  von  52°  8'  hinans,  die 
Irde  wegen  der  grossen  Kälte  nicht  mehr  bewohnbar 
sejy  Ptolomäns  nimmt  deren  dreizehn  an  bis  za 
59"  30'  nördlicher  Breite.  Diese  Eintheilung  ist  an 
sich  von  weiter  gar  keinen  Nutzen,  und  wir  wollen 
blos  der  Uebersicht  wegen,  eine  Tafel  der  Climaten 
bis  zur  Tageslänge  von  24  Stunden  beifügen ,  die 
durch  die  Formel 

tang  ;?  =  —  cos  $  cot  e 
berechnet  ist,    wo  s  die  durch  die  Multiplication  mit 
15  in  Grade  verwandelte,    grösste  halbe  Tageslänge, 
und  «  die  Schiefe   der  Ecliptik  23°  27'  33"  bedeutet. 

Tageslänge  12  St.  0'    Polhöhe  0°     0' 

—  12.  30  —  8.  34. 

—  13.  0  —  16.  44. 

—  13.  30  —  24.   12. 

—  14.  0  —  30.  49. 

—  14.  30  —  36.   32. 

—  15.  0—41.  24. 

—  15.  30  —  45.   33. 

—  16.  0  —  49.     3. 

—  16.  30  —  52.     0. 

—  17.  0  —  54.   31. 

—  17.  30  —  56.  39. 

—  18.  0  —  58.  28. 

—  18.  30  —  60.     0. 

—  19.  0  —  61.   19. 

—  19.  30  —  62.  26. 

—  20.  0  —  63.  23. 

—  20.  30  —  64.   11. 

—  21.  0  —  64.   50. 

—  21.  30  —  65.  23. 

—  22.  0  —  65.  51. 

—  22.  30  —  66.     8. 

—  23.  0  —  66.  22. 

—  23.  30   :       —  66.  30. 

—  24.  0  ~  66.  32. 
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§.81. 

Wird  die  Polhölbe  ^össer  als  das  Complement 

der  Schiedfe  der  Ecliptik,   so  dass  z.  B.  p  =  90*  — 

(e  —  u)y  wo  u  kleiner  als  e  ist,  so  hat  man 

tangp  =r  cot(^e  —  u) 

folglich  auch 

^  /NO.      tmnge 

'   coss  srz  ±  tange  cotCe  —  u)  =  ±  ■       — —  j 

tang(e^ü) 

Dieser  Ausdruck  wird,  da  tange  >  tang(e'^u\ 
ein  unächter  Bruch,  also  der  Bogen  der  zu  diesem 
Cosinus  gehört,  unmöglich.  Alle  Oerter  nun,  bei 
denen  diese  angegebene  Bedingung  der  geographischen 
Breite  statt  findet,  liegen  in  der  kalten  Zone  zwi- 
schen dSm  Pol  und  dem  Polarkreis  ^  folglich  wird  an 
.  dif^  Oertern  in  der  nördlichen  kalten  Zone,  bei  der 
grössten  nördlichen  Declination  der  Sonne,  dieselbe 
nicht  untergehen,  und  bei  der  grössten  südlichen  De- 
clination, nicht  aufgehen.  Das  Gegentheil  findet  bei 
denjenigen  Oertern  statt,  welche  in  der  südUcfa«L 
kalten  Zone  liegen.  V. 

§.    82. 

Es  wird  daher  einen  gewissen  Werth  der  Decli-  * 
nation  geben,  bei  dem  wenn  die  Sonne  denselben  er- 
reicht, sie  an  einem  bestimmten  Orte  der  kalten  Zone 
nicht  mehr  unter,  oder  nicht  mehr  auf^ht,  je  nach- 
dem die  Declination  nördlich  oder  südlich  genommen 
wurd.  Derselbe  lässt  sich  leicht  aus  folgenden  Be- 
trachtungen ableiten.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

co$  s  ;=  —  tang  8.  tang  p. 
s  jsBi  180**,    so   wird   der  Mittelpunkt   der  Sonne  im 
nördlichen  Theile  ies  Meridians  am  Horizont  erschei- 
nen^ und  maii'  hat  dann 

t  ^  tang 9.  tangp. 

tang  8  s=  cot  p, 
a  ==  90  -r-  p. 
Hiwauv  schliessen  wir,  dass  die  Sonne  nicht 
mehr  untergeht,  sobald  ihre  nördliche  Declination 
dem  Complement  der  Polhöhe  des  0|^  gleich  ist, 
und  da  sie  dieselbe  Declination  zweimal  während  des 
Zeitraums  von  März  bis  September,    in  welchem  sie 
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ach  über  dem  Aeqnator  bewegt,  erreicht , '  to  folgt, 
dasa  sie  so  laii|e  über  dem  üorizont  verweilen  wira^ 
bia  üe  dieselbe  Declination  bei  ihrem  Zurückgehen 
i^ich  den  Aegoatc^  hin  wieder  ^erlangt  hat.  ' 

§.    83. 

Bezeichnet  man   die   Lange  der  Sonne  durch  2» 
die  Schiefe  der  Ecliptik   durch  s»    so  hat  man  be- 
kanntlich        sin  9  =  sin  L  sin  e 
and  wenn  man  statt  S,  90  —  p  setzt,  so  wird 

cosp  =  sinL  sine  ■, 
und  der  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebende  Werth 
von  If  nämlich 

.    .        cosp       . 
sml  =  — 1- 
sin  e 

Eiebt  den  Ort,  welchen  die  Sonne  in  der  Ecliptik 
aben  muss,  damit  sie  an  denjenigen  Orte,  dessen 
geographische  Breite  ==  p  ist,  nicht, mehr  untergehe. 
DieSe  Gleichung  giebt  zwei  Werthe  für  Z,  den  einen 
zwischen  0*"  und  90^,  den  andern  zwischen  90^  und 
180*5  der  erste  giebt  die  Stellung  der  Sonne  an,  wo 
sie  nicht  mehr  unterzugehen  anfängt  5  der  zweite, 
wo  ne  nicht  mehr  unterzugehen  aufhört.  Nimmt 
man  z.  B.  p  =  80^,  so  hat  man 

Z  =    26*^  52'  und 
=  154*»     8'y 
an  diesen  beiden  Stellen  der  Ecliptik  befindet  sich  die 
Sonne  am   15.  April  und  am  27.  August;    während 
dieser  Zeit  geht  also  die  Sonne  unter  80*  nördlicher 
Breite  nicht  unter. 

§,     84*  ^ 

Setzt  man  ferner  in  der  Gleichung 
cass  i=:  —  tangS*  tangp* 
>  as  0',    ^  irxcd  sich  der  Mittelpunkt  der  .Sonne  in 
dem  südlichen   Theile  des  Meridian«    «m  Horieont 

zeigen ,  xM  taan  hat  dann 

1  »  —  tang9;  tangjp 

täng9  z=s  ^  eotpi 
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hat .  also    die   Sonne    diejenige    südiiche    Declination, 

welche  dem  Complement  der  Polhöhe  Aes  Ortes  gleich 

ist,  so  geht  sie  demselben  nicht  mehr  auf.     Substituirt 

man  diesen  Werth  vo/i  3  in  die  Gleichung 

sin  $  =  sin  L  sin  e     so  -wird  dieselbe 

—  cos  p  =  sin  L  sin  e.     also  auch 

.    ,              cosp 
sml  =z . 

'•  sin  e  , 

Die  beiden  sich  aus  dieser  Gleichung  für  l  erge^ 
benden  Werthe  sind  um  180**  grösser  als  die  vor'her 
für  die  nicht  untergehende  Sonne  gefundenen.  In 
dem  erwählten  Beispiel'  betragen  die  beiden  Sonnen- 
langen 20ÖL°  42'  und  334°  8',  welchen  Stand  die  Son- 
ne am  18.  October  und  23-  Februar  hat,  während 
dieser  Zeit  geht  also  die  Sonne  unter  80°  nördlicher 
Breite  nicht  auf. 


•      §.     85. 

Diese  beiden  Zeiträume  werden  aber  durcK  die 
Refraction  verändert  5  der  erstere  wird  durch  diesel- 
be verlängert,  der  zweite  verkürzt,  und  zwar  be- 
trägt die  Verkürzung  des  zweiten  verhältnissmässig 
bei  weitem  mehr  als  die  Verlängerung  des  erstem, 
indem  die  Strahlenbrechung  in  der  letztern  Zeitperio- 
de ,  wo  die  nördlichen  Gegenden  Winter  haben ,  viel 
bedeutender  ist,  als  zur  Zeit  des  immerwährenden 
Sonnenscheins.  Ausserdem  trägt  auch  noch  di^ 
scheinbare  Grösse  der  Sonne  zur  •  Verlängerung  des 
ersten,  zur  Verkürzung  des  zweiten  bei,  indem  der 
Mittelpunkt  der  Sonne  nach  16  Minuten  unter  dem 
Horizont  seyn  kann,  und  doch  der  oberste  Sonnen- 
rand schon  im  Horizont  gesehen  wird. 

§•     86. 

Will  man  diese  beiden  Aenderungen  mit  berücke 
sichtigen,  so.  setzt  man  in.  der  Formel . 

cos z  =  sin  d  sin  p  4'  c,os^  cosp  cos s 
an  die  Stelle  von  z,    90"    +  der  Refraction  +  dem 
Halbmesser  der  Sonne    ==  9Ö*.  +  r  +  16' 
und  wenn  man  dann  s  =  ISO*"  nimmt,  so  kommt 
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c<w(90*  +  r  +  160  =  sin  9  sin  p  r-  cos  9  cos  p  :' 

=  —  cos(S  '4-  p)'   folglich 

90^  +  r  +  160  =  180  — (5  +  rt       ^il'       - 

a  =  90  —  p  —  r—  16*^ 
und  hierftns  ergiebt  sich  die  Länge  der  Sonne 

.  cos(p  +  r  +  160 

sm  l  =  : 

sin  e 

fdr  den  Anfang  der  Zeit,   wo  die  Sonne  immer  über 

dem  Horizont  zu  stehen  anfangt. 

Nimmt  man   hingegen  *  =  0>    so   wird  aui»  der 

allgemeinen  Gleichung 

cos(QO  +  r'  +  16)  =  cos  S  cos  p  -^  sin  8  sin  p 

=  cos(p  —  S)    folglich  :r 

90  +  r'  +  16    =:  p  —  d. 

S  =  —(90°  -•  p  +  r  +  160 

und  für  den  Stand  der  Sonne 

.    ,  cos(p  —  r  —  160 

sin  Z  = '■ 

sin  e 

welcher  dann  statt  findet,  wenn  die  Sonne  nicht  mehr 
aufzugehen  anfangt. 

Die  Strahlenbrechung  und  d6r  Halbmesser  der 
Sonne  haben  also  für  den  immerwährenden  Tag  die- 
selbe Wirkung,  als  ob  die  geographische  Breite. -des 
Ortes  um  r  -f"  16'  grösser  wärej  bei  der  fortwäh- 
renden Nacht  hingegen  sind  die  durch  diese  Ursachen 
hervorgebrachten  Veränderungen  von  der  Beschaffen- 
heit, als  ob  der  Ort  uqi  r  +  16'  südlicher  läge..;,t^i 
letztern  Falle  kann  diese  Veränderung  über  ü  Grai^ 
betragen. 

§•     87. 

Die  erste  Beobachtuiig  über  die  grosse  Ungewiss- 
heit  des  Aufganges  und  Unterganges  der  Sonne  in  der 
kalten  Zone  wegen  der  ganz  ausserordentlichen  Strah- 
lenbrechung, ist  die  von Heemskerke  undBarenss. 
Diese  Holländer  sahen  sich  genö'thigt  im  Jahre  1597 
auf  Nova  Zembla  zu  überwintern,  und  ihren  Beob- 
achtungen  zufolge,  zeigte  sich  die  Sonne  zum  letzten- 
male  mit  ihrem  obern  Rande  am  4.  November  und 
wurde  "zuerst  wieder  sichtbar  am  24.  Januar.  Diese 
Zeitpunkte  sind  die  des  alten  Styls,   und  um  sie  auf 
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xssiBere  Zeiirechnmi^  en  rednciren,  rnns»  mBSß  sa  j^ 
dem  xehn  Ta^  hinzu  addiren.  Die  SonnenUiiigeii 
für  S6$e  Tage  sind  232^  und  314  Grad.  Nimn^man 
die  iStaiaiß  statt  findende  Schiefe  der  Ecliptik  zn  23* 
29^  an,  so  erhält  man  für  beide  Zeitpniikte  die  De» 
clination  iT  =  —  18*»  18'  • 

^  =  —  16<»  39 
und  hieraus  für  den  Untergang  nach  den  Formela  dli 
Yorig;en  §• 

p  —  r  =  71*  58'   für  den  Untergang 
p  —  r  =  73*  37'   für  den  Au%angr. 
Die  Polhöhe  p  hatten   die  Beobachter  zu  76*  ge- 
fttnden;  man  hat  also  die  Grösse  der  Strahlenbrechun- 
Ifen  :  r  =  4*  2',  r  =  2°  23', 

-welche  grösser  sind,  als  sie  irg^end  eine  andere  Beob- 
achtung gegeben  hat.  Man  darf  aber  auf  diese  Be- 
stimmungen nicht  viel  bauen,  da  die  Polhöhe  mit  den 
damals  so  mangelhaften  Instrumenten  gemessen,  sehr 
fehlerhaft  seyn  kann. 

§.     88. 

Man  hat  den  Zeitraum,    in  welchem  die  Sonne 
Tom  Frühringsaequinoctialpunkt  bis  wieder  zum  Frfib^ 
lin^aeouinoctialpunkt  gelangt,    und   der  das  tropi- 
8 che  Jahr  genannt   wird,    in  Tier  Theile   getheiU, 
die  die  Jahrszeiten  heissen,    nämlich  Frühling, 
Sommer,    Herbst  und  Winter.      Das  tropische 
Jahr  ist  etwas  kürzer   als  das  §.  46.  erwähnte  side- 
rische  Jahr,    weil  wegen  dem  Zurückgehen  der  Ae- 
quinoctialpunkte,    die  Somie  früher  wieder  den  Ae- 
,  quinoctialpunkt  erreichen  muss,  als  es  ohne  die  rück- 
gängige Bewegung  desselben  geschehen   wärej    nach  . 
Jbefambre  beträgt  die  Länge  dieses  Zeitraums  365 T. 
%  ^^St.   48'   51"  607.      Uebrigens    ist    dieses   Jahr    die 
.  Grundla^  unserer  bürgerlichen^  Zeitrechnung. 

§.     89» 

Der  Sommer  fängt  für  eine  bestimmte  geogra« 

phische  Breite  dann  an ,  wenn  der  Abstand  der  Sonne 

vom  Scheitelpunkte  irgend  eines  Ortes,    der  auf  dem 

.dl^r  c^gi^pjbi^chen;  Breite  .«atsprechenden  Parallel* 
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kreise  sich  befindet,  am  Ueinaten  ist  Wird  der 
Zenithabstand  der  Sonne  am  grüsften,  so  lanfft  der 
Winter  an ;  hat  die  Sonne  einen  mittlem  Zemthab- 
staind  erreicht)  so  ist  entweder  Frühiingsanfanjp  oder 
Herbstanfang,  je  nachdem  sich  die  Sonne  nach  ihr^m 
mittlem  Zenithabstande  dem  Minimum  oder  dem  Ma- 
ximum des  Zenith^^tandes  nähert.  Der  AnSting  der 
Jahrszeiten  hän^  sibo  von  der  geographischen  Breite 
des  Paralielkreises,  auf  dem  der  Ort  liegt,  und  dei" 
Länge  der  Sonne  ab. 

§•     90. 

FAr  diejenigen  Oerter,-  welche  ausserhalb  der 
Wendekreise  liegen ,  ist  die  Bestimmung  des  Anfangs 
der  Jahrszeiten  sehr  Reicht ;  ist  nämlicn  p  die  nörd- 
liche geographische  Breite,  9  die  Declination  der 
Sonne,  ebenfalls  ncffdlich  genommen,  und  z  4ie  nach 
dem  Südpunkte  zu  gezählte  Zenithdistanz,  so  ist  för 
denjenigen  Ort  des  Parallelkreises,  für  welchen  ah 
Sonne,  während  sie  die  Declination  8  hat,  durch  d^n 
Meridian  geht, 

Z   i=z   p  O. 

ßo  dass  z  am  kleinsten  wird,  wenn  9  seinen  grössten 
Werth  erlangt.  Der  grösste  Werth  von  i  ist  der 
Schiefe  der  Ecliptik  gleich,  die  wir  wie  gewöhnlich 
durch  s  bezeichnen^ wollen  $  folglich  wird  der  Som- 
mer für  alle  diejenigen  Oerter,  welche  sich  ausser- 
halb der  Wendekreise  befinden,  anfangen  wenn  z  = 
p  —  ej  weil  hierdurch  z  den  kleinsten  vVerth  erhält. 
Seinen  grössten  Werth  erlangt  z,  wenn  die  De- 
clination der  Sonne  den  grössten  südlichen  Werth 
hat,  also  wenn  8  =  —  s;  dann  wird  «  sä  p  -j-  s, 
und  der  Winter  nimmt. seinen  Anfang. 

§.     91. 

Nun  ist  allgemein,  wenn  man  durch  I  die  Länge 
der  Sonne  bezeichnet 

sin  9  =  sinLsu^f 
folglich  wenn  8  =  «  ist  ,9b  wir^ 

sinl  =:  if    /  =  90%^ 
und  der  Sommer  fängt  an,  wenn  die  JUinge-der-Soaae 
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90*^  bcftrSgt ,  sie  also  im  Nullpunkt  des  Krebses,  oder 
im  SommersoLsiitialpunlLt  sich  befindet. 
Wird  J  =  —  c,    so  hat  man 
sinl  =  —  1,     Z  =  270% 
und   der  Winter   nimmt   seinen   Anfang ,    wenn    die 
Sonne  270"  Länffe  hat,    d.  h.  wenn  sie  in  den  Null- 
punkt  des  Steinbocks  oder   in   den  Wintersolstitial- 
punkt  tritt. 

§.     92. 

Die  mittlere  Zenithdistanz  findet  man,  indem  die 
lileinste  und  grösßie  Zenithdistanz  addirt,  und  die 
'Summe  halbirt  wird 

2  2  ^ 

folglich  .fangt  der  Frühling  oder  #er  Herbst  an ,  wenn 
die  mittlere  Zenithdistanz  der  Sonne  der  Polhohe 
l^eich  ist^  zu  dieser  Zeit  muss  sie  aber  im  Aeqnator 
«ich  befinden.  Dieses  ist  der  Fall  wenn  ^  =  0,  und 
Me  Formel  sin  S  ==  sin  l  sin  e » 

zeigt,  dass  dann  entweder  Z  =  0,  oder  Z  =  180°  be- 
trägt. In  diesen  Stellungen  befindet  sich  die  Sonne 
im  Nullpunkt  des  Widders,  und  im  Nullpunkt  der 
Waage,  oder  im  Frühlingsaequinoctialpunkt  und  im 
Herbstaeguinoctialpunkt. 

Von*  O'*  bis  90**  nimmt  die  Declination  der  Senne    ■ 
zu ,    der    Zenithabstand    nähert    sich    daher    seinem  j| 
kleinsten  Werthe,    folfflich  wird  beim  Eintritte   der    i 
Sonne  in   den  Nullpunkt  des  Widders  der  Frühling^,! 
anfangen,    der  Herbst  hingegen   muss   beim  Eintritte 
der  Sonne  in   den  Nullpunkt  der  Waage  seinen  An- 
fang nehmen. 

§.    93. 

;  In  der  südlichen  gemässigten  Zone  .findet  grade 
das  Gegentheil  der  Folge  der  Jahrszeiten  statt,  so 
dass,  wenn  in  «insern  äsenden  die  Jahrszeiten  so 
auf  einander  folgen,  Früjjfog,  Sommer,  Herbst  und 
Winter,  die  entsprechenden  Jahrsz^iten  in  der  sttd-' 
liehen  gemässigten  Zone,  Herbst,  Winter,   Frühling 
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und  Sommer  sind.  Dies  ersieht  sich  leicht  aus  der 
Betrachtung  der  vorigen  Formel 

z  =  p  —  d^ 
nur  muss  man  bemerken ,  dass  in  der  südlichen  £rd- 
h&lfte  die  Breite  p  negativ  genommen  wird. 

Setzt  man  also  p  =  —  ;?',  so  dass  p'  eine  wirk- 
lich positive  Grösse  ist,  so  verändert  sich  für  den 
südlich  vom  Aeijuator  liegenden  Theil  der 'Erde  vo- 
ri^  '•Formel  in  diese 

und  da  der  Lage  der  Oerter  in  der  gemässigten  Zone 
zufolge,  p'  immer  grösser  als  e,  so  wird,  wenn  wir 
auch  statt  d  seinen  grössten  negativen  VVerth  —  e 
setzen,  p'  —  e  positiv  seyn,  also  die  Zenithdistanz  z 
negativ  ausfallen.  Da  nun  in  der  als  Normalfall  be- 
trachteten,  nördlichen  gemässigten  Zone,  die  Ze- 
nithdistanz südlich  und  positiv  ist,  so  wird  in  der 
südlichen  gemässigten  Zone  die  Zenithdistanz  der 
Soniie  immer  nördlich  seyn. 

§.     94. 

Wir  wollen  als  ein  hierher  gehöriges  Beispiel 
den  Frühlingsaufang  im  Jahre  1829  berechnen. 

Hierzu  entnehmen  wir  aus  der  Connoissance 
des  Tems  auf  das  Jahr  1829  folgende  ,zwei  Decli- 
nationen,  die  wegen  der  sehr  gleichförmigen  Zunah- 
me der  Declination  um  die  2Seit  der  Ae(]piinoctien, 
hinreichend  sind 

den  20.  März  iJ  =  —  0"     8'  38"' 
—   21.    —      3  ==  -I-  0^  16'    1". 

Die  Zeitpunkte,    für  welche  diese  Declinationen 

feiten,  sind  die  Durchgänge  der  Sonne  durch  den 
'ariser  Meridian.  Der  Unterschied  beider  Declina- 
Üonen  beträgt  23'  39"  =i  1419",  und  um  den  Früh- 
lingsanfang, für  welchen  die  Declination  Null  ist  zu 
finden,  braucht  man  nur  die  Proportion 

23'  39"  :  8'  38"  =  24  St.  :  j? 
oder      1419  :  518  =  24  St.  :  x. 

Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Proportion 
X  ==  8  St.  45'  40" 
also  wird  der  Frühlingsanfang  zu  Paris  am  20»  März 
8  Uhr  45'  40"  Nachmittags  wahre  Zeit  statt  finden. 

5 


>    \ 
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Die  lunsuziiseteende  Zeit^Ieichnng  beträgt  ^*  Zb*\ 
also  tritt  der  frühiing  um  8Ubr  53'  15^'  mittlere 
Zeit  ein.  Da  Göttin^n  in  Zeit  30'  2b"  östlicher 
iie^^  so  wird  man  in  Göttinapen  beim  Eintritte  des 
Frühling  9  Ubr  23'  40''  Abends  zählen.  Der  Meri- 
dian, in  welchem  die  Sonne  zur  Zeit  des  Frühlings- 
anfangs tritt,'  liegt  in  Zeit  8  St.  45'  40"  westlicher 
als  Paris,  oder  m  Bogen  ausgedrückt,  indem  man 
mit  15  multiplicirt,  131"  25'  westlich  von  Paris^oder 
wenn  man  IK)^  abzieht ^  in  91^  25'  westlicher  Liänge 
von  Ferro. 

§.     95. 

Bei  der  Berechnung  des  Sommer-  oder  'Winter- 
anfangs, muss  man  wegen 'der  ungleichförmigem  Be- 
wegung in  Declination  zur  Zeit  der  Solstitien,  meht 
als  zwei  Declinationen  nehmen.  Wir  wollen  daher 
den  Anfang  des  Sommers  für  das  Jahr  1829  berech- 
nen. In  der  Connoissance  des  tems  findet  man  fol- 
gende Declination  der  Sonne 

d.  2a  Juni    a  =  -f  23**  27'  13" 
A  21.    —      »  =  +  23*»  27'  32" 
d.  22.    —      a  =  +  23^  27'  26'' 
wo  die  Declinationen  eben  so  wie  vorher  beim  Durch- 
gänge der  Sonne  durch  den  Pariser  Meridian  gelten. 
Man  setze  nun 

^  =  A  +  Bt  ^  Ct^ 
wo  t  die  seit  dem  am  21.  Juni  statt  findenden  Durch- 
ganff  der  Sonne  durch  den  Meridian,  verflossene  Zeit 
Ml  Tagen  ausgedrückt,  bedeutet.  Man  hat  al^  zur 
Bestimmung  der  drei  Coef&cienten  A,  Bf  C  die  drei 
Gleichungen 

23*  2r  13"  =  A  —  B  +  a 

23^  27'  32"  ^  A 

28-  27'  26"  =  ^  +  J?  -}-  C.  •    . 

indem  man  beim  20.  Juni  x  =r  —  1,   und  beim  22- 

Juni  ^  =:  -J-  1  setzt.     Aus  denselben  ergiebt  sich 

A  =  23-  17'  32" 

J?  =  +    6"  5- 
(p  — -  j[2''  5, 

also      «  =  53**  27'  32  +  6"  5  x  —  12,  5/«. 
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Sucht  man  ans   dieser  Gleichung  das  Maxirnnm, 

dd  ' 

Ton  3.  so  muss  inan  -^  =  0  setsen^    folglich  erhält 

.  dt  ' 

nMui  0  =  6"ö  —  25^^ 

und  hieraus 

^  ==  il  =  6  St.  14^  24'^ 

250  ^ 

also  -würde  hiemach  das  Sommersolstitium  zu  Paris 
am  21-  JiMu  6  Uhr  14'  24"  wahrer  Zeit  eintreten- 


§.     96. 

Wegen  der  geringen  Aenderung  der  Declination 
£ur  Zeit  der  Solstitien  ist  aber  diese  Bestimmungsart 
etwas  ungenau ,  und  man  wird  besser  thun  sich  bei 
dieser  Untersuchung  der  Länge  der  Sonne  zu  bedie* 
nen.  Man  findet  aus  der  Connoissauce  de  tems 
d,  21.  Juni  LSnge  d.  ©  =  89"  46'    2" 

d.  22.  —        — =  90"  42'  15'" 

und' da  zu  den  Zeiten  der  Sonnenstillstände  •  die  Iße* 
wegung  in  der  Länge  sehr  gleichförmig  ist,  so  sind 
diese  beiden  Längen  hinreichend,  um  den  Anfang  des 
Sommers  oder  den  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Länge 
der  Sonne  90"  beträgt,  genau  zu  bestimmen.  Die 
Differenz  beider  Längen  ist 

Ö7'  13"  =  3433"; 
der  Unterschied   der  Länge  der   Sonme   am  21«  Juni 
im  wahren  Mittag  bis  zu  90  Grad 

14'  58''  =  898". 
'Man  hat  daher  die  Proportion 
3433"  :  898  =  24  St.  x 
und  hieraus  ergiebt  sich 

:,=^2^=^6.St.i6'.40", 
3433    ; 

also  der  Sommersanfang"  in  Pariser  wahrer  !2eit 
den  21.  Juni  6  St.  46'  40"* 
Die  Reduction   auf  mittlere  Zeit  betragt  1'  21"; 
folgliiA  wird  in  'mittlerer  Göttinffet*  Zeit,    der  Som- 
mer den  21.  Juni  6  St.  48'  26^^  Abends  anfangen. 


6* 
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§.     97. 


S 


Li^  ein  Oi^^  zwischen  den  Wendekreiden,  so 
ist  die  Foi&^e  der  Jahrszeiten  etwas*  anders ,  nnd  man 
muss  fär  cuese  Oerter  das  Jahr  in  acht  Theile  zerle* 
en,    so   dass   jede   Jahrszeit   zweimal    wied<nrkelirt 

\b  Normalfall  setzen  wir,  dass  der  Ort  zwischen 
dem  Aeqiiator  nnd  dem  Wendekreise .  des  Krebses 
liege,  .  also  eine  nördliche  geographische  Breite  habe. 
Ferner  sey.  die  Zenithdistanz' positiv,  in  dem  Fa|le^ 
wenn  die  Sonne  sudlich  vom  Zenith  dnrch  den  Me- 
ridian geht*    Man  bezeichne 

die  geographische  Breite  durch  p, 

die  nördliche  Declination  der  Sonne  durch  S, 

die  Zenithdistanz  derselben  durch  2, 
«o  ist  allgemein  z  =  ±  (;?  —  8). 
nnd  wir  müssen,  den  voi'gelegten  Bedingungen  sa-* 
folge,  das  positive  Vorzeichen  wählen,  weil  aonst 
bei  der  ffrössten  südlichen  Declination  der  Sonne  —  r, 
—  0?  +  «;  negativ  ausfallen  würde,  welches  nicht  der 
Fall  seyn  ^11 ,  da  bei  der  grössten  südlichen  Decli- 
nation der  Sonne,  die  Sonne  südlich  vom  Zenith  vor« 
beigeht.     Wir  haben  also 

z  =s  p  —  9» 

Nun  sey  8'=  —  s,  so  wird 

z  =i=  p  +  s 
welches  ein  Maximum  ist.  Dann  fangt  der  Winter 
an.  Die  südliche  Declination  der  Sonne  nim^gat  ab, 
sie  durchschneidet  den  Aequator  und  erreicht  eine 
nördlithe  Declination  i=  p,  dann  wird  z  =  0,  und 
der  Sommer  nimmt  seinen  Anfang.  Während  dieser 
Zeit  erreichte  die  Sonne  eine  mittlere  Zenithdistanz 

2 

Hieraas  bestimmt  sich  die  statt  findende  Decli- 
nation der  Sonne  ans  der  Gleichung 

P  +  '   _  _        ;► 

2  ' 

y  _  P  — «  _        '  —  P  • 

2  2 

als6  südlich,   da  e  ^  p  ist.      Za  dieser  Zeit  fangt, 
der  Frühling  an. 


6? 

Die  nördliche  Declination « der  Sonne   nimmt  su, 
18  ^  =  e,    dann  wird 

z==p  —  £  =?  —  (c  —  p). 
Iflo    ihr  Zenithabstand  nördlich,    und    der   Winter 
in^  wieder  an. 

Zwischen  der  Zenitlidistanz  =  0,  und  =  — (e  -*p) 
tgl  für  den  Herbstanfang  die  mittlere 

=  _  ^~^ 
2 
"eiche  der  Declination 

9  =  ^+  ^ 
2 
itspricht.    Indem  also  die  Sonne  vom  Wendekreise 
js  Steinbocks  zum  Wendekreise  des  Krebses  übei  - 
ihty  bildet  sie  schon  vier  Jahrszeiten,  und  während 
tes  ^urückkehrens  bildet  sie  dieselben  noch  einmal. 

Nach  den  verschiedenen  Declinationen  geordnet, 
Imn  also  in  den  Gegenden  zwischen  dem  Aequator 
id  dem  Wendekreise  des  Krebses,  die  Jahrszeiten 
'  auf  einander : 

9  =  —  s  Wintersanfang 

8  ==  —  ■  Frühlingsanfang. 

8  =        p.  Sommersanfang 

8  =        — — -  Herbstanfang. 

8  sss  +  e  Wintersanfang 

8  s        p,  Sommersanfang 

c  —  p 
3  s=  —  -        ■    Herbstanfang. 

Die  Sonne  geht  also-  zweimal  des  Jalu*s  durch 
IS  Zeniih,  welcher  Zeitpunkt  zugleich  den  Anfang 
Bft  Sommers  bezeichnet. 

Für  diejenigen  Oerter,  welche  jenseits  swiscbeit 
9m  Aequator  und  dem  Wendekreise  des  Steinbocke 
Igen,  findet  man  die  Folge  der  Jahrszeiten,  inde«t 
ftn  in  4er  vorigen  Tabelle,  den  Sommer  mit  d^ 
nnieri  den  Herbst  mit  dem  Frühling,  verfauscht« 


70 


§.     98. 

^Js  ein  Beispiel  yroUen  wir  die  gec^raphische 
Breite  des  Ortes  p  =.  15°  nehmen,  und  «  s=  33°  28' 
setzen,  welches  zu  der  angeführten  Berechnung  des 
Jbifangs  der  Jahrszeiten  auf  den  Tag  überflüssig  ge- 
nau ist.  Um  nun  die  den  angegebenen  Declinaaonen 
entsprechenden  Längen  der  Sonne  zu  finden,  bediene 
man  sich  der  Formel 

ttnl  =  

sin  c 

und  man  erhält  für  die  Declinationen 


3 
8 
S 
9 
8 
8 
8 
8 


=  —  23" 
=  —  4» 
=  +  15" 


28' 

14' 

0' 


l  =  270» 
J  =  349" 


19"  14' 
23»  28' 


1  = 

2  = 


40" 
56" 
90» 


19» 

15» 

4* 


14' 

0' 

14' 


l  =  124» 
l  =  140» 
I  =  191» 


folglich 

Anfang  des  Winters  . 

—  —  Frühlings 

—  —  Sommers 

—  —  Herbstes 

—  —  Wintees 

—  —  Frühlings 

—  —  Sommers 

—  —  Herbstes 


•     •     • 


•    • 


d^i  21«Deceinber 

—  9.  März 

—  1.  May 

—  17.  May 

—  21.  Juni 

—  27.  Juli 

—  13.  August 

—  4.  Odober. 


Von  der  Dämmerung. 
§:    99- 

Wenn  auch  die  Sonne  nicbt  mehr  ihreii  Stand 
flbeit  den»  Cresichtahreise  hat,  so  findet  doch  no^ 
immer  eine  bedeutende  Helligkeit  statt,  die  nach  vaA. 
nach  sich  Tercingert  und  mietfX  in  r^llige  Dunkel- 
lieit  übergeht.  Man  nennt  diese  Helligkeit  die  Dära<- 
nerniig,  und  zwar  die  vor  So9nenau%ang  statt  ftir, 
ißaAxf^  die  Md^gendammernng,  die  nach  Sonnenun- 
iaqgBaf^  TOriuBdene^  die  Abeaddämiaeräng.     Du 
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Dämmeron^  wird  von  der  Luft  hervorffebracht,  wel- 
che, "Wie  jeder  andere  Körper,  die  £^nschaft  hat 
das  Licht  zurückzuwerfen,  so  dass,  wenn  auch  die 
Oberfläche  der  Erde  an  einem  bestimmten  Orte  nicht 
mehr  direct  von  den  Sonnenstrahlen  erreicht  werden 
kann,  doch  noch  die  darüber  befindlichen  Luftschich- 
ten von  der  Sonne  Licht  erhalten  und  es  uns  zurück- 
werfen. Diese  Eigenschaft  der  Luft  bemerkt  man 
auch  sehon^am  Taje,  indem  die  Oerter,  nach  wel- 
chen die  Sonne  ihre  Strahlen  wegen  dazwischen  lie- 
E enden  G^enständen,  nicht  schicken  kann,  doch  sehr 
eil  sind,  und  die  an  diesen  Oertern  vorhandene  Hei-- 
ligkeit  kann  durch  nichts  anderes  hervorgebracht 
«eyn ,  als  durch  das  von  der  Atmosphäre  zerstreuete 
und  zurückgeworfene  Licht,  obgleich  auch  andere 
Gegenstände  zur  Zurückwerfung  noch  beitragen  kön- 
nen. Die  ausführLichere  Erklärung,  wie  die  Sonnen- 
strahlen in  der  Atmosphäre  gebrochen  und  zurückge- 
wcH^en  werden,  wird  in  dem  physischen  Theile  ab- 
gehandelt werden.. 

§.   400^ 

Der  Zeitpunkt ,  in  welchem  die  völlige  Dunkel- 
heit eintritt,  d.  h.  wenn  die  Dämmerung  so  abge- 
nommen hat ,  dass  die  Sterne  von  der  sechsten  Grösse 
dem  blossem  Auge  sichtbar  werden,,  macht  dasr  Ende^ 
der  astronomischen  Dämmerung' auff.  TTm  densel- 
ben auszumitteln  hat  man  verschicaene  Mal  Beobach- 
tungen angestellt,  und  gefanden,  dass  im  Mittel  die 
Tiefe  der  Sonne  unter  dem  Horizont  18°,  oder  ihre 
Zenithdistanz  108*  betragen  muss,  wenn  die  an^ge- 
bene  Erscheinung  eintreten  soll.  Alhazen  mmmt 
die  Tiefe  der  Sonne  unter  dem  Horizont  19 "^  Nu- 
nez  16**,  Cassini  15**,  Frisius  18%  Tycho  de 
Brahe  17**-  Brandes^  hat  in  Breslau  17i**  bis  17i* 
beebachtet.  Ausser  der  astronomischen  Dämmerung 
hat  man  auch  noch  die  bürgerliche  DKmmerunff, 
welche  dann  sich  endigt,  sobald  man  ohne  künstliche 
Erleuchtbng  m  den  Zimmern  gewöhnliche  Schrift 
nicht  mdir  Tesen  kann«  Obgleich  hierbei  viel  auf  die 
hage  des  Zimmeiv  rücksichtlich  der  Himmebgegend 
nna  der  umgebenden  Gegenstände,    00   wie  auf  den 
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Zustand  des  Himmels  ankommt,  so  kann  man  doch 
bei  nicht  zu  Ungünstigen  Umständen  annehmen,  dass 
diese  bürgerliche  Dämmerung  sich  endet,  sobald  die 
Sonne  eine  Tiefe  von  6i  Grad  unter  dem  Horizont 
erreicht  hat. 

§.    101. 

Bezeichnet  man  durch  p  die  Polhöhe  des  Ortes, 
durch  S  die  Declination  der  Sonne ,  durch  s  den  Stnn- 
denwinkei,  und  durch  z  die  Zenithdistanz,  so  hat  man 

cos  z  =  sin  d  sin  p  -f-  cos  3  cos  p  cos  s, 
und  wenn  zwei   andere  Zenithdistanzen  z\    z"  gege- 
ben sind,  die  den  Stundenwinkeln  «^,  s'^  entsprechen, 
80  erhält  man  ebenfalls  die  beiden  Gleichungen 
cos  z'   =  sin  ?•  sin  p  -|-  cos  d.  cos  p  cos  s 
cosz"  =  sin\  sinp  -f-  cos3.  cosp.  coss"* 
Setzt  man  nun 

z'  =  90%  z"  =  108% 
so  kann  man  die  beiden  entsprechenden  Stundenwinkel 
coss'    =  —  tango»  tangp, 

•                            jj       cos  108  —  sin  3  sin  p. 
cos  s"  s=  — — 1- 

cos  5  cos  p 
berechnen;  dann  giebt  s'  den  Stundenwinkel  beim 
Untergänge  der  Sonne,  *''  den  beim  Ende  der  astro- 
nomischen Dämmerung,  folglich  der  in  Zeit  ausge- 
drückte Unterschied  derselben  =  s"  —  s',  die  Länge 
der  Dämmerung.    Nimmt  man  ferner  noch 

cosQßi  —  sin  3  sinp. 


cos  #"'  r= 


cos  d  cos  p. 

so  giebt  der  in  Zeit  ver\Yandelte  Unterschied  s'"  —  I' 
die  Länge  der  bürgerlichen  Dämmerung. 

§.  102. 

Man  kann  den  Unterschied  s"  —  s'   durch   eine 
einzige  Formel  finden,    indem  man  die  beiden  Glei- 
chungen 0'  =  sin  9  sin  p  -\-  cos9  cos  p.  cos  ^ 
cosz!'  =  sin 3  sinp  +  cos 9  cosp.  coss" 
zu  einander  addirt,    und  auch  von  einander  subtrai*- 
hirtl    Auf  diese  Weise  finden  sich  zwei  neue  Formeln 
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COS  z"  =  2.««  ^  sin  p  +  cosd  cos  p  (cos  t'  +  cot «") 

cosz*'  =    cos'^  cosp  {coss"  —  coss^. 
Nun  ist  bekanntlich 

cos  s"  -^  coss'  z=      2c0s  J  (5"  +  50  cos  i  (s"  —  sf). 

coss''  —  coss'  =  —  2sin  J  (*"  +  s')  sin  4  {s"  —  s*). 
folglich  auch 

ico«  z"  =  sin  J  5I/I  p-\-cos9  cos  p  cos  i{s''  -f"  ^)cos  i(s'' — s'), 
jtcosz^'  =  —  cos^  cos  p  sin  i(s"  +  s').  sin  i{s"  —  s% 
und  hieraus  ergiebt  sich : 

.,,-,„  i  cos  z"  —  sin  ^  sin  p. 


cos^  cosp  cosi{s" — s') 
sin  J(5"  +  «0  =  — 


cos  z" 


Qcos  ^  cosp  sin  i(s" — *')  • 
Qüadrirt  man  beide  Gleichungen^   und  addirt  die 
Quadrate  zusammen,  so  kommt 

cojö«  cosp""  sini{s"—sy.  cosl{s"  —  s'Y 
=  \cosz"^  cosi(ji"  —  s'Y 

+  5171  J (5"  —  s'Y  [J  cos z"  —  sind  sin p]'. 
Es  ist  aber  auch 

folglich   wenn  man   5"  —  5' =  a:,    der  Kürze  wegen 
setzt  9 " 

C05  8*  C05p*(l— C05a:*)    =   iC05«''*(l  +  CO5«) 

+   2(1—  C05x)[iC05  £"  — 

5m  8  5m  p]'. 
Diese  Gleichung  ist  für  cos  x  vom  zweiten  Grade, 
und  setzt  man  der  K.ürze  wegen   • 
cos  8*  cosp^  =  a. 

i  cosz^'^  —  (4  cos  z"  —  sind  sin  pY  =  h 
cos  8*  cosp^  —  l  cos  z"^  —  2  (4 cosz'*  —  51118  sinpYsssc 
so  erhält  sie  die  Form 

a  cos  X*  4"  2^  cos  X  ==z  c* 
also  wenn  man  dieselbe  äuflösst,  .   , 

a  cosx  '■\-  b  =z  ±.  yfac  +  hb. 
Maü  Kami  bemerken,  dass 
a  -f-  2&  =  c  4"  cosz"^, 
also  die  Wurzelgrösse 

V*«  +  Vb   ^  V(ö   +  *)»    -r^  Ä  C05  »''* 


:if 
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Nnn  ist  aber 
ö  +  t  =  cosS*  cosp^  —  sind'^  sinp*  -j-  eosz^*  sin  sinp 
=  cos(p  —  8)  cos(j}  -^-9)  +  cos  z"  sin  i  sin  p. 
und  da  aach 
(ä  +  hY  —  acosz"^ 

=  {a-^-b  -{-  cosz"  ^/l!!)  {a-^-b-^cosz*'  '^a). 
.cos  z"  yV.  =  cos  8  C05  ;;  co*  r"     also 
a-^'b'^-cosz^''^a  =  cos(ß  —  3f)  cos(j}-\-d) 

-|-  cosz"  \sin  5  jm ;?  +  co5  3  «o*  p] 
.  =    cos{p — 8)  cos(p  +  8)  +  ^^'  2"  ^ö*(p  —  <^) 

=  2cos{p  —  0)  cos .    cos 

und    a  -{-  b  - 


2   '  2. 

CO«  z"  v^Ä 

p_J-l-2''  z"^p+^ 

=  2co«(;?  +  8)  sin  sin 


2  2 

80  wird  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse 

ac  ^  bb  z=  icos{p  —  8)  cof(;7+8),  c<w  C— l 


Xcos* 


77  +  8— z" 


p  — 8  +  z 


// 


sm 


2 

'/^-p  +  3 


§.   103. 

Wir  wollen  nun  untersuchen  welche  Declination 
die  Sonne  haben  muss,  damit  die  Zeit  der  Dauer 
der  astronomischen  Dämmerung^  ein  Minimum  werde. 
Die  Zeit  der  Dauer  ist  immer  dem  Unterschiede  s" — s' 
der  beiden  Stundenwinkel  proportional ,  also  muss 
auch  s"  —  s'  ein  Minimum  werden.     Setzt  man 

s'  —  s  =  2u  5 '  +  *  =  2v 

so  hat  man  aus  vorigem  Paragraph  die  beiden  Glei- 
chungen 

1)  icosz"  =3  sind  sinp  -f-  cosd  cosp  cosu  cosv. 

2)  i  cos  z"  =  —  cos  d  cos  p  sin  u  sin  «.  • 

£s  muss  nun  die  Declination  8  so  bestimmt  wer- 

du  _ 

den,  das8  — -  =  0-   wie  aus  der  Lehre  vom  Maxi- 
do 

mum  und  Minimum  bekannt  ist. 

DifTerentiirt  man  die  beiden  vorigen  Gleichungen, 

indem  man  S,  »,  «  als  TerKnderiich  betrachtet  9  und 
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läsBt  zugleich  die  in  du  intiltipllcirten  Glieder  w^, 
so  erhält  man  : 

0  =  cos^  'F^P  —  ^11 '  cosp  coiu  casti 

—  cos  o  cos  p  cos  u  sin  v  -- . 

'^  di 

0  r=:  sinS  cosp  sinu  sinv 

,  dv  , 

—  coso  cos p  sinu  cosv  —. 

do 

Mnltiplicirt  man  die  erste  dieser  Differential^^lei- 
chung-en  durch  sin  u  cos  v ,  die  zweite  durch  cos  u  sin  v, 
und  zieht  beide  Ton  einander  ab^    so  fallt  das  Diffe- 

dv 

rentialverhältniss  —  heraus,  und  man  findet, 

do 

0  z=zcosi  sinp  cosv  sin u -^ sini  cosp  cosu  sinu  cosv* 

—  sin  d  cosp  sin  u  cos  u  sin  v* 
oder  wenn  man  die  beiden  letzten  Glieder  zusammen- 
zieht und  durch  sin  u  dividirt 

3)  0  =  cos  d  sin  p  cos  v  —  sin  9  cos  p  cos  u« 

Die  Gleichun^n  (2)  und  (3)  ^ben  wenn  sie  qua- 

drirt  werden, 

cosz* 
sinu*  = 


cosu* 


4cCos^*  cosp*  sin  v* 
cos9*  sinp*  cos^i* 


sind*  cosp* 
folglich  wenn  man  dieselben  zusammenaddirt, 
4)  AcosS*  sinZ*  cosp*  sinv*  =  cosz"*  sino* 
+  ^os  <J*  sin  p*  cos  V*  sin  «■• 
MultipUcirt   man   die  Gleichung  (3)  durch  cosv, 
so  wird        • 

cosd  sinp  cosv* 
cos  u  cos  «  =  - 


und  da  aus  (1) 

cos  u  cos  V  =s 

so  wird  auch 


«mS,  cosp 

cosz"  —  2sind,  sinp 
2cosd  cosp 


cosd  sinp  cosv*        cos  f."  —  2sin3  sinp. 

0)  ,    ^ =  — ■■    ^ z »wo 

sin  o  V      2cos  S 

cos z^  sinlt^^^  2sini*  sinp 


,i 


cos  V*   =s 


2c0s  i*  sin  p 


76 


2sinp  ' —  cosz"  sini 

Min  »»  =  ^     ^^     . 

2cos  o*  sin  p 


Substituirt   man   diese  Werthe   von«  cos  t>'    und 
sin  «•'  in  (4)  so  ]Lommt 

(2sin  p  —  cos  z"  sin  8)  (2sin  S  —  cos  z"  sin  p) 
=  cos  «"• .  sin  9  sin  p, 
oder  wenn  man  das  Product  entwickelt 

2sin  d  sin  p  —  sin  p^  cos  z"  —  cos  2"  sin  8"  =  0- 

Hieraus  ergiebt  «ich 

.    :i.        sinp{i  —  sinz) 
sino  =   


cos  z" 


sinp  (1  —  51/1108^)  _  sin  p  (1  —  sin  72^) 

"~  cos  108°  "^  —  cos  72*! 

Es  findet  daher  die  kürzeste  Dämmerung  immer 
bei  einer  südlichen  Declination  der  Sonne  statt  y  so 
lange  die  geographische  Breite  p  nördlich  ist. 

Man  kann  die  Formel  auch  noch  für  die  nume- 
rische Berechnung  etwas  besser  darstellen  5  denn  man 
hÄt 

1  —  sin  72"*  =  (cos  36"  —  sin  36**)* 
cos  72°  =  (cos  36°)"  —  (sin  36^)^ 
folglich 

l  _  sin  72°         CQS  36°  —  sin  36° 


cos  72°  cos  36°  +  sin  36* 

1—  tangSß''         sin  9" 
=  — -^ r =  ^ =  tang  9° 

1  +  tang  36°         «/»  81° 
folglich 

sin  8  i=  —  sin  p.  tang  9°- 
Für  die  kleinste  Dauer  der  bürgerlichen  Dämme- 
rohg  erhält  man  auf  ähnliche  Weise 
sin  i  =  —  sin  p.  tang  3i**. 

§.   104. 

Wir  wollen '  annehmen  es  sey  p  ssz  Ql^  32'^    so 
bat  man 

,^      —sinp  =  9.80375» 
tang  9*^  ^  9.19971 

iiifi  8  s±  9.09346  n 
8«~7'r30". 


.  Diese  Declination  hat  die  Sonne  am  2«  Man  nnil 
am  11.  October. 

tang  9  sr  9.09691  m 
—  tang  p  =  0.09991  n 


cos  9  =  9.99663. 
co$p  =  9.79383 


sini 
rinp 

cosiT  =  9.19682 
*"  =  80»  56' 
=  9.09346 n 

=  9.89375 

50 

CO 
CO 

8.98721  n. 

COM  108''  = 

1 

—  0,09710 

—  0,30902 

—  0,21192 

9.32617  n. 
9.79046. 

979046 


coss"  =s        9.53571», 


*"  =  110**.  4'.  50'. 


folglich  #"  —  s'  =  29**  S',  oder  in  Zeit  1  St.  57', 
-welches  für  die  angeg^ebene  Polhöhe  die  kleinste  Dauer 
der  Dämmerang  ist. 

§.   105. 

Bei  dieser  Auflösnng  der  Aufgabe  über  die  klein- 
ste Dauer  der  Dämmerung  haben  wir/ die  Refraction, 
so  wie  die  Aenderung  der  Declination  der  Sonne, 
-während  sie  sich  Aom  Horizont  bis  zu  18"  Tiefe  be- 
"wegt,  ganz  vernachlässigt.  Man  kann  diese  kleinen 
Grössen  aber  um  so  eher  vernachlässigen,  da  diesel- 
ben in  bei  weitem  engern  Gränzen  eingeschlossen  lie- 
Sen,  als  die  Ungewissheit  der  Tiefe  der  Sonne  unter 
em" Horizont  beim  Ende  der  Dämmerung,  da  man 
aus  den  vorigen  Angaben  §.  100.  sieht,  oass  die  Be- 
obachtungen um  4^  von  einander  dififeriren.  Ber- 
nou«lli  hat  sich  fünf  Jahr  mit  der  Aufl(>sung  dieser 
Angabe  beschäftigt. 


§.     106. 

Man  kann  die  Dauer  der  Dämmerung  für  jede 
Declination  der  Sonne  auf  folgende  Art  sehr  leicht 
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ttähemiigsweiie  beüimmen.    Man  setse  in  der  Ftmnel 
(§•  102.) 

COM  9*  COMP*  siniOr^sy  cot4(*^  — O* 

=  i  €0$  «"•  COM  i  (tT—  /)• 

+  *w»(*^— «V  [icoiKr  —  $in9  iinpy. 
da  4  («^  —  O  ziemlich  klein  ist ,    statt  des  Sinns  den 
Bog^en  selbst,    indem  man   die  Potensen  welche  das 
Quadrat  übersteigen  weglässt    Setst  man  dann 
l(f  —  sO  =  r»  »o  wird 
yy(co»J*  cosp^  +  %cos  z"*  —  (icotü^ — sinS  tiitp)*) 

=  icosz''*. 
Der  Factor  von  r^   lässt  sich  auch  so 
cos(^— '^)  cos(jf-\'9)  4"  cosz^  stitS  swip. 
folglich  wird 


2r  = 


—   cos  £" 


^cos(p — 3)  cofO^-f"^)  +  cos z'  sind,  sinp 

Will  man  die  Dauer  in  Zeitminuten  haben ,  so 
muss    man   noch   den  hinter   dem   Gleichheitsseichea 

stehenden  Bruch  mit  ■  multipliciren  •    so    dass 

also  der  constante  Factor 

206265  ,, 

=  —  — ^  cosz'^ 

900 
wird.    Dies  beträgt  70' 82,  wovon  der  Logarithme 

=  1.85016  ist. 
SetKt  man  z.  B.  ;;  =  51^  32',   J  =  —  7°  7'  30'',  so 
erhält  man        2y  =  113  Minuten 
welches  nur  vier  Minuten  von  der  genauem  Berech- 
nung §.  104.  abweicht. 

§.    107. 

Wenn  die  Sonne  zu  Mitternacht  nicht  mehr  die 
Tiefe  von  IS""  unter  dem  Horizont  erreicht,  so  findet 
die  immerwährende  Dämmerung  statt,  indem  man 
dann  selbst  um  zwölf  Uhr  des  Nachts  einen  heilen 
Bogen  am  nördlichen  Horizont  erblickt. 

Bezeichnet  man  wie  ge\^Öhnlich  die  Breite  des 
Ortes  durch  p^  die  Declination  der  Sonne  durch  J^ 
so  wird  zu  dieser  Erscheinung  erfordert ,  dass  9Q« 
-^  S  —  p  nicht  grösser  als  18^,   also  zeigt  sich  dfe^ 


.   Diese  Oeclination  hat  die  Sonne  am  2«  Mämund 
am  11-  Oc  tober. 

tang  d  =r  9.09691  H 
—  tangp  =  0.09991 » 

cos  i  =  9.19682 
/'  =  80**  56'  50" 
sind  =  9.09346 n  cos9  =:z  9.99663. 

Hnp  =  9.89375  cosp  =  9.79383 


8.98721/1.  9.7904y8 


—  0,09710 
cos  108*  =  —  0,30902 

—  0,21192 


9.32617  n. 
9.79046. 


eoss'  =r        9.53571»,  «'  =  110".  4'.  50". 

f<^lich  *"  —  *'  =  29"  S\  oder  in  Zeit  1  St.  57', 
-wdches  für  die  angegebene  Polhöhe  die  kleinste  Daner 
der  Dämmerang  ist. 

§.   105. 

Bei  dieser  Auflösung  der  Aufgabe  über  die  klein- 
ste Dauer  der  Dämmerunff  haben  wir /die  Refractioii, 
so  wie  die  Aenderung  der  Deolination  der  Sonne, 
während  sie  sich  Tom  Horizont  bis  zu  18"  Tiefe  be- 
w^rt,  ganz  vernachlässigt.  Man  kann  diese  kleinen 
Grössen  aber  um  so  eher  vernachlässigen,  da  diesel- 
ben in  bei  weitem  engern  Gränzen  eingeschlossen  lie- 
Sen,  als  die  Ungewissheit  der  Tiefe  der  Sonne  unter 
em^Horizont  beim  Ende  der  Dämmerung,  da  man 
aus  den  vorigen  Angaben  §.  100.  sieht,  oass  die  Be- 
obachtungen um  4*  von  einander  difTeriren.  B er- 
neu« 11  i  hat  sich  fünf  Jahr  mit  der  Auflösung  dieser 
Angabe  beschäftigt. 

§.     106. 

Man  kann  die  Dauer  der  Dämmerung  für  jede 
Deklination  der  Sonne  auf  folgende  Axt  sehr  leichjt 


> 
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Erde  eine  Ku^I,  oder  wenigstens  ein  Körper  ist,  dcfr 
nur  ffering  von  der  Kugel  ab>yeicht  y  so  ist  e^  nicht 
möglich,  die  Lage  der  Oerter  und  die  Umrisse  der 
Länder  in  einer  Ebene  so  darzustellen,  dass  alle  Ent-» 
femnngen  auf  der  Oberfläche  der  Erde  und  der  Char- 
'  te  einander  genau  proportionirt  bleiben ,  und  man 
muss  sich  darauf  beschränken,  nur  im  Allgemeinen 
eine  Aehnlichkeit  zwischen  der  wirklichen  Lage  der 
Oerter  und  ihrer  Darstellung  in  einer  Ebene  zu  er- 
halten. Man  kann  diese  Darstellung  auf  verschiedene 
Weise  zu  Wege  bringen,  und  wir  wollen  zuerst  die 
einfachen  perspectivischen  Projectionen  yor- 
nehmen,  dann  aber  diesen  G'^enstand  aus  einem  ho- 
hem und  ailgemeinern  Cresichtspunkte  betrachten. 

§.   109. 

Das  Princip,  auf  welchem  die  sogenannten  per- 
spectivischen Projectionsarten  beruhen,  besteht  in 
folgendem :  Zuerst  denke  man  sich  aus  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  mit  irgend  einem  Halbmesser,  der 
der  Grösse  der  zu  entwerfenden  Charte  angemessen 
ist  eine  Kugel  beschrieben,  so  wird  diese  der  wirk- 
lichen Erdoberfläche,  da  wir  dieselbe  hierbei  als  eine 
wirkliche  Kugel  betrachten  können ,  concentrisch 
seyn.  Zieht  man  dann  nach  jedem  darzustellenden 
Punkte  der  Oberfläche  der  Erde  einen  Halbmesser, 
so  schneidet  diesei*  die  zweite  Kugel  ebenfalls  in  ei- 
nem gewissen  Punkte,  der  die  Projection  des  erstem 
seyn  wird.  "  Auf  dieser  zweiten  Kugel,  welche  der 
künstliche  Erdglobus  genannt  wird,  muss  dann 
eine  vollkommene  Proportionalität  der  Entfernungen 
zweier  projicirten  Oerter,  und  der  wirklichen  Ent- 
fernung statt  finden,  und  zwar  ist  das  Verhältniss, 
das  der  Halbmesser  der  künstlichen  und  natürlichen 
Ku^el.  Nachdem  auf  diese  Art  die  Oberfläche  der 
Erde  schon  einmal  abgebildet  ist,  nehme  man  im 
Räume  einen  {beliebigen  Punkt,  den  Augenpunkt 
an,  welcher  auch  auf  der  Oberfläche  der  Erde  oder 
in  ihrem  l9nern  liegen  kann,  nebst  einer  Ebene  auf 
welche  die  Projection  geschehen  soll,  und  ziehe  durch 
den  Augenpunkt  und  cue  zu  projicirenden  Punkte  der 
Kugel  gerade  Linien,    welche  Gesichtslini'en  ge^ 


81 

innt  werden.  Diese  Gesichtslinien  treffen  die  an^*« 
nnmene  Ebene  in  Punkten ,  weiche  die  Projectionen 
jr  wirklichen  Oerter  sind,  un,d  die  Darsteliuno^  der. 
rdoberfläche  in  einer  Ebene  oder  die  geographischen 
SPter  ausmachen. 

* 

§•     110. 

£s  kommt  nun  blos  auf  die  gehörig^liliage  des 
ogenpniiktes  und  der  Projectionsebene  an,  um  die 
»nstruetionen  so  einfach  als  möglich  zu  machen* 
1  Allgemeinen  wendet  man  vorzüglich  dreierlei  Ar- 
Q'von  Lagen  an,  welche  die  orthographische, 
ereographische  und  centrale,  Projectionsart 
Lsmachen.  Bei  der  orthographischen  Projectionsart 
idet  man  die  Projectionen  der  Oerter  auf  der  J5.u- 
tl,  indem  man  von  denselben  auf  die  Ebene  Perpen-» 
kel  herabfallt,  so  dass  diese  Methode  mit  der  ge- 
öhulichen  geometrischen  Projectionsart  überein-^ 
Lmmt.  Man  sieht  leicht,  dass  rücksichtlich  der  Xiage 
)B  Augenpunktes ,  diese  Projectionsart  eine  uneud-» 
che  Entfernung  desselben  von  der  Kugel  voraussetzt, 
I  alle  Gesichtslinien  einander  parallel  werden.  Die 
ereographisclie  Projectionsart  setzt  voraus,  dass  der 
ogenpunkt  sich  in  der  Oberfläche  der  Kugel  befin- 
jt,  und  dass  die  Projectionsebene  durgh  den  Mittel* 
iiit  der  Erde  geht.  Nimmt  man  den  Augenpunkt 
1  Mittelpunkte  der  Erde  an,  und  legt  die  Projec- 
onsebene  als  Berührungsebene  an  die  Kugel,  so  er* 
Ut  man  die  Centralprojection.  Letztere  wird,  vor* 
[glich  bei  Abbildung  kleiner  Theife  der  Erdober^ 
Iche  gebraucht.  Die  stereographische  und  orthogra« 
U8che  Projection  kann  entweder  Polar  oder  Aequa* 
real  seyn,  je  nachdem  das  Au^e  in  der  Erda^e  oder 
rer  Verlängerung,  oder  in  der  Ebene  des  Aequa* 
TB  liegt. 

§,     111- 

Aufgabe.  Die  orthographische  Polax^pro* 
)Ction  der  Erdkugel  zu  finden. 

Auflösung.  Man  bezeichne  die  Breite  eine» 
rtes  durch  p^    die  Länge   desselben  durch  It    lege 

6 
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durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  senkrecht  auf  die 
Axe  derselben  die  Projectionsebene ,  und  falle  auf 
diese  Ebene  von  dem  angegebenen  Orte  einen  Perpen- 
dikel; sein  Fusspunkt  ^iebt  den  projicirten  Ort  an. 
Um  dessen  La^e  zu  bestimmen,  setze  man  seine  b^ 
den  Coordinaten  x  und  y  die  vom  Mittelpunkte  dyr 
Erxle  aus  gezählt  werden,  so  dass  die  Abscissenlinie 
oder  die  Axe  der  ar,  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde, 
und  die  Ilbjection  eines  im  ersten  Meridiane  liegen- 
den Punktes  geht.  Man  hat  dann,  wenn  man  durch 
r  den  Halbmesser  der  Kugel  bezeichnet 

X  =^  r  cos  l  cosp 
y  =  r  sin  l  cos  p. 
Setzt  man,  die  Breite  der  Oerter  constant ,  so  li^- 

Sen  alle  diese  auf  einem  Parallelkreise,  und  man  ßn^ 
et,    indem  aus  beiden  Gleichungen  der  Länge  l  eli- 
minirt  wird 

XX  4"  yy  ==  rr  cos  p'^^ 
folglich  sind  die  Projectionen   der  Parallelkreise  ^ndi 
wieder  Kreise,  und  der  der  Breite  p  correspondiren» 
de  hat  den  Halbmesser  r  cosp,  ■  '■ 

Eliminirt  rtian  den  "Winkel  ;?,  so  wird 

y  =  X  tang  L 
welches   die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,    die 
mit  der  Abscissenlinie   den  Winkel  Z  macht;    es   »bad 
daher  die  Projectionen  der  Meridiane  gerade  T  iiwiiyn. 

§.    112. 


Aufgabe.      Die    orthographische  Aequ- 
jalprojeclion  zu  finden. 


A 
tore 

Auflösung.  Man  lege  die  Projectionsebene 
durch  die  Pole  der  Erdkugel  so ,  dass  sie  dieselbe  in 
demjenigen  Meridian  schneidet,  den  man  für  den  er? 
«ten  angenommen  hat.  Die  Erdaxe  nehme  man  all 
Abscissenlinie  an,  und  darauf  senkrecht  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  die  Axe  der  y ;    man  hat  dann 

.  X  =  r  sin  p 
y  =  r  cosp.  cosL 

Aus  der  Gleichimg  x  =  r  sinp  sieht  man,  dass 
die  Projection  der  Parallelkreise  eine  gerade  Läni« 
wird,  die  von  der  den  Aequator  vorstellenden  gera- 
den Linie  den  Abstand  r  sinp  hat. 


I  ' 
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TVenn  man  aus  den  beiden  Gfeiclhungen  die 
TÜsse  p  eliminirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  füi" 
ie  Projection  der  Meridiane 

yy  +  ^^  coJ  ^^  =  ^^  ^^^  ^'9 
»l^lich  sind  die  Projectionen  der  Meridiane  Ellipsen, 

eren  halbe  grosse  Axe   =  r,     und  halbe  ^kleine  Axe 

=  r  cos  l  ist.  /  ^ 


'S 


§.    113. 

■    Aufgabe.       Die    stereographische    Polar- 
rojection  zu  finden. 

Auflösung.  Man  lege  die  Projectioni^ebene  so 
rie  bei  der  orthographischen^  Pollfprojection  durch 
en  Mittelpunkt  der  Erde  senkrecht  auf  ihre  Axe,  so 
Hss  sie  die  Aequatorsebene  bildet,  setze  den  Augen- 
onkt  in  ein^n  der  Pole ,  z.'  B.,  den  Südpol ,  und  ie^e 
£e  Abscissenlinie  so,  dass  dieselbe  düfch  den  Mittel- 
ankt  der  Erde  und  die  Projection  eines  im  ersten 
(eridian  liegenden  Punktes  gehju  Zieht  man  nach 
rgend  einem  Punkte  der  Oberflache  der  Erde  dessen 
breite  =;7  ist,  eine  Gesichtslinie,  so  macht  diese  mit 
ler  Erdaxe  einen  Winkel  der  dem  halben  Comple- 
aeoti  der  geographischen^  Breite  gleich  ist ,  also  =  45 
-^^p  f  da  nun  die  Entfernung  des  Auges  von  der 
*i%jectionsebene  dem  Halbmesser  der  Kugel  gleich 
st,  weiche  wir  dui*ch  r  bezeichnen,  so  wird  die  !Ent- 
emnng  des  Durchschnittspunktes  der  Gesichtslinie 
ttit  der  Projectionsebene  vom  Mittelpunkte,  oder  dem 
Lnfangspunkte  der  Coordinaten '  durch 

r.  tang(iö  —  i p) 
usgedrückt  werden ,  folglich  sind  die  Projectionen 
ler  Parallelkreise  selbst  Kreise-  Will  man  die  Pro- 
ection  für  südliche  geographische  Breite  haben ,  so 
lat  man  in  der  vorigen  Formel  nur  statt  +  /?f  —  p 
iu  setzen.  Legt  man  ferner  durch  einen  Meridian 
md  den  Mittelpunkt  der  Erde  eine  Ebene,  so  fallen 
üle  nach  den  auf  diesem  Meridian  liegenden  Oertem 
MOffsne  Gesichtslinien  in  diese  Ebene,  iind  da  der 
Wr^chnitt  dieser  Ebene  mit  der  Projectionsebene 
)ine  gerade  Linie  ist,  so  folgt,  dass  die  Projection 
&des   Meridians  eine   gerade  Linie   seyn  wird',    die 


84,     . 

nfiit  3er  Abscissenlinie  einen  Winkel  macht,    der  der 
JLänge  ies  Meridians  gleich  ist.  >  • 

?•  114- 

Aufgabe.     Die  stereographlsche  Aeqna- 
toreaiproffection  zu  finden. 

Auflösung.  Die  Projectioiisebene  werde  durch 
die  Erdantonnd  den  ersten  Meridian  gelegt,  und  das 
Auge  erh^tlW  seine  Stellung  in  dem  Aequator  der  Erde 
in  einer  Länge  von  90**^  oder  "von  270**,  je  nachdem 
n^an  den  Theil  der  Erde  von  180  bis  360^  oder  von  0* 
bis  180°  projiciren  will.  Man  ziehe  in  der  Projectionf-: 
ebene  senlirecht  auf  die  Erdaxe,  die  Axe  der  7*^  und 
lasse  die  Axe  der  o:  mit  der  Erdaxe  zusammenfallen.  £s 
sey  nun  (Fig.  5.)  O  das  Auge,  C  der  Mittelpunkt  dfer 
Erde,  xCjr  die  Projectionsebene ,  in  x  der  Nordpol,  L 
ein  Ort  auf  der  Oberfläche  Ber  Erde,  dessen  geogpraphl- 
«che  Breite  LD=  Pf  und  Länge  yD  =  l  iat^  in  F 
schneide  die  vom  Auge  ^nach  den  Ort  L  gezi 
Oesichtsliiiie  OL  die  Projectionsebene,  so  dass 
Darstellung  des  Punktes  L  in  der  Charte  ist. 
hat  man  den  Winkel  LOC  =  i  LCE ,  nnd  da 
cosLE  i=  co$LD  cos  DE 

=  cosp,  sinl  ^      .. 

lerner  LCE  ==  LE,  m  wird  auch  *      >^ 

cos  2 LOC  ^=  cos  p.  sin  L  ■ 

Aus  der  Trigonometrie  weiss  man  aber,  dass 

rr^n           r^  —  '^^^  2L0C 
lang  LOC  =  y 

^  1  +  cos  2L0C. 

«nd  da  im  Dreieck  FQC 

CF  =  CO.  tangFOC  =  r.  tangLOC. 
«o  wird  auch 

1  -^-cosp^  «Wlü* 
Ferner  hat  man 

FG  ==^  X  =  CF.cosFCx. 
GC  :=  y  =:  CF.  sinFCx. 
und.  da   der  ebene  Winkel  'FCx  durch  den  ftpUuri- 
achen  LEx  gemessen  wird,  so  ist  ebenfalk 
X  =  CF.  cos  LEx 
y  ==  CJK  smLEx. 
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Man  hat  im  sphärischen  Dreieck  LDE 

sin  DE  =  tang  LD.  cot  LED    oder 

cos  l  =K  tang  p.    fang  LEx 

folj^UcIi  hieraus 

-'  sin  p,  K ' 

cosLEx  =  —  , 

V^l  —  cosp^  sinl* 

.    -  —  cos  p  cos  l 

smLEx  =  ■       ■ 

V"l  —  cosp^  sinL* 

Es  ersieht  sich  also  nach  den  gehörigen  Substi- 
ItttiKicn  und  Zusammenzieliungen: 

r  sinp» 


X  = 


1  +  cosp  sinl 
r  cosp  cosl  * 

•^  1  +  cosp,  sinl 

Unat  am»  diescfn  beiden  Gleidiiungen  die  Natur  der 

Projectionen  der  Paralletkreise  und  der  Meridiane  zu 

bestimmen,    muss  man  zuerst  l  und  hierauf  p  etimi- 

mr«ii^      Man  dividire  beide  Gleichungen  durch  ein^ 

ander  9.  so  kommt 

y  tang  p 
gosl  =  und  hieraus 


^xx  cosp^ — yy  sinp* 
sinl  ==    '  — —  • 

X  cosp 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Glei-^ 

^ung,  so  erhält  man 

r  siap*. 
1  ==        i      —    alsa 

X  -f-  yxx  cos  p^  — yy  sin  p* 

xs  eosp^-^yy  sinp^  =  (r  sinp  —  x^^ 

Entwi^elt  man  das  hintere  Quadrat  und  dividirt 
dann  die  ganze  Gleichung  durch  sin  p'»  so  wird 

r 

XX  +  yy  =  2x rr^ 

sin  p 

also  wiird  die  Projection  des  Paraltelkreises  ein  Kreis^ 

da   d&  Coefficienten   von  xx  und  jyy    einerlei   sind. 

Sein  Mittelpunkt  lieget  auf  der  Axe  der  Xy   d,  h.   auf 

der  Projection  der  Erdaxe,    weil  Jedem  Werthe  von 

X  zvfei  gleiche  aber  entje^ngesetzte  Werthe   von  y 


*  ■•. 
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zugehören.  Um  den  Halbmesser  des  Kreises  und  die 
Lage  seines  Mittelpunktes  zu  bestimmen,  setze  man 
y  =  0,  so  erhält  man  'für  x  zwei  Werthe 

r  (1  +  cos  p)         r  (1  —  cos  p) 

5m  p  sin  p 

Ihre  halbe  Summe  giebt  den  Abstand  des  Mittel- 
punktes des  Parallelkreises  vom  Mittelpunkte  der  Erde 

r 

=    •■■      ■)  und  ihre  halbe  Differenz  r  cotp 
sin  p 

giebt  den  Halbmesser  des  Kreises. 

Die   Gleichung    cos  l  =  2—    giebt  auch 


cosp  = 


'^xx  cos  i^  '\'yy 

folglich  wenn  dieser  Werth  in  die*  Formel 

r  cos  p  cos  Z. 

1  -f-  cosp  sin  l, 
gesetzt  wird ,    so  erhält  man 

'^xx  cos  Z*  -}-  yy  +  y  ^^^  ^'  =  ''  c^*  ^»    oder 
:ra:  +  ^>^  =  rr  —  2yr  tang  l. 

Die  Projectionen  der  Meridiane  sind  also  eben- 
falls Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  der  y 
liegen,  und  man  erhält  durch  dasselbe  Verfahren  als 
bei  den  Parallelkriisen  angewendet  wurde,  indem 
man  nur  hier  x  =  0  annimmt,  die  Entfernungen  de» 
Mittelpunkts  der  Projection  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  =  —  r  tnngh 

und, den  Halbmesser     =  r  sech 

Das  negative  Vorzeichen  beim  Abstände  deutet 
an ,  dass  der  Mittelpunkt  auf  der  Seite  genommen 
werden  muss ,  welche  links  von  Cx  liegt ,  wenn  L 
sich  rechts  davon  befindet,  und  umgekehrt. 

§.    115. 

Aufgabe.     Die  Centralprojection  zu  finden. 

Auflösung.  Mau  setze  das  Auge  in  den  Mitr 
telpunkt  der  Erde,  und  da  man  gewöhnlich  nur  klei«- 
nere  Stücke  der  Erdoberfläche  auf  diese  Weise  dar- 
stellt, so  lege  mau  die  Projeclionsebene  berührend  an 
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aeu  Ort  der  Ku^el ,  der  ungefähr  in  der  Mitte  de« 
L  projicirenden  Stückes  liegt.  Die  geographische 
•eitc  dieses  Ortes  sey  j)^  und  den  hindurchgehenden 
eridian  kann  man  für  den  ersten  nehmen.  Ein  je- 
T  Meridian  liegt  in  einer  Ebene  die  durch  zwei 
inkte  des  Merimans  und  den  Mittelpunkt  der  Erde 
iht,  und  da  in  diesem  Punkte  zugleich  das  Auge 
^,  so  -werden  die  Projectionen  der  Meridiane  gera- 
j  Linien  bilden,  welche  sich  auf  der  Projections- 
>ene  in  demjenigen  Punkte  schneiden,  der  die  Pro- 
ction  des  Pols  ausmacht.  Wir  wollen  die  Projec- 
in  des  enten  Meridians ,  der  durch '  denC'Berüh- 
ingspunkt  feht,  als  die  Abscissenlinie  betrachten, 
id  den  Anfing  der  Coordinaten  in  den  Berührungs- 
inkt vorleben.  Nehmen  wir  nun  einen  andern 
pt  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  an ,  dessen  geogra- 
dsche  Breite  j)  und  Länge  l  ist,  und  bezeichnen  den 
iTinkel,  den  die  nach  aiesem  Ort  aus  dem  Mittel- 
inkte der  Erie  mit  der  n^ch  dem  Berührungspunkte 
izo^enen  Linie  macht,  durch  9^,  und  den  Winkel 
eichen  der  dirch  diese  beiden  Oerter  gelegte  gross- 
Kreis  mit  den  ersten  Meridian  macht,  durch  f*,* 
»  sieht  man  leicht,   dass 

X  z=  r  tang  (p  cos  ft ,        y  =  r  tang  ((>  sin  (t  • 
yn  muss.     Es  ist  aber  auch 

co$<p  =  sin  p  sin  p*  -^  cosp  cos  p'  cos  L 

cos  p   sin  l 
sin  ft  =   • 

sin  <p 

Hieraus  folgt, 

.    ,        sin  u.  siatp»  cos0  —  sinp*  sinp* 

stnl  =  . — ^ ^,   cosl  = ; 

cos  p.  ,cosp  cosp' 

Qnadrirt  man  beide  Gleichungen  und  addirt  sie 
iMmmen,  so  wird 

cosp^  cosp'^  ==  00*9^*  — *lcos<p  sinp  sinp' 
+  sinp"^  sinp'^  +  sin  ^^  sin(p^  cosp^. 
att  cosp^  cos  p'^  setze  man 

1  —  sinp^  —  sin  p'^  +  sin  p^  sin  p*. 
>■  wird 

1  —  sin  p^  —  sin  p'^  =  cosfp""  —  2cos  <p  sin  p  sin p\ 

^  -f  .sf/ift*  sin(p^  cosp'^^    oder  auch 

sinp^ — 2cos(p  sinp  sinp'  =  1 — cos(p^ — sinp'"^ 

—  sin  ^^  sincjf)^  cosp'^. 
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*     •  l 

Addirt  man  auf  beiden  Seilen   cat0*  Mp^*j    so 
kann  man  die  Gleichung^  auch  so  schreiben 
sin  p*  —  2co5  (p  sin  p  sinp   »4-  cos  (p^  sinp^ 

==s  sin (p*  —  sinp*  +  <^05 ^*  w« ;»'*  —  sim<p^  cosp** 

4"  ^^(*"  sin<p*  cosp**         • 
£s  i&t  aber 
«Ä^« — sinp*  +  CO* 9^*  «i/iT?'*  — sinf^  €Osp''^:=^Q 
atHk.    sinp  =  cos(p  sinp'  -\'  sinfp  cosp'  cof^i* 
Aus  den  beiden  Gleichungen 
X  =z  r  tang  f  cos  fi^        y  =*  r  fang  <p  sin^t^ 
erlütlt  mßn 

cos  (p  SÄ    Ir  ^^ 

rr  -^^  XX  -f-  yy 

coJtfft  =ss  '    ■   -«     folglich  w^im  diese  Wertho 

in  vorige  Formel  substituirt  werden^    lo  kommt 

sinp  "^rr  +  arx  -^yy  =  r  jm  p'  +  cosp\  x     oder 

wt  p'  yy  Ä=  arj?  (cosp**  —  sinp*)^  rr  [sirf  p'^  —  sinp*) 

-f-  2rx  sinp"  cosp'. 

Dies  ist  die  Gleichung  der,Projection   eines  Pa* 

rallelkreises 7  und  man  sieht  daraus,  dass  dieselbe  im 

Allgemeinen  ein  K^^lschnitt  ist.     Ubi  die  Natur  der- 

.^,  selben  etwas  genauer  zu  untersuchen,  w«^>llen  wir  den 

Anftmgspunkt   der   Coordinaten'  in  denjenigen   Pankt 

verlege»,,   in  welchem  die  krumme* Linie  die  Absciflr 

«enltnie  triiFt. 

Man  bezeichne  diesen  Wer th  von  x  durch  §,  se 
hat  man  zur  Bestimmung  dieser  Grösse,  weil  y  =  0 
YfiM     0  =  ^i{cosp'*  —  sinp'')  +  rr  (sinp* —sinp*) 

4*  2r  ^  sin  pl  cos  p\ 
Zieht   man   diese  Gleichung  von  der  obem   abj^ 
und  setzt  x  —  §  =  «,      so  wird 

yysinp*  ==  (?  +  24)^  {cosp'^  —  sinp^) 
4*  2tr  sin  p'  cos  p\ 
Die  Gleichung  für  %  giebt 
%((C0f|>**-r-Mnp*)  +  rsinp'  cösp"  s=  ±  ^mp  €€tsp^ 
Ml^         Ik  _         "^     ^i/g  2p"  ±  sin  2p 

2      cosp"*  —  «np* 
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Hieraus  ergiebt  sich,   je  nachdem  man  das  obere 
Icr  das  untere  Zeichen  niifimt  und  reducirt        • 
-  4  =  —  .r  tang{p'  +  p) 
5  =  -f  r  iang(p  —  p') 
id  wir  müssen  den  zweiten  als  den  kleinen  Werth 
shmen,  der  eine  positive  Grosse  für  4  angiebt.     Ver- 
itteJst  dieses  Werthes  von  4  kommt 
yy  sin p^  =  2tr  [sin p'  cos p'  +  sin(p — p)  cos(p -J- p")] 

-}-  tt  co$(p  +  p")  cos(p  —  p")  P 

nd  man  weiss,  d[ass  die  Natur  des  Kegelschnitts  von 
m  Coefficienten  von  tt  abhängt. 

Ist  p  ^  p'  >  90^,  so  wird  der  Coefficient  ne- 
liiv,  also  die  Projection  eine  Ellipse  ^  ist  p  +  P' 
^90**,  so  wird  sie  eine  Hyperbel,  wenn  p  +  p' — 90* 
»  wird  sie  eine  Parabel.     Ein  Kreis  entsteht,  wenn 

cosijp  +  ;?')  cos{p  —  p^  =  —  iin  p^ 
so  cosp'  =  0,  d.  h.  p'.='  90**  ist.     In  die^sem  Falle 
ird  die  Projectionsebene  den  Pol  berühren. 


§.   116. 

Eine  der  merkwürdigsten  Linien  auf  der  Ober- 
äche  der  Erde  ist  die  in  der  SchiüTartli  nothwendige 
>xodromische  Linie  Q^o%o(;  schief  und  ^^o\3lo(;  der 
^uf).  Diese  Curve  ist  von  der  Beschaffenheit,  dass 
e  die  Meridiane  unter  einem  jmd  demselben  Win-. 
d  durchschneidet  ^  sie  gehört  also  zu  den  in  der 
otalytischen  Geometrie  bekannten  Trajectorien.  Ge- 
:hieht  der  Durchschnitt  des  Laufs  des  Schiffs  mit 
nn  Meridian  unter  einem  rechten  Winkel,  so  ist 
le  loxodromische  Linie  ein  Parallelkreis  oder  der 
eqiDiator  selbst,  in  jedem  andern  Falle  aber  wird 
iese  I^nie  kein  Kreis  seyn  können.  Wir  wollen 
im  die  Beschaffenheit  dieser  Linie  genauer  unter« 
ichen«   • 

§.    117. 


Hat  man  die  Gleichungen  zweier  geraden  Linitn 
Räume 
y  :=i  ax  ^  h 


\x  ^h\       y  =  Ax  +  Bl 

i'x  +  vy\    z  =  Ax  +  -B'^' 


90  , 

und  bezeichnet  den  Winkel  welchen  beide  Linien  mit 

,  einander  bilden  durch  e, «so  ist 

1  -^  Aa  -\-  Aä 

cose  =  — -— 

P.Q. 

vro  der  Kürze  'wegen 

1  +   fla   +   fl V   =  PP 

i  +  AA  +  ÄÄ  =  QQ 
gesetzt  worden  ist. 

Sind  nun  die  erwähnten  zwei  Linien  berührende 
an  zwei  krummen  Linien  im  Räume,  so  wird,  wenn 
die  Coordinaten  der  ersten  durch  a;',  y,  z',  die  der 
zweiten  durch  x\  y%  ^'  bezeichnet  werden,     . 

dx'  dx' 

A^^      A  =.    ^ 
dx"  *  dx" 

folglich  wenn  man  das  Element  der  ersten   durch  &^, 

das  der  zweiten  durch  ds"  andeutet 

cos  e.  ds\  ds"  ==  dx'  dx''  +  df  dy  +  dz'  dz!'. 

Nun  sej  die  erste  Curve  der  Meridian,  die  zwei- 
te die  loxodromische  Linie,  und  man  beziehe  die  Co- 
ordinaten derselben  auf  drei  rechtwinklichte  Axen, 
die  sich  im  Mittelpunkte  der  Erde  schneiden,  so  dass 
die  Axe  der  z  die  Erdaxe,  die  Axe  der  x  in  der 
*  Ebene  des  Aequators  nach  den  Punkt,  dessen  Länge 
Null,  gezogen  ist.  Da  der  Meridian  entsteht  indem 
man  die  Kugel  vermittelst  einer  Ebene  schneidet,  die 
durch  die  Erdaxe  geht,  so  sind  die  beiden  Gleichun* 
gen  dess^ben 

x'x'  +  yy  +  z'z   =  rr,     y  =  ax' 
wo  r  den  Halbmesser  der  Erde,  und  a  eine  Constan-. 
te   bedeutet   die   durch  die  Lage  des   Meridians    be- 
stimmt wird.     Man  erhält  .hieraas 
dy  =       adx' 

dz'  =  -  dx'  (%  +  £) 

^  Z  Z"^ 

X 

=  —  dx'  (1  +  aa)  —  . 

z' 

ds'  =r  i/'dx'^  +  dy:  +  dz''' 
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=  dx*  ^f\  -|-  aa. 


V«'»  +  x'^  (1  +  aa) 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 
tos  e  ds\  ds"  =  dx'  dx"  +  dy  dy"  +  dz  dz% 
kommt,    indem  die  ganze  Gleichung  durch  dz!  di- 
lirt  und  durch  z*  multiplicirt  wird 

cos  e.  ds"  Vi  +  aa.     -/?«"+  x'"  (1  +  aa) 
=  z!  dx"  +  az'  df  —  (1  +  aa)  x'  dz\ 

Da  nun  aber  die  Bedingung  des  Durchschnitts 
iter  gleichem  Winkel,  für  alle  Meridiane  gelten  soll, 

muss  man  a  vermittelst  der  Gleichung  y  =  ax' 
imlniren.     Nach  dieser  Eliminatioct  darf  man ,    "weil 

den  Durchschnittspuukten  die  Coordinaten  an  bei- 
n  Curven  dieselben  sind,  statt  x\  y\  z\  die  andern 
,  y\  z  setzen,  und  um.  die  Accente  zu  vermeiden, 
uUen  wir  die  Coordinaten  der  loxodromischen  Cur- 
\  blos  durch  x,  ^,  z  bezeichnen.  Man  erhält  da- 
urch  ihre  Differentialgleichung 

cos  8,  ds  yyy  +  xx.    y^xx  -4-  yy  -f"  zz 
=  z  (xdx  -f  ydy)  —  (xy  -f  yy)  dz. 

Die  loxodromische  Curve  liegt  auf  der  Kugel ,  also 
Jt  für  dieselbe  auch  die  Gleichung 

XX  "4"  yy  -4"  zz  =  rr* 
ierdurch  verwandelt  sich  vorige  Formel,  in 

cos  e.  ds  yfrr  —  zz  ==  rdz. 

,    Setzt  man  nun 

^  X  =  r  cos  p.  cos  l 
y  ^=z  r  cos  p,  sin  L 
z  =  r  sin  p. 
odurch  der  Gleichung   der  Kugel   Genüge   geleistet 
ird,  und  substituirt  die  daraus  entspringenden  Wer- 
te in  voriffe  Formel,   so  wird 

cose  Yidl^  cosp^  ^  dp^)  =  dp. 
ler  wenn  man  aus  dieser  dl  sucht 

dp 
dl  =  tang  e.  ■         . 

cos  p 

Hiervon  ist  das  Integrat 

1  -4-  sin  p 

Isss  itangs  log  : —  +  Const. 

1 — mnp 
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Um  di«   Constante  zu   bestimmen,    sey  für  den 

Ort  der  Abfarth  des  Schiffes 

1  =  1,  p  =  p\    folglich  auch 

1  +  sinp     ,     _ 
r  =  i  tOHg  8.  log       ■     . — 7  +  Const. 

1 — sinp, 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorigeu  ab- 
zieht 

=    tflw^ e.  Zog .j,^    ,   r    ,^  • 

Für  den  Ort  der  Ankunft  des  Schiffes  aey  p  =  p"t 
l  =  r^  so  hat  man 

r  —  r  =  tange.  log  — ^~ !; — ^ 

^  aus  weicher  Gleichung  der  Winkel  e  bestimmt  wird. 


§.  118. 

Man  sieht  übrigens  aus  der  Gleichung 

cos  «.  d$  "^rr  —  ~zz  =  rdz 
dass  die  ioxodromische  Linie  rectificabel  ist.      Setzt 
man  statt  z  seinen  Werth  r.  sinp^  so  erhält  man 

CQ8% 

imd  wenn  man  zwischen  den  Gränzen  p  =^  j/  \m 
p  =  p"  integrirt,  so  erhält  man  die  ganze  Länge  des 
zurückgelegten  Weges 

s  =  r.  (p'  —  p').  sece. 

9 
t 

§.   119* 

Wenn  der  Unterschied  der  Polhohen  der  Oerttr 
sehr  .kleih  oder  wohl  gar  Null  ist^  so  lässt  sich  die 
Form^  für  den  zurückgelegten  Weg  nicht  in  der 
Gestalt 

s  =  r.  See  t  {p"^  —  p") 
anwenden,    weil  dami  A^"  —  v'  »«he  Null  und  %ec%  ^ 
beinahe  unendlich  ist.    Mra  hat  aber  in  diesem  Fall 
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I 

tang{45  +  i  y")  ^  tang{^b  ^^  i  y'  +  i  (p"  —  p-)) 

tang{^b  +  J  pO  tangiVü  +  ipY 

p"  —  y' 
=  1  +   '- — ^   also 

cos  y 
tang(45  +  iyl  ^  y'  -  P 

tang(45  +  i  P)  ^^5  y' 

L  man  vre^en  der  vorausgesetzten  Kleinheit  Ton 
—  y\  alle  höhern  Potenzen  vernachlässigen  kann^ 
ergiebt  sich  daher 

V  —  V  ^.tangetJILL^ 


sec  e  == 


cos  p 

p'  —  p' 
cos  p  (r — n 

=  .        ,     ^    folglich-       • 

^  =  r  co^p'  (r  —  Z).  X 

§.    120. 

Dass  in  ^em  Falle,  wenn  die  beiden  Endpnnkte 
er  loxodromischen  Linie  unter  gleicher  Polhöhe  lie- 
niy  alle  Punkte  derselben  in  einem  Parallelkreise 
ch  befinden  9  lässt  siöh  leicht  folgendermassen  dar-* 
im.     Aus  der  Gleichung 


rfär  p"  =  p%      ^^Cf  =   °°  • 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichnng 
2  —  Z    =  f ÄWi:  e   Zog  — ~> !_ir  / 

)  ergiebt  sich  \ 

'^S 777~rT~"/v  =  0     und  hieraus 

tmgCiö  +  i  p)  =  tangHb  +  iy)y    p  =z  p'. 

§.      121. 

Es  segelt  ein  Schiff  von  Lissabon  nach  Rio  Ja- 
ürOy    man  fragt  unter  welchem  Winkel  sein  Lauf 
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die  Meridiane  durchschneidet,  und  wie  ^r06s  die 
Länge  dea  Weges  sey.     Man  hat  hier 

r   =      11°  28'  45"  östl.  von  Paris 
r  =      45^     5'    0' 
p'  ==  +  38*»  42'  24" 
f  =—22°  45   10''. 
Zuerst  nehme  man  iii^  Formel 

_ V  —  V 

''"^^  "  log  tang(45  -j-  4  p")  —  log  tang(i5  +  4  pj 
wobei  man  bemerken  muss ,  dass  die  im  Nenner  ste-* 
henden  Logarithmen  natürliche  sind.  Man  kann  sich 
aber  der  brig^schen  bedienen  y  wenn  man  den  Zahler 
Z"  —  Z'  mit  dem  Modulus  m  =  0,43429  .  .  .  multi- 
plicirt^  ferner  muss  Z"  —  Z'  in  Theilen  des  Halbmes- 
sers angegeben  werden;  daher  \ erwandle  man  diese 
Grösse  in  Secunden,  und  dividire  sie  durch  206265- 
Man  hat  also 

log  tang  e  =  log{V'  —  Z')  +  tog  m  —  log  206265 

—  log  A.  ^ 

^o  A  den  Nenner  des  Bruches  andeutet,  und  die  da- 
selbst zu  nehmenden  Logarithmen  als  briggsche '  be- 
handelt werden.  Nimmt  man  die  beiden  vorkom- 
menden Constanten  Logarithmen  zusammen ,  so  ergiebt 
•ich  die  Formel 

log  tange  =  Zo^CZ''— Z')  +  4.32336— (10  +  Zog A). 

Im  vorliegenden  Falle  hat  man 

V'  —  l'  =  33°  36'  15"  =  120975" 

45  +  4;?"  =  33°  37'  25' 

45+4;»'    =  64°  21'  12' 

A  =  —  0,49584,  e  =  152°  48'  35".  uf - 

Um  den  Weg  zu  bestimmen  hat  man 

cos  & 
Drückt  man  hierbei  ;?"  —  p'  auch  in  Secunden 
aus  und  setzt  r  =  860  Meilen,    so  ist  die  Formel 
log  »  =  log(p''  —  p')  +  7.62007  —  10  —  Zog  cos  e 
anzuwenden. 

Man  Jiat  im  angegebenen  Beispiel 
p"  — p'  =  —  61°  27'  34"  =  —  221254" 
also  s  =  1037  Meilen. 
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§.    122. 


Bei  ^allen  in  den  frühem  Para^aphen  angege- 
benen Projectionsarten '  der  Ej^doberfläche  wird  die 
loxodroniische  Linie  eine  Projection  haben,  deren 
Natur  nur  durch  eine  trausscendente  Gleichung  ansge- 
drückt  werden  kann.  Da  es  aber  für  die  ScTiifFfarih 
nothwendig  ist,  dass  der  Lauf  des  Schiffes  schnell  be- 
ftiinint  und  durch  Zeiclinung  auf  eine  leichte  Art  in 
die  Charten  eingetragen  %yerden  könne,  so  musste 
man  atif  ein  Mittel  denken  solche  Charten  zu  ver- 
fertigen j  bei  denen  die  loxodromische  Linie  durch 
die  eiiAchste  Zeichnung  nämlich  durch  eine  gerade 
Linie  oargestellt  werden  konnte.  Man  nennt  diese 
Art  von  Darstellung  Mercator's  Projectiousme- 
thode,  und  die  Gierten  selbst,  Seecharten  oder 
reducirte  Charten.  Man  sieht  leicht,  dass  bei 
dieser  Art  von  Darstellung  der  Erde  ziigleich  alle 
Meridiane  und  Parallelkreise  gerade  Linien  seyn  wer- 
den, indem  sie  selbst  zu  den  loxodromischen  Curven 
gehören. 

§.   123. 

Die  Differentialgleichung  einer  geraden  Linie, 
die  die  Axe  der  y  unter  einem  Winkel  e  schneidet, 
ist  bekanntlich        dy  =  cot  s,  dr. 

Nun  war  die  Differentialgleichung  der  loxodro- 
Linie  auf  der  Kugel 

dl  =  fange, . 

und  man  wird  im  Allgemeinen  die  Grössen  l  und  p 
als  Functionen  der  Coordinaten  x  und  y  in  der  Ebene 
darstellen  können.  Wir  wollen^ .die  Abscissenlinie  als 
die  Darstellung  des  Ae^juators  annehmeq,  und  den 
Anfang  der  Coordinaten  in  dem  Punkte  festlegen,  in 
welchem  die  Darstellung  des  ersten  Meridians  die 
des  Aequators  schneidet.    Wir  setzen  ferner 

dl  =   ctdx   -4"  6dy 

-^  =  a'dx  +  6'dy. 
co$  p 

WO  oi^  6j  a'^  6^  im  Allgemeinen  Functionen  von  x  und 
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y  seyn  können,  die  nur  so  beschaffen  seyn  müssen, 
dass  die  Grössen  adx  +  ^dy^  a'dx  -j-  ^^dy  voilkoiiir 
mene  Differentiale  sind.  Setzt  man  diese. an^nom- 
menen  Werthe  in  die  DiSOTerentialgleichung  der  loxo- 
dromisdhen  Curve,    so  erhält  man 

adx  +  6dy  ==  tang  e  (a'dxi  +  ^'^y)*     oder 

a'  lange  —  u' 

dy  =  -1 dx^ 

o  —  o'  tang  t 

welches  die  Differentialgleichung   der  Darstellanip  dtf 

loxodromischen  JLinie  in  einer  Ebene  ist. 

Spll  diese  Gleichung  für  eine  gerade  Linie  gritei^ 

die  durch  dy  =  dx.  cot  e  ausgedrückt  wir4  y  /«o  mam 

6  —  6'  tang  e 

-— =  tang  e 

a'  tang  e  —  a 

seyn,  oder  wenn  man  den  Bruclj  anflösst 

6  —  6'  tang  e  =  a'  tang  e"  —  a  tang  ir. 

Da   diese  Gleichung   für  jeden  beliebigen  WerÜi 

von  tang  e  richtig  seyn  soll  ^  so  muss 

6  =  0,  a'  =  0,     a  =  6' 

seyn.    Hierdurch  gehen  die  beiden  Forn^eln 

dp 

dl  =  adx  +  6dyy      =  a'dx  +  ^^äy^ 

cos  p 

in  diese  über 

dp 
dl  =  ädXj         — ^   =  ady. 

cos  p 

Aus  der  Bedingung  der  Integrabilität  dieser  bei- 
den   Gleichungen    ergiebt  sich   sogleich,    dass  a'einft 
constante  Grösse  seyn  muss^    man  hat  also 
l  ==  aXf      log  tang{^b  -f-  i  p)  =  ay. 

Die  hinzuzufügenden  Cdnstanten  kann  man  wfif- 
lassen,  da  wir  yoraussetzten ,  dass  für  Z  ==  0,  x  r=s^ 
und  für  p  z=i  0^  y  ^;Q  seyn  sollte.  Man  sieht ,  diwi. 
die  Längengrade  alleT  einander  gleich  werden  ,  im 
Breitengracle  aber  ungleich ,  und  die  Darstelhing 
selbst  kann  sich  nie  bis  zum  Pol  erstrecken,  da  fOx* 
p  =  90^9  log  09  =  09,  also  auch  y  unendlich  wird» 

§.   124. 

Die  Darstellung  der  Oberfläche  der  Erde  in  einer 
Ebene,  lässt  sich  aber  unter  einer  allgemeinem  Austobt 
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Bässen,  als  die  der  perspectivischen  Projectioi^n 
,  zu  welchen  schon  die  zaletot  angegebene  Projec- 
»nsmethode  des  Mercator  nicht  mehr  gehört,  da 
in  keine  "Stelle  für  das  Auge  angeben  kann,  aus 
Blcher  die  Parallcll^reise  un<i  Meridiane  zugleich 
i  gerade  Linien  erscheinen. 

Die  ersten  allgemeinern  Untersuchungen  haben 
gestellt,  Lambert  in  seinen  Beiträgen  zum 
ebrauch  der  Mathematik,  Euler  in  den 
jtersburger  Commentarien  für  das  Jahr  1777, 
ägrange  in  den  Berliner  Memoiren  für  das 
hr  1779,  und  aus  dem  allgemeinsten  Gesichtspunkte 
a  n  f  6  in  einer  von  der  königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Copenhagen  gekrönten  Preisschrift, 
B  in  den  von  Schumacher  herausgegebenen 
itronomischen  Abhandlungen  sich  befindet. 

§.    125. 

Da  eine  geograplüsche  Charte  nichts  anders  is^ 
s  «ine  regelmässige  Darstellung  der  Erdoberfläche, 
»  könnte  man  die  Verzeiclmung  der  Meridiane  und 
irallelkreise  in  der  Ebene  nach  irgend  einem  durch 
ne  analytische  Formel  ausärückbaren  Gesetz  bestim- 
en,  und  hierdurch  die  Lagen  der  verschiedenen 
erter  in  der  Charte  eintragen,  so  dass,  wenn  x  und 
die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  sind, 
5r  einem  Punkte  auf  der  Erdoberfläche  entspricht, 
sssen  Länge  =  l,  und  Breite  =/?  ist,  im  Allgemeinen 

o  <p  und  ij/  zwei  ganz  williührliche  Functionen  an- 
i^n,  gesetzt  werden  kann.  Wollte  mah  aber  in 
xv  Auswahl  der  Formen  dieser  Functionen  ganz  will- 
ihrlich  verfahren,  so  könnte  die  grösste  Deformität 
itatehen,  so  dass  die  gegenseitiffe  Lage  der  Oertcr 
i  der  Darstellung,  von  der  wahren  auf  der  Ober- 
ifaßhe  der  Erde  so  abweichend  wäre",  dass  man  nicht 
n  Stande  seyn  würde  ^  die  Umrisse  der  I^änder  wie- 
er  zu  erkennen. 

§.   126. 

Man  muss  daher   zur  gehörigen  Bestimmung  der 
innen     dieser    Functioiien  ,.  noch    ein   Princip    zum 
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Grtmde  le^n,  welches  dahin  abzweclt,  üe  Gestalt 
4er  Länder  auf  der  Charte  der  auf  der  Erde  so  äfan» 
lich  SU  machen  als  nao^Iich.  Eine  vollständige  Aehn- 
lichkeit  würde  wie  schon  §.  108.  erwähnt  ist  in  dem 
Falle  statt  finden  ^  w#nn  die  Erde  eine  abwickelunn- 
fähige  Fläche  wärej  da  ne  aber*eine  solche  nicht  ist, 
so  mtiss  man  wenigstens  so  viel  zu  bezwecken  sn^heo, 
dass  unendlich  kleine  Stücke  der  Erdoberfläche,  de- 
cen  auf  der  Charte  ähnlich  werden,  so  daas  der 
Grundsatz  einer  Aehnlidikeit  in  den  kleinsten  Hei- 
len als  Leitfaden  bei  der  Verfertigung  von  Darstet  * 
lungen  der  Erdoberfläche  angenommen  werden  kaniii 
Anck  nach  dieser  Einschränkung  wird  die  Au^be ' 
iioch  unbestimmt  bleiben,  da  man  nur  die  Form  der 
Function  bestimmt  erhält,  aber  nicht  ihre  Beschafibi- 
.hett  selbst;  allein  wie  man  dieselbe  dann  auch  an- 
nehmen mag,  so  wird  man  doch  nie  eine  missgestat 
tete  Abbildung  der  Erdobierfläche  erhalten. 

§.  127. 

VVir  wollen  uns  nun  mit  der  Untersuchung  über 
die  aus  diesem  Grundsatze  abzuleitende  Form  der 
Functionen  beschäftigen.  Zu  diesem  Endzweck  den- 
ken wir  uns  auf  der  Erdoberfläche  drei  einander  un- 
endlich nahe  Hegende  Punkte,  so  bilden  diese  auf  der 
"Oberfliäche  der  Erde  ein  unendlich  kleines  geradlin»- 
tes  Dreieck;  diesen  Punkten  werden  drei  andere  in 
der  Darstellung  in  der  Ebene  entsprechen,  die  eben- 
falls einander  unendlich  nahe  liegen  und  ein  srerad- 
XLnij^es  preieck  ausmachen;  beide  Dreiecke  luinnai 
als  die  Flächienelemente  der  respectiven  Oberflad» 
angesehen  werden.  Sollen  nun  diese  Dreiecke  einafr*. 
der  ähnlich  seyn^  so  müssen  die  Winkel  in  demsel- 
ben einander  gleich,  folglich  die  den  gleichen  VWn- 
keln  gegenüberstehenden  Seiten  ehiander  propoTÜoitiil 
werden.  Bezeichnet  man  also  ein  Linearelement  der 
Oberfläche  der  Erde  durch  ds,  und  auf  der  Charts 
durch  d<y ,  so  wird  v 

ds  ^  da"  ^=:  1  ^  m» 
seyn  müssen,  folglich 

do"  =  fnds, 
und  wenn  m  eine  constante  Grosse  seyn  konnte  ^    jd 
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4Üe  Aebniichkeit  vollkommen  seyn.    Man  kann 
m  das  Vergrössernngsverhältniss  nennen. 

§.    128. 

Indem  man  die  Erde  als  einen  Körper  ansi^t, 
der  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Fieur  um  eine 
Axe  entstanden  ist,  wird  der  Meridian  durch  die  er- 
xeo^nde  Curve  dargestellt  werden,  und  die  Parallel- 
kreise  unter  rechten  Winkeln  durchschneiden.  Dies 
iS^t  sich  leicht  auf  folgende  Art  beweisen.  Wir  be- 
liehen die  Oberfläche  des  Revolutionskörpers  auf  drei 
rechiwinklichte  Axen,  wovon  wir  die  Axe  der  z  mit 
der  Drehungsaxe  zusammenfallen  lassen,  und  die  A^^u 
der  ^  und  y  durch  irgend  einen  ihrer.  Punkte  senk* 
recht  auf  dieselbe  ziehen.  Sind  nun  die  Coordinaten 
eines  Punktes  x^  y^  Zf  ao  wird  der  Abstand 'desselben 
von  der  Axe  durch 

ausgedrückt,  und  dieser  Abstand  bleibt  für  alle  Punk- 
te, welche  gleichen  Abstand  von  der  Ebene  der  Xj  y 
haben,  derselbe.  Der  letztere  Abstand  ist  aber  nichts 
anders  als  die  Ordinate  z^  folglich  hängen  die  Aus- 
drücke z  und  XX  4"  yy  so  uiit  einander  zusammen, 
dass  wenn  der  eine  constant  ist,  auch  der  andere  con- 
staut  bleibt,  und  nothwendig  mit  der  Aenderun^  des' 
einen  auch  eine  Aendenmg  des  andern  verknüpft  ist. 
£s  wird  also 

XX  -}-  yy  ==  -F^' 
die  allgemeine  Gleichung  aller  durch  Umdrehung  ei- 
ner Curve  entstandener  Oberflächen  seyn,  wo  Jp^eine 
willkührliche  Function  bedeutet.  Nun  seyen  die  Co- 
ordinaten derjenigen  Punkte,  welche  auf  einem  Me- 
ridian liegen  x' ,  y\  z^  so  sind  die  beiden  Gleichun- 
.gen  welche  diese  Punkte  bestimmen 

iV  -j-  yy  =  Fz',        y'  =  ax% 
wo  a  eine  Constante  ist.      Bezeichnet  man  ferner  di6 
Coordifiaten  derjenigen  Punkte,   die  auf  einem  Paral- 
leUureise  liegen  durch  x'^,  y",  z",   so  sind  die  beiden 
Gleichungen  für  diesen  Paralleljcreis 

ar^'x''  +  yy  =  Fz'\        z''  =  6, 
indem  durch  £  eine  constante  Grösse. angedeutet  wird. 

7* 


I 

/ 
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Den  Winkel  e  den  zwei  Berührungslinirä  mit 
einander  machen  wird  nach  §.  117.  durch 

dx'  dx"  +  dy*  fiy  +  dz'  dz*' 

''''  = -dTTdF' — ; • 

Nnn  findet  sich  aber  aus  den  vorigen  Gleichungen 
dz''  r=  0,     x"  dx"  =  —  y"  dy"^    ^idx'  =^  dy^. 
nnd   wenn   man  die  beiden   letzten  Differentiale  mit 
einander  multiplicirt 

x»^'  dx'  dx"  =  —  y"  dy'  dy"  .  folglich 

dx'  dx"  +  dy  dy"  +  dz'  dz" 

^dy'  dy"  (i-  l!Ly 

^  ax  '  y 

Im  Durchschnittspunlte  des  Meridians  und  Pa- 
rallelkreises wird  aber  auch  y"  =  ax"^  und  daher 
hat  man        d^  dx"  +  dy'  dy"  +  dz'  dz"  =  0 

cose  =  0,     e  ==  90. 
also  durchschneiden  £iich  beide  krumme  Linien  unter 
rechten  Winkeln. 

Bezeichnet  man  die  geographische  Breite  im  all- 
gemeinen Sinnie  des  §•  59.  genommen ,  durch  p ,  den 
Krümmungshalbmesser  durch  p,.sö  wird  das  Element 
des  Meridians  =  pdp  seyn.  Nennt  man  ferner  die 
Lange  des  Ortes  Z,  seine  Entfernung  von  der  Drc- 
hungsaxe  il»    so   ist  das  Element   des  ParallelkrelMi 

.  Da  beide  Elemente  am  Orte  einen  rechten  Win- 
kel bilden,  so  wird  die  Entfernung  zweier  Orte  von 
einander,  defen  der  erste  die  Breite  Pf  die  Lä&ge  4 
der  zweite  aber  die  Breite*;?  +  dpf  die  Länge  l-^dl 
hat  durch 

« 

ds  :=  Vp?  dp^  +  RR  dl* 
ausgedruckt  werden. 

Nun  seyen  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Dar- 
stellung in  einer  Ebene,  x  und  y,  so  dass  dem  ersten 
Purste  auf  der  krummen  Oberfläche,  dessen*  Länge 
durch  l  und  Breite  durch  p  bestimmt  wird,  die  Co- 
ordlnal^  x  und  y ,  dem  zweiten ,  dessen  Lage  durch 
p  '\'  dp  und  l  -{-  dl  angegeben  wird,  die  Coordinaten 
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X  -\-  dx  und  y  -{-  dy  entÄprechen,  so  Aiyird  die  EnU 
Jernung'  der  dargestellten  Punkte 

dar  =  yfdx^  -j-  dy*, 
Substituirt  man  diese  Werthe  von  ds  und  Jcr,  ut 
die  Gleichung  der  =  mds  (§.  127.)  so  kommt 
dx^  +  dy^  =  mm  (^ppdp^-  +  RRdl^).    ' 

Die   Grössen   ^  und  R   bestimmen   sich  aus    der 
Natur    der   erzeugenden   Curve ,     hängen  daher  blpft 

von  p  ab,    und  der  Differentialcoefficient  rr    xxdi  dp 

multiplicirt ,  wird  .daher  ein  vollkommenes  Diffe- 
rential einer  bestimmten  Function  von  p  seyn,  ,die 
sich  in  jedem  besonderen  Fa^e  aus  der  Gleichung  der 
sich  drehenden  krummen  Linie  angeben  l^ässl.  Man 
nehme  der  Kürze  wegen 

^p  =  RdO ^        mR  =  Uf        so  wird 
dx^  +  dy^  ==  uu  Cd»^  -j-  dl^), 
und  man  muss  nun   x  und  y   als  Functionen  \on   & 
und  l  so  za  bestimmen  suchen,  dass  dieser  Gleichung 
Genüge  geleistet  wird. 

§.    130. 

'  üni  diese  Functionen  zu  finden ,  nehmen  wir  fol- 
gende £wei  Differentialgleichungen  an : 

äx  =  uqdd  -f-  utdli         dy  =  uq^dd  -f  ut'dl^ 
so  erhält  man  durch  '  Substitution  dieser  "Werthe  in 
der  Gleichung  des  vorigen  Paragraphs  ^  ^ 

dd^  +  dl^    =     Iqq  +  q'q')  d0» 
+     («   +   t't')  dl^ 
+  2(9«  +  ^V)  dd  dL 
Da  diese  GleichuM  für  alle  Werthe  von  d9^  und 
dlf  ohne  eine  gewisse  nelation  dieser  Differentia|!B  an- 
zunehmen,   statt  haben  soll,    so  muss  sie  i^jiitisch 
S6yn,t  folglich  muss  man  folgende  Relationen  anneh- 
men qq  +  q*q^  =  1      ■ 

tt  +    t't*    =   1 

qt  4-  qh'    =.0*  .^*'' 

-Kne«der  vier  Grössen  9«  «,   q\   tf  istlalso  wilir 

Kührlich,   da  wir  nur  drei  Gleichungen  für  dieselben 

haben,    und   wir  können  also   alle  vier   durch   eine 

neue  veränderliche  Grösse  so   ausdrücken ,    dass   die 
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drei  Gleichungen  wirklicli  erfüllt  werden.    Man.  sieht 
leicht,  dass  cueses  geschieht  indem 


l^etzt  wird. 


^'  =  +  cosky 


t'  =^  +  «Ml  5, 


§.    131. 

^A^IIierdarch  erhalten  Mie  sar  Bestimmnnj^  Ton   x 
nnc^  angenommenen  Düferentialgleichnngen  folgende 
ForV:         dx  =  u  sinl^  dO  —  u^.cos^  dl 
dy  =  u  cosi  dÖ  ^  ü'  sin  (  dU 
■'i  IVIan  setze  ferner  um  diese  zu.  integriren 
d  -]-  ü  z=  V  9  d  —  il  z=  w. 

wo  i  =  y  —  1,  so  wird 

dx  =:  i  u  sin  5  (dv  +  dw)  4"  b  '"  cos^  (dv  —  dw). 

idy  =  i  u  sin  5  {dv  +  dw)  +  i  iu  cos  %  (dv  -j-  dw) 
oder  auch 

dx  =  iu(sin^-{'icos^)dv  *{-  iu(nn^ — icos^dw. 

idy  =  J  z^(«m4  +  icos%)  dv,  —  iu{sin% — icos^  dw* 

Beide  Gleichungen  sind  integrabel,  wenn  man  an- 
nimmt,  dass^ 

u{sin%  +  i  cos%)  =  ^'v, 

u  {sUi  %  —  i  cos  §)  =  -^'w. 
wo   ^'y  ^^  zwei  willkührliche  Functionszeichen  sind. 
Setzt  man  dann  noch 

f<p'v»  dv  =' tpv,  S^'^*  dw  =  ij/u/. 

so  erhält  man  durch  Integration 

<pv  +  ij/u;  <pv  —  "^w 

,'V  2  -^  2i 

Sabstitnirt  man  hierin  statt  v  und  u/,  ihre  durch 
0  iind.J  ang^benen  Werthe,  so  kommt 

^         f(fi  +  ü)  +  'K»  —  »0 


.«  =; 


9)  (g  -f.  tQ  _  ^  (tf  —  a) 

2i. 


and  hiermit  ist  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  ao^Iös^ 
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§.  132- 

Mnliiplicirt  man  die  beiden  Gleichongeii 

u  (sin  4  +  i  co#  §)  =  fp^v  , 

u(siM  5  —  i  cos  iy  =s  ^'w^ 
mit  einander  und  bemerkt,   da» 

(m  ft  +  *  co#  4)  (*J^  5  —  i  CQ»Ky 

=  ««  4*  *f-  CO*  ft*  =  1» 
MT  erfaäk  man 

und  da  M  =»  MÜt  so  ergebt  sich 

Ä. 

wodsrdi  da»  Yergrüsserungsverbältnüs  gefnodoB  vird« 


§.   133. 

Sollen  die  beiden  Gleichnn^en  (§.  131*) 
dx  =s  u  ein%  dO  —  u  cos  §  dl. 

dy  =z  u  COM  %  da  -^  u  sin  t^  dl 
wirUich  int^^abel  fteyn,    so  ist  bekannt,    daM  man 
Ar  die  Coemcienten  von  dß  und  dl   folgende   Glei-« 
chiufeii  Indien  mn^sr 


wf.  u  'in^N    wi»  u  cos^ 

<r^)  '  +  ( 


de 

d.  u  cot  I 


) 


dl    J        \  \     de 

oder  wenn    man    i&ß    angezeigten    Differentiatioiieft 
wirkKdbi  ansfohrt 


=  +  (^'*«  +  "**(i)- 
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Multiplicirt  man  die  ersf^  durch  sin%y  die  zweite 
durch  cos^  und  addirt  die  Producte,  so  kommt 


ydu^  /'d%^ 


Multiplicirt  man  die  erste  durch  cos^,  die  z-wei- 
te  durch  sin  5,    und  giebt  die  Producte  voa  einander 

ab,  so  erhält  man 

,  Nun  war  aber  u  ^  mRf  wo  m  das  VergprÖMe- 
rungsverhältniss,  und  R  eine  Function  von  d  ist  j  soll 
daher  das  Vergrösserungsverhältiüss  ein  eonstaate» 
seyn,   so  wird 

(du>.  dR  j^du^         _         . 

doy  dd'  ^diy 

folglich  gehen  die  beiden  vorigen  Gleichungen  in  4ic- 
se  über : 

\ddJ        '  ^ddJ  dd 

DifFerentiirt  man  die  erste  nach   l,    die   zweite 
nach  d^  und  eliminirt  auf  d^ese  Xrt  §,  so  wird 

d.  =;=  0,     oder  wenw  man  integrirt; 

Rdd 

— —  =  Const. 
Rdd 

Da  ferner  aus  §.  129« 

.  .  RdO  =  qdp 

und  letzteres  das  Element  des  Meridians  ausnacbt, 
so  folgt  j  dass  unter  der  Voraussetzung  eines  coistan- 
ten  Vergrösserungsverhältnisses ,  der  Meridian  der' 
Erde  eine  solche  Linie  seyn  muss,  in  -^v'elcher-  der 
Abstand  von  der  Axe  der  Länge  selbst  proportional 
steht ;  dieses  ist  die  Eigenschaft  der  gerader  Linie, 
und  die  Erde  pwürde  in "  diesem  Falle  ein  gerader  Ke- 
gel seyn.  Bei  der  wirklichen  Beschaffenheit  der  Irde 
ist  es  also  unmöglich,  eine  Darstellung  ihrer  Ober- 
fläche so  zu  machen,  dass  das  VergrösserungÄverlält- ^ 
niss  ein  constantes  wird. 
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§.    134. 


Es  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  man  für  x  rmdy 
reelle  Werthe  haben  will,  80  muss  man  die  beiden 
Functionen  (p  und  tj/  s^  annehmen,  dass  wenn  man 
in  der  einen  statt  +  '»  —  *  setzt,  daraus  die  andere, 
entsteht.  Man  hat  aus  den  beiden  Gleichungen  §.  131. 
vvenn  man  die  untere  mit  i  multipiicirt  und  dann 
)eide   zusamn^enaddirt 

X  -{-  iy  =  <p{d  -j^  il) 
üso  muss  X  dem  reellen  und  y  den  in  i  multiplicir- 
;en  Theile  der  Function  gleich  gesetzt  werd^. 

Nimmt  man  z.  B. 

cpCd  +  il)  ==  ae-^^  +  '^^ 
wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  und 
*  eine  Constante  bedeutet ,   so  hat  man 

X  J^  iy  =  Äi5-(ö  +  »05 

ttun  ist  aber  bekanntlich     e      "  =  cos  l  —  i  sinlf 
folglich  auch     x  -{-  iy  =;:  ae"^^  (cos  l  —  i  sinl, 
und  hieraus         a:  =  +  a.  e  •"  ^.  cos  L 

y  =  —  a.  e^^  sinL 
Nimmt    man    an,     die   darzustellende   Oberfläche 
«ey  eine  Kugel,    so  hat  man  um  die  Grösse  0  zu  be- 
stimmen die  Gleichung  (§.  1290 

pdp  =  RdO  . 
und  da  für  diese  Oberfläche   p  constant  ist,    und  der 
Abstand  jedes  Punktes  von  der  Axe,    dessen  Breite  p 
ist,    gleich  p  cosp  wird,    so  hat  man  indem  dieser 
Werth  statt  R  gesetzt  wird 

dp  =  dd.  cosp* 
folglich  wenn  man   auf  beiden  Seiten  durch  co^p  di- 
vic&rt,  und  dann  integrirt 

0  =:  log  tangQi5  +  i P)* 
Man  erhält  daher 

^""^  ==  Z /.^   .    X    N  =  tang(i5  —  ip) 

tan^iib  +  ip) 

und  hierdurch  .^ 

X  =  Ä  tang^h  —  ip)  cosl 

y  ^=^  a  tangl^ö  —  ip)  sinl  ^  ■   ■'  ■ 

welche  DarstelluBgsart  die  stereographiscbe  Pol«k*pro- 
jection  giebt. 
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I 

§.  135. 

um  das  VeiygMerangaYerhültni««  an  findvn  hat 
man  die  Gleichung.  (§.  132; j 

yrW(Ö  +  ü).  ^'{0  —  0) 

„=. R— V 

Non  ist  im  TOrli^nden  Falle 

9>(«  +  iZ)  =  ae-(*+ «0 

ij/ («  —  i7)  =  ar  -  <<' - '■'> 
folglich  'wemi  man  differeatürt 

•  »p'id  +  U)  =  —  ««-(<*  +  «'^ 

^\>'{e  —  il)  =  —  ae-i^  -  «'ö    und  hierau 
m  =) 


ae-^ 

■"— 

a 

a 

P 

,t«ng(45  — 
cosp 
1 

ip) 

R 

2.  co»(45  - 

■ip)' 

§.    136. 

Die  Darfftellongsarten  der  Oberfläche  werden  der 
Leichtigkeit  der  Constraction  meistens  so  gewählt, 
das»  die  Meridiane  und  Farallelkreise  gerade. Loiuen 
oder  Kreise  sind.  Da  nun  die  gerade  Linie  eben&IIi 
als  ein  Kreis  betrachtet  werden  kann  y  der  mit  ua- 
endiich  grossen  Halbmesser  beschrieben  ist,  so  kaim 
die  Darstellungsart  der  Meridiane  und  Farallelkreise 
als  gerade  Linien,  gleich  mit  in  der  Darstellnngsart 
derselben  als  Kreise  oegrüfen  werden,  und  wir  wol- 
len uns  jetzt  das  allgemeine  Problem  vorlegen :  Wi< 
müssen  die  Functionen,  welche  x  undy  ausdrückeiii 
beschaffen  seyn  ,  damit  die  Darstellungen  der  Me- 
ridiane und  Parallelkreise  in  einer  Ebene ,  Kreise 
werden» 

§.137. 


Beseidmef  man  die  Cooinlinaten  des  Mittelpiiiik* 
tes  des  Kreises  durch  a  und  b,    seinen   Haibmeüer 
dnrck  Ty  so 'wird  die  Gleichung  desselben 
(y  —  *)*  +  (JP  —  Ä>  =  rr 


i07 

seyn.  Um  mm  aber  eine  Gleicfaon^  für  den  Kreis 
SU  erbalten,  in  welcher  die  Coordinaten  a  und  b 
nicht  mehr  vorkommen,  difiereatiire  man  die  Torige 
Gleichung  £Mreimal,  indem  man  sowohl  dy  als  dx  als 
veränderlich  ansieht^  indem  beide  einzeln  als  Func- 
tionen der  Grössen  6^  /betrachtet  werden  müssen  $ 
hierdurch  ersieht  sich 

dy{y  —  b)  -j-  dx(x  —  a)  =  0 
dy*  4-  dLr»  -f  ddy{y—b)  +  ddx{x  —  a)  =  0 
eder  wenn  ma^  diese  beiden  mit  der  ersten  verbin- 
det, und  X  —  a^  y  —  b  eliminirt, 

{dx-  +  dy-^ 


dy  ddx  —  dx  ddy 
welche  die  verlange  Gleichunff  ist,    und  bekanntlich 
den  Ausdruck  des  Krümmungf^lbmessers  enthalt. 


§.    138. 

Nun  war  allgemein 

dx  s=  u  sin  %  dO  ^^  u  cos  ^  dl^ 
dy  ^=z  u  cos  %  dd  -{-  u  sin  %  dU 
So  lan^e  man  auf*  einerlei  Meridian  bleibt  ist  l 
constant,  also 

dx  =:  u  sin  ^  dO  f  dy  z=  u  cos  %  dd^ 

und^  hieraus  durch  Differentiation 

Man  erhält  daher  / 

d^ 
dy.  ddx  —  dx.  ddy  =  u«  dd^  ^-i)   ' 

(ßy*  4-  db:«)4  z=:  u*  dd^ 
folglidi   wenn   man   den   Halbmesser   des   Meridians 
durcb  Jf  bezeichnet  ^ 

1  •   ^-  ■  "^  - 

üf  s  if«     ,^  ■ ,    oder  4il  oftcb..^§.  ISS*- 


+. 


y^aaJ 
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r  (^)  =  (S)'  •'  '^"^  *"'•* 


1  1         rdu 


§.   139.  '     /    • 

Für  die  Parallclkreise  ist  6  constant,    da  d  ron 
der  Breite  p  allein  abhängt^   folglich  n 

dx  =  -^  u  cos^  dl 
dy  =  — .  u  sin  4  dL 

■   Air  =  ^-C»co,|(|)+ «•««($)]. 

Jfe 


(iZr»  +  dy^)^  =  M»,/iZ\ 


Bezeichnet  man  daher  den  Halbmesser  des  Paral- 
lelkreises  durch  P,  so  wird   , 

P  =  — -—    und  da 

§.  140. 

1 

Setzt  man  o  =  — ,    so  hat  man  noch  einfacher 

u 

die^beiden  Ausdrücke 

l«iifc  /'^©N  1  .    ^d& 


■•  f  % 


Da  nun  JU  von  der  Breite  des  Ortes  nicht  ab- 
hangt, sondern  blos  von  der  Länge,   P  hingegen  eine 


inction  von  0  aTiein  seyn  muss,  weil  der  Halbmes- 
r  des  Parallelkreises  blos  von  seiner .  Entfernung 
»m  Aeqnator  abhängt,  so  folgt,  dass 

jn  wird.     Beiden  Bedingungen  leistet  die  Gleichiing 

ddtB  ^ 
)  =  0,    vollkommen  Genüge,  und  die  beiden 

mctionen  9^,  ^  müssen  dieser  Form  geuuLss  be- 
inmt  werden*  / 

§.  141. 

Man  hat  aus  §.  132. 

uu  =  (f>'{6  +  i£).^-^'{0  +  i7); 
so  vrenn  mau 

tst .'  SO  kommt 

o  =/(<?  +  iiy    F{d  —  il). 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  noch  ^,  so  wird 

id  diese  Gleichung  nochmals  nach  l  düTerentürt 

—  £/(<?  +  i7).    J-'-C«  —  il). 

Da  wir  ferner  die  Bedingung 

(ddo  -v 
dddl)  "^ 
eftinden  haben ,  so  muss 

/'(g,+  »0  ^  F'(0  ^ü) 


werden. 


I 
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§•   142. 

Im  Allgemeinen  ist  der  vor  dem  GleichlKtitaKei- 
cben  stehende  Theil  eine  Function  Von  ^  -{-  il»  der 
hinter  demselben  befindliche  eine  Function  von  B — ü^ 
sollen  nun  beide  Ausdrücj^e  gleich  seyn ,  so  dürfen  in 
jedem  der  beiden  Ausdrücke  die  veränderlichen  Gros- 
sen d^  l  gar  nicht  mehr  vorkommen,  sondern  diesel- 
ben constant  seyn. 

Bezeichnet  man  daher  durch  n  eine  •  constante 
Grösse,   so  wird 

fXO  +  z7)    '  F'\d  —  ü) 

f(9  +  il)  '    F(ß  —  ü)  - 

und  diese  beiden  Gleichung^en  bestimmen  die  Forqaen 
der  Functionen  y»  Ff  una  dadurch  werd0n  auch  die 
der  Functionen  9^,  ^  bekannt 

§.   143.  #  '  ' 

Nimmt  man  der  Kürze  Mregen 
.  /(ß  +  il)  =  z,        Ö  +  £Z  =  »» 

to  wird  ans  der  Gleichnn? 

/'(»  +  ü)  ddz 

— '         :  =  fif    oiese^  andere: •=  n- 

i{d  +  i7)  ,        zdv* 

an  multiplicire  auf  beiden  Seiteh  mit  T^zdx^  so 

dz*  ddz 
wird        2  ■        ■  ■  ==  2nzdZf        also  integ^irt, 

^  dz"^ 
-r-     =  a  +  WZ*. 
€ft;*  .  . 

Hieraus  ergiebt  sich  von  Neuem 

dz 
dv  s=  —  ' . 

ya  '\-  nzz 
wovon  bekanntlich  das  Integral 


•/«       L        v«        J     v» 

ist.     Geht  man  TOn  den  Logarithmen  tu  den  Zahlm 
über,    «owird  *  • 


in 

Mao  findet  ans   dieser  Gleichnng   indem  man  z 
sucht 

§.     144.      . 

Qnadrirt   man    diesen   Ansdmck,    und  bemerkt, 
das6  nach  §.  141  und  143«, 

1 

— ,  -=  ^t;,    so  hat  man 

4bbn  i 

fv  =  — — .  I 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  •  dv  und 
int^rirt,  so  kommt,  da 

2hbyfli  1  . 

^  e'^^'^  —  bb 

folglich,    wenn  statt  v  sein  Werth   /?  +  iZ  restituirt 
wird 

^(^+j7)  =  _1 JL..    i +c. 

§.     145. 

Der  leichtern  Behandlung  dieses  Ausdrudks  we- 
gen, müssen  wir  denselben  auf  die  Form  P  -{-  iQ  re- 
äncireh«     Man  hat  bekanntlich 

'    folgUch 
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^ 1 ■^■-    • 

~  «20 yfn ^^^21  Y-n^bb  +  i  e^^" sin2l  V*i» ' 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  dieses  Bra- 
ches durch 

e  ^^  ^"^  cos  21  Vn  —  hb  —  i  t^^^""  sin  21  yTn  / 
80  kommt 

1 

«20  V^ cos 2r  V«  —  hb] 


giß  V^  _  2bb  «2Ö  V"»  cos  u  V«  4-  »V 


^ "/»  sin  21  yfn 


rt» 


folglich  wenn  man  der  Kürze  wegen 

2ß:^^  =  rif        21  V^n  =  X    setzt,  so  wird 

«  e^^  — 2Ä^«^co^Z  +  i* 

.   22>äV^  ß^  sinl 

I.     ■  r         — ^ 


e^'i  —  2bbe^  C05Z  +  fr** 


§.  146. 

Die  andere  Function  <^{0  —  zZ)  lässt  sich  auf  die« 
selbe  Art  finden,  und  man  sieht  aus  dem  ganzen  Ver-  ? 
fahren,  dass  um  -^{0  —  il)  zu  erhalten,  man  nur  in 
dem  Ausdrudt  von  9^(^  +  iZ),  statt  +  f,  — i  zu 
setzen  braucht,  und  im  Allgemeinen  statt  der  coa- 
stanten  Grössen  ä,  3,  c,  drei  andere  a\  b'j  c'  einführt 
Da  aber  wenn  x  und  y  reelle  Grössen  seyn  sollen, 
die  beiden  Ausdrücke     •  \ 

<P(^  +  il)  +  ^(^  -  «)  <f>(0  +  il)  —  ^d  —  it)    * 

2  2f  * 

ebenfalls  reell  seyn  müssen,    so  ergiebt  sich  sogleich,- 


• 
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dass  die  Conslanten  a^  b\  d  den  Constanten  Hf   i|  c 
gleich   seyn  müssen. 
Man  erhält  dann 

Si^V^/T             e'^  coaX  —  hb 
X  =        . .  4.  c. 

a  €^^—2hbe'^cosX^h'' 

y  ^z-^  .     ^^ _., 

a  e^''  —  2bbe'^cosX'\'b^ 

§.    147. 

Diese  Werthe  von  x  und  y  sind  noch  nicht  die 
allgemeinsten,  welche  man  aus  voriger  Auflösung  ab- 
leiten kann,  indem  nur  drei  Constauten  in  denselben 
vorhanden  sind,  da  der  Nalur  der  Sache  gemäss 
sechs  willtührliche  Constanten  in  diesen  Werthen 
enthalten  seyn  müssen.  Dies  kam  aber  daher,  weil 
vrfr  die  Grössen  a^  b^  c  als  reelle  betrachteten;  allein 
es  verhindert  nichts ,  dass  wir  dieselben  nicht  als 
imaginär  ansehen  können.  Wir  setzen  £U  diesem 
Zweck 

a  =^  A  (cos  a  -4"  i  sin  «) 
bb  =^  JB  (tos  6  +  1  sin  6) 
c  =  C  (t  OS  7  -|-  i  sin  y) 
und  substitniren  diese  Werthe  in  dem  Ausdruck  von 
fiß'\'  '0  §•  144.  so  kommt,  wenn  wie  §.  145- 

2h  yfn  =  Tj,  21  ^n  =  X, 

der  Kürze  wegen  gesetzt  wird, 

^{d  +  il)  =  Cicosy  +  i  siny) 
2B{cos6'\- isinS)       _  1. 


A (cos a  -f  1  sin a)  ^V+i^ _ B(cos S-^isine) 

Nun   ist  aber,    wenn  man  die   imaginären  Aus- 
drücke gehörig  reducirt 

cosö  +  i  sin6  x    1     .    •  zä-       n 

=  cos(6. —  ol)  +  i  sin(6  —  a) 

cos  a  -f-  2  sin  et 


eV  +  i^  _  B(cos6  +  i  sin  6) 
e'TcosX  —  B  cos6  —  i («^  sin X  —  B  sin S) 

«2^  ^  BB  ^  2e^  B  cosQX  —  6) 

8 
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CM  6  -^  i  $in  6 


— — ^ . «       0  ^ — -^— 

cosa  -j-  I  sina      c^  +  '^  —  B(cos6  +  i  «n  6) 
e^  cos(X  —  fi  -f-  a)  —  B  cox  ft 


e^  —  ^e^  B  cos(X  —  6)  +  ÄÄ 
,     ^^  *i/i(X  —  ß  +  a)  —  -S  «i/i  a 


e^V  —  OgV  Bcos(k—6)  +  jB» 
Setzt  man  diesen  letztern  Ausdruck 

30  erhält  man 

^(d  +  i7)  =:  C  cosr  —  p^yii 

A 

2Ä 


+  »[C«/«y  +  ß~V^]. 


§.  148.  ' 

• 

In  diesem  Ansdmck  von  ^  {0  -^  il)  sind  seclis 
Constanten  enthalten,  nämlich  A^  B^  C»  a,  £,  f^, 
folglich  brauchen  >rir  in  dem  noch  zu  suchenden  Auf- 
druck der  Function  -^{0  —  il) ,  die  ganz  auf  dieselbe 
Art  gefunden  wird  und  sich  nur  durch  die  Constan- 
tea  und  den  Factor  —  i  statt  +  i,  von  <P(^  +  *0 
unterscheidet ,  keine  neuen  Constanten  anzufahren, 
sondern  bJos  statt  -|-  i,  —  £  zu  setzen.  Hätte  man 
aho  bei  den  drei  Integrationen  die  zur  Auffindung 
der  Function  T}^(f?  —  n)  nothwcndig  sind,  «tatt  der 
drei  Grossen  /i,  Z^,  c  die  in  der  Function  9^(^  -f-  ^0 
vorkommen,  die  drei  andern  a\  h\  d  eingeführt ,  so 
wird  rt'  5=  -4  {co^  a  —  i  sin  a) 

b'V  =  B  (cos  6  —  i  sin  S) 
d  ^=>  C  (cos  y  —  i  sin  y) 
und  hierdurch 

<^{ß  —  iV)  =  C  cosr  —  P—Vn 

a 

~  i  [C  sin  y  +  Q  —  V»]  • 
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§.   149. 


Da  nnn  aas  §.  131> 

9>(ö  +  «)  +  ^(»-i7) 


X    5= 


2 

^(/>  +  ,7)  -  ^(g  -  ,7) 
y _  . 

SO    erhält    man    durch    Einführung    der    gefundenen 

Werthe 

nß      _ 

X  ^  C  cosy  —  P  ^  yfn. 

y  ==  C  nny  -^r  ü  -J  Vn. 

und  diese  beiden  Gleichungen  geben  alle  Darstellnn- 
gen  einer  durch  Umdrehung  entstandenen  Oberfläche, 
iivrenn  die  Darstellung  in  den  unendlich  kleinen  Thei- 
len  ähnlich  seyn,  und  zugleich  die  Parallelkreise  und 
Meridiane  durch  Kreise  aargestellt  werden  sollen. 

§.   150. 

Wir  haben  aus  §.  143.  die  Gleichungen 

f{d  +  ü)  =  z 
d  -j-  il  =  V 

2b  yn. 
und  wtan  wir  bedenken,   dass 

e  V«  =  i  »j ,  l  V«  =  i  X. 

so  erhalten  wir 

2b  yn 
Setzt  man  hierin  statt  -|-  i,  —  i,  und  statt  af  bp 
resp.  a\  b\  so  kommt 

I(^t  -  il)  =  j£fL  le  •/,  n  -  V,  «i  _  A'i'«-  'A 1 4. '/,  a, 

2b\a 
Mnltiplicirt  man  diese  beiden  Functionen  y(Ö -f- ä) 
und  F{d  —  it)  mit  einander,  so  ergiebt  sich 

/(o  +  il),  F(.e  -  ,7)  == 

8* 
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Nun  ist  aber  (§.  147  und  148.) 
a  =^  A  (cos  a  -|-  z  sin  a) 
a    =  A  (co9  a  —  I  sin  a) 
hh  =  B  (cos  ö  -f-  »  ^^^^  ß) 
hb'  =  li  (cos  6  —  i  sin  C) . 
folglich 

^/'aa  =  ;< ,        bV  =  B. 
und  da  ausserdem 

^ ""  '^  ==  cos  X  —  i  sin  X. 
^+u  __  cQgX  +  i  sin  X- 
0O  wird  auch 

bb  e--^^  ==  B  [cos(6  —  X)  +  i  sm(6  —  X)]- 
b'b'e^^^  =  ^[coä(6  — X)  +  I  #i/i(«  — X)]. 
Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  ersHiebt  ddi 

f{e  +  ii).   F(d  -  ii)  = 

^    [e^  —  25  co^ß  —  X)  +  BB  #-^.     - 


44/1 


§.   151 


Vermitteist  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  das  Ver* 
^össeruujsverhältniss  m  finden  $  denn  man  hat  ans 
§.  132. 


m  = 


R 

und  da  nach  §.  141. 


^ff'{^  +  ,7)  = 


yr<^{t)  -  iL)  = 


1 


F{&—  il) 
so  'wird  anch 

1 

^  iJ./(^  +  il) .  F(d  —  27) 
^nd  wenn  man  hierin  statt   des  Products  der  beiden 
Functionen  den   im  vorigen    Paragraph    entwickelten 
Werth  substituirt^  so  kommt 

45/1  «^ 
RA(e'^*f  —  2e'fBcos{6-^X)^BB), 
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'     Aus  §.  147'  findet  man  leicht,   dm» 

e^  —  2«'  B  cw(6_X)  +  £B. 

_  1 

~  PP  +  QQ 
folglich  wird  auch 

R.  Ä 


§.     152.     , 

E«  16t  nun  noch  nothwendi^  die  Lage  der  Miitel- 
pnnkte  nnd  die  Halbmesser  der  Kreise  zu  besUmmen, 
yfelche  die  Darstellungen  der  Meridiane  und  Parallel- 
kreise  in  der  Ebene  angeben.  Man  hat  hiersu  aus 
§•  149-  folgende  zwei  Gleichungen: 

^  2P.B    ^ 

A 

y  =  C  w/|  y  +  ^^  V-n. 
oder  wenn  man  statt  P  und  Q  ihre  Wertihe  setzt 

X  —  C  COM  Y 

e^  coslx  —6  +  a)  —  B  cosa     2B    ^ 
=  —  -j i: 1 — i .   —  y^n. 

e^—ie'i  Bcos{X—6)  +  BB      ^ 
y  —  C  $iny 

g^  $in(X  —  g  +  g)  —  jr  tina      2£      - 

^       e^'f-^2e*^  B.cos(k—6)  +  BB*     A 

Qoadrirt  man  beide  Gleichungen  und  addirt  die 
Quadrate  zusammen,  so  kommt 

(ar  —  C  cos  y)*  +  (^  _  C  sin  y)* 
AltBn  1 


■•  •    ~, 


AA       e'^n  _  2«  ^  JB€jw(X  —  ff)  4.  jffJB ' 

Substitnirt  man   den   sich   aus    dieser  Gleichung 
ergebenden  Werth  von 

e'^  —  2e'^Bcos{X—S)  +  BB 
in  vorige  Gleichungen,   so  erhält  man 

X  —  C  cosy 

-    (x^Ccosyy  +  (y  —  CsinyY' 
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A 


.    le^  cosQX  —6  +  v)  —  cosa]. 


2BVn 

y  —  C  sin  y 


(x  —  c  cos  rY  +  (r  —  C  sin  rY 

=  ^       [«^  sinQ.—  6  4-  a)  ~  Ä  iina]. 

ZByTn 

§.    153- 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  vorigen  Gleichun- 
gen fiy  BQ  erhält  man  eine  Gleichung  die  aiuaer.jp 
und  y  blos  X  enthält,  und  daher  den  Kreis  fiir  irgend 
einen  Meridian  angiebt.  Hierzu  multiplicire  man  di« 
erste  Gleichung  durch  sin(X  —  6  -|*  a),  die  zweite 
durch  cos(X  —  6  '■\-  a)j  und  addire  die  Producte,  so 
kommt' 
{x — CcosY(sin(X — 6 +  «)  +  (>' — Csiny)  cos{X —  8+«) 

{x—C  cosyY  +  {y—CsinrY 

A 

.  sinQ*  —  6)     oder  auch 


{x  —  C  cos  yY  +  (>^  —  **'*  7Y 

2V71   ^  ^  .  si/t(X— g  +  a) 

— •  {x  —  C  cos  y)  — ^^ ! — ; 

A  sinQ^ — 6) 

2V^,  ^    .      .   cos{X  —  6  +  a) 

A.  sin{X  —  6) 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  MittelponL^ 
tes  durch  x\  y,  und  den  Halbmesser  des  Kreiw 
durch  Mf  so  wird 

^  ix  —  x'Y  +  (y  —  yY  =  MM 

die^  GJeiehung  dieses  Kreises  seyn  müssen ,  und  ver- 
gleicht man  dieselbe  mit  der  Form  der  vorigen  ^  so 
ergiebt  sich 

#       ^              ,    Vn.sinCX  —  ff  +  a) 
X  s=s  C  cosy  +  I — - — i J—i 

A  sin  (X  —  6) 

y  s:^  C  smy  4^  l — - — ^^^ -* — i 

'  ^       Asin{X  —  6) 


tl9 

A  sin(X — 6) 

§.   154. 

Um  die  Parailelkreise  au  bestimmen,  mnss  man 
aiM  den  beiden  letzten  Gleichunffen  des  §.  152.  die 
Crosse  X  eliminiren^  man  schreibe  die  beiden  Glei- 
chnngen  so 

(x—C  cosy)  Acosa 

(x—Ccatr)»  +  (x  —  Csinr)^  2Vii 

=  — • e'^cosCX  —  ß  +  a) 

2ÄV*r 

___^  (r  —  C  siny)  A  Sil»« 

+ 


(x  —  Ccosry  +  (r  —  Csiny)^  2\rir 

«  e'  8in(X  —  6  +  a) 

und  addire    ihre  Quadrate  zusammen  ;    man   erhalt 
dann 

A  A 

1  +  -7-  {y—Ciiny)  $ina—{x—Ccosy)cos  a.  -— 
yn  Y I» 

(y— Csmy)»»  +  (x  — Cco»r>« 
oder  auch 

•^4lk  ■  N.     ^.  ■■        ■ Uli         ii'JJI^O. 

Beseicfanet  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunk- 
tes des  Parallelkreises  dureb  ^'\  y"  und  den  Halb- 
messer durch  P»  so  ist 

(x-x'r  +  iy-y'r  =  PP- 

und  man  findet  dann 

X   ^  C  cwy  '\' '     ■■ 

ABB  -Ae^"^ 


12Ü 


2  BB  -yT/i.  nn  ol 
y  =  C  siny  — 


P  =  ± 


ABB  —  Ae^'i 
2Byfn  e^ 


BB  —  e'^'i 


§i'  155. 

Die  beiden  Halbmesser  M  und  P  konntii  man 
schon  aus  früheru  Formeln  finden ;  'denn  man  hat 
(§.  140.) 

1      _  /-rföN  1 ,      /"^^^i 

und  da  (§.  141  und  150.) 

©  .=:/(<y  +  il).    F(e  —  il). 

=   -^-[e'^  —  2Bcos(6—X)  +  BBe-'f]. 
2Bn  N  /  I  j 

•o  wird,  wenn  man  difierentiirt 
A 
Jö  =  -— -  [^^7  dn'^2Bsin(6—X)dX—BBc-'»M 

oder  da 

^»?  =  Zdd  yfn^  dX  =  2dl  ^/^ 

io  kommt  auch 

A 

d(o  =  —  [e'i  de—2B9in{6—X)dl—BBc^^dS]f 

2Byfn 
und  hieraus 

£s  ei^iebt  sich  daher 

M  =    -.  . TT  . 


P  = 


^  ««(6  —  X) 
2B  V«  «' 


A  t^t  —  BB 
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flo  dass  man  bei  den  \or%en  Wertl^en  die  negaiiven 
Vorzeichen  nehmen  nxass* 

§.   156. 

Die  beiden  Gleichungen  §.  153* 

V*n.  8in{X — fi  +  a) 


C  co*y  •+• 


V*n.  co^(X  —  6  +  a) 


y  =  C  siny  +  - — 

geben  y  indem  man  die  erste  mitco^a,  die  zweite  mit 
«in  o  multiplicirt,  und  die  Producte  von  einander  ab- 
zieht 

Vn 
x^  cota  -^  y  sina  =  C  cos(y  +  «)  H — j-  " 

nnd  diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  al- 
ler Meridiane  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

§.  157. 

Nimmt  man  die  beiden  Gleichungen   §.  154*  und 
schreibt  sie  folgendermassen  : 

^                     ?Sff  cosa  yfn 
X  —  C  cosy  =  r — 

ABB  —  Äe^'^ 

j,      ^    .  2BB  sina  yf^ 

y  —  C  sm  y  =  —  ^^ 

ABB—Ae^\ 

so  erhält  man,  indem  man  die  zweite  durch  die  erste 

dividirt 

y  —  C  cos  y. 

woraus  man  sieht,    dass   ebenfalls   die  Mittelpunkte 
aller  Parallelkreise  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

§.    158. 

Man  wird  die  allgemeinen  Gleichungen  sehr  ver- 
einfachen, indem  man  die  beiden  geraden  Linien,  auf 
denen  die  Mittelpunkte    der  P^rallelkreise   und   der 
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Meridiane  liegen,  als  die  Goordinatenaxen  annimmt, 
und  Kvrar  die  erste  als  die  Axe  der  x^  die  sweite 
als  die  Axe  der  y.  Man  muss  daher  die  beiden  Gld- 
cfaung^en  haben 

und  da  allgemein 
y  =  —  x"tanga  -f-  C  cosy  tanga  +  C  nny 

x'  =  +  y  ttf/if  a  —  C r— 3 * 

cosa  ilcosa 

so  muss  man  die  Relationen 

tanga  =;  Q, 

C  cot  T'  f  ff Tig:  a  +  C  iiny  s=i  0, 

cosa  il  cosa 

haben.    Hieraus  ei^iebt  sich 

a  =  0, 
C  w  r  =  0, 

Ccosy  +  ^  =  0. 

§.  159- 

Die  Coordinatten  der  Mittelpunkte  der  MeridiaBS 
und  der  Paralielkreise  erhält  man  hierdurch  nach  f 
153  und  154. 

X'  =  0,    y  =  ~.  c<ag(X  -  6), 

A 


P  = 


A      BB  —  e^ 

2B  V«  e" 


A  e^i—BB 

und  die  attgemetne«  Coordinaten  (§.  1520  werden 

V«  e*'  —  BB. 


X  =  — 


r  =» 


A      e^  —  2e^Bco$(X—6)-{-BB 
2B  V»  «V  ,if,(x _  g) 


4         e''— 2«»  B  eot(X  —  6}  +  ü^ 
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§.    160. 


Betrachtet  man  die  Erde  als  eine  Kng^l,   «o  er- 
ilt  man  §.  134. 

ä  z=z  log  tang(id  +  ip) 

0  p  die  geographische  Breite  bedeutet,  und  da 

fl  ^  20  yfn 
wird 

e-'f  ==  tangiib  —  i  p)^  V» 
[glich  wenn  man  diesen  Wertii  in  vorige  Ausdrücke 
r   Coordinaten    substituirt,    und   zugleich   statt   X, 

1  V*»  setzt. 

V^fn  sin  (2/  V'n  —  6)  *^(45  -  %  pf  ^" 


■•  • 


§.    161. 

•  Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  einige  Projec* 
men  besonders  abzuleiten,  mache  man  nocm  folgende 
mderungen  der  Constanten.     Man  nehme 

Ah  =  n, 
ZV^n  =  k. 

6  =  2\r/i.  g. 
»  dass  an  die  Stelle  der  drei  ersten  Constanten,   A9 
f  tj  die  neuen  h^  &,  g,   eingeführt  werden.    Dann 
'hält  man 
»    l-BJgtflng(4S-yap)^ 


1* 


]i     1— 2B  cas k(l^g)  tg{i^  -  %  rt*  +  BB  «^(45—  y, p) 

§.    162. 

Setzen  wir  k  :=  0$  so  werden  scheinbar  beide 
leichnngen  unendlich;  allein  man  kann  doch  be- 
immte  vVerthe  aus  denselben  ableiten,  wenn  man 
lerst  k  nur  so  klein  annimmt,    dass  die  höfaern  Po- 


tenzen    yernachlässlg^t   werden   können.      Da   nun  in 
diesem  Falle 

tang{ib  —  i  p)^^  =  1  +  2Ä  log  tang{flt5  —  4  rt 
iinkil-g)    ^k(l  —  g) 
cosk  (l  —  g)    =  1. 
so  erhält  man 

^  '  Ci—B'—2Bk(i—B)log tg(4ö  —  ip) 

und  wenn  jetzt  A  =  0  genommen  urird 

£ben  «o  kommt  auch 

2&  l—BB—2kBB  logtg(A5—ip) 

*~      k\l  —  B)'—2Bk{i—B)logte(45—ip) 
i-\-B         ikBB    ,        ,,^       ^    . 

~"'~  k  '  2Bk 

i  -  TS  iog  tg(Ji5  -  i  p) 
1  — Ji 

oder  wenn  man  mit  dem  Nenner  wirklich  diTidirt 

,2h  B-\-i  jBh  .    ^ 

Man  sieht,  dass  wenn  x  nicht  unendlich  ffrou 
werden  soll,  wenn  man  k  =  0  setzt,  ^  -j*  1  ^wxh 
A  theilbar  seyn  muss;  man  nehme  daher 

ü  +  1  =/& 

so  wird  -B  —  1  =fk  —  2, 

und    wenn   man  diese  Werthe   in   vorige  GieichuBg 

setzt,  und  dann  Jb  =  0  nimmt 

X  =:  —  hf  -^^  h  lag  tang(i5  —  ip) 

y  =  -h(i-g). 

Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  den  §.  123*  an- 
gejpebenen ,  so  sieht  man ,  dass  beide  mit  einander 
übereinstimmen ,  wenn  nur  x  und  y  mit  einander 
vertauscht  werden ,  welches  an  sich  ^eichgültig  is(^ 
und  ausserdem  die  Constanten  f  z=z  0^  g  xs  0^  h  ss 
—  a  gesetzt  werden,  da 

log  tang{i5  —  J  p)  2=  —  Zog  tang(4t5  +  i  p). 
ist    Wir  haben  daher  die  Meroator^sche  Projecüoitf- 
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art  ans  der  allgemeinen  Darstellun^snieihode  durch 
uisere  Operationen  abgeleitet ,  und  Avir  schliefen 
daraus,  dass  diese  Projectionsart  die  Erdoberfläche  in 
ihren  uivendlich  lüeinen  Theilen  ähnlich  darstellt. 

§.   163. 

um  das  bei  dieser  Projectionsart  statt  findende 
Verg^rösserungsverhäitniss  zu  haben,  hat  man  ans  §. 
151. 


RA.  («2^  —  2^^  Ä  cos{6  —l)  +  jBB 
•der  da  A  =  p  cosp^  vfenn  durch  p  der  Halbmesser 
der  'Erde  beseichnet  wird,  so  erhält  man  auch 

iBhtg(iS-^ViP)^ 


m 


§•    164- 

Setzt  man  in  den  Formeln  für  x  und  y^  §.  161. 
^  =  l,.ib=l,  so  folgt  nach  den  gehörigen  Reduc* 
tionen 

5171   p 

X  =  —  2A.  ; ^^7j : 

1  —  cosp  cos{l — g) 


1  —  cosp  cosQ — g) 
Bestimmt  man  die  Constante  g  noch  dadurch ,  dass 
man  sie  =  90°  annimmt,  so  erhält  man 

X  z=z  —  2h  i- 

1  -{■  cos  p  sin  l 

cosl  cosp 

y  =  +  2A.---r ^,. 

1  -(-  COS  p  sin  l 
welches  die  stereographische  Aequatorealprojection  (§. 
114-)  ist     Das  Yergrösserungsverhältniss  wird  durch 
die  Gleichung 

p  (1  +  cos  p  sin  l) 
atig^egeben,  vrö  ^  den  Halbmesser  der  Erde  bedeutet. 
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§.   165- 


Da  die  Grösse  k  sich  durch  Anssiehuiiff  der  Qni- 
dratwnrxel  aus  n  findet,  so  kann  man  meselhe  so- 
wohl positiv  als  negativ  nehmen,  und  >vir  -wollen  nn- 
tersuchen,  welche  Aendemng  hierdurch  in  \Yerthe 
von  X  und  von  y  hervorg^ebracht  wird.  Bezeichnet 
man  der  Kürze  we^en  die  Grösse  tang(^5  —  i  p) 
durch  r,  so  werden  die  Formeln  von  x  und  y  (§•  161«) 

jt  =  -—  — .  ■  ■  ■ 

*        l  —  2Bco8k{l  —  g).t^  +  BBt^ 

.    4Ä&  sink(l  —  g).t^ 

k        1  — 2Äco»*(Z  — g)«*+  ÄiJ«» 
folglich  wenn  man  k  neg^ativ  nimmt, 

.    2h  i—BB.  «-»* 


r  =  + 


y  — 


k    t  —  2B  cosk{l—g).  t-'  +  BB.  «-* 
ABh  sink(l'-g).t-* 

k    'i  —  2Bcosk(l—e).t-^'{-SBt-^ 
Man  mnltiplicire  die  beiden  Gletchnngen  Zähler 
tand  Nenner  durch  t   -,  so  wird 

^  2A     t^  —  B. 

~  *  "  t^  —  2B  cotk  {l—  g)  t^  +  BB 
ASk     tink(l—g).t* 

k    '      t'^^^ZB  cotk{l  —  g)t^-^BB 
and  wenn  man  noch 

«etst,    und  reducirt 

_        2Ä  i  —  B-B'-t^ 

h      l  —  2B'cotk{l  —  g)t^  +  B'Rt'^ 
=  +  l£Z!     . sink{l—g)tk 

Z      *    '    1  — 25'co«Ä(Z— |f).t*+5'J?'-t^' 

Da    diese  Gleichunj^en  ganz   die  Form    der  ur- 
sprünglichen haben,   so  folgt,    dass  wenn  statt  +  K 
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—  k  gesetzt. wird,  blos  statt.?  sein  reciproker Werth 
genommen  su  werden  braucht. 

§.  166. 
Die  Halbmesser  der  Meridiane 

A.  sin  {6  —  %) 
und  der  Parallelkreise 


A  e^—BB 

^^n 
erhalUi  durch  die  Einführungp  der  Werthe  Ton  —r^ 

und  9  fttj^^^  iFpyjn 

ilf  =  — -  .  ,    . 

ik         sink(g-l) 

*Bk             t* 
P  = oder  l«0^ 

*        i^BBt^ 

Setzt  man  g  -—  2  =  0,    so  Mrird  M  unendlich 
fprOBBy    und  wenn 

«-^  =  J?5. 
so  wird  auch  P  ur endlich,  und  die  Werthe  von  x 
und  y  verschwinden  beide  durch  diese  Voraussetzun- 
gen. Da  ein  mit  unendlich  grossem  Halbmesser  be- 
schriebener Kreis  als  eine  g^erade  Linie  betrachtet 
werden  muss,  so  folgt,  dass  alle  Oerter  deren  Länge 
r=z  If  und  deren  Breite  aus  der  Gleichung 

bestimmt  werden,  auf  geraden  Linien  liegen.  Dieser 
geradlinigte  Meridian  dient  als  Axe  der  x,  und  der 
geradlinigte  Parallelkreis  alsi  Axe  der  jr^  und  ihren 
Dorchschnittspunkt  kann  man  den  Mittelpunkt  der 
Charte  nennen.  Nimmt  man  also  die  geographische 
Breite  dieses  Punktes  s=  p\  so  wird 

BB  =?=  tansH5  —  i  pO""^ 
seyn  mässen. 
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§.    1C7. 


Die  Lage  der  Oerler  auf  der  Charte  wird  ge« 
fanden,  indem  man  /?  =  +  90®,  oder  />  =  —  90* 
annimmt,  wo  ersterer  Werth  fiir  den  Nordpol,  der 
sweite  für  den  Südpol  gilt.  Für  ^  =  +  90**,  wird 
t  =z  Oy  für  t  =  —  dO**,  aber  ist  t  =  oo,   und  man 

findet  dadurch,  das«  für  den  ersten  Werth  x  = -. 

für  den  zweiten  x  ==  ^ ,    y  hingegen   fiir  beide 

k 

Null  wird.    Um  den  angegebenen  zweiten  Werth  für 

X  KU  erhalten,    braucht  man  nur  zuerst  Zähler  und 

Nenner  der  Formel  durch  t^    zu  dividiren,  und  hier^ 
auf  t  =  00   zu  setzen.      Der  Unterschied  der  beiden 

Srössten  Werthe  von  x  giebt  die  Länge  der  swiachei' 
en   Polen   enthaltenen   Abscissenlinie   an ,     und   ivir 
wollen  diese  Länge  durch  2L  bezeichnen,    so  datt 

k 
wird.     Man  kann  durch  die  beiden  Gleichungen 

h  z=z  ^  i  kL 

BB  =  tangiAb  —  i  ;?0""^ 
die  beiden  Con^tanten  h  und  B  bestimmen 

§.    168. 
Nimmt  man  noch  der  Kürze  w^n 

so  erhält  man 

«= £-_. 

Jin  k  {),  —  ^ 


2i. 


Die  Ordinate  der  Mittelpunkte  der  Meridi 
giebt  sich  aus  der  (§.  1590  angegebenen  GleichuB|fy 

y  =  \  cot(X  -  6) 
vermittelst  der  neu  eingeführten  Bezeichnungen, 

y  =  —  L.  cotk  (i—e)- 
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Eben  so  findet  sich  die  Ordinate  der  Mittelpunkt^ 
der  Parallelkreise, 

V«      BB  4-  Ä^'' 


*"  = 


Ä         BB  —  «27 

Jiri|f]ich  auch 

«"  =  —  Z    ^        , 

wodurch  für  jed^n  beliebigen  Werth  von  k  die  Pro- 
jection  verzeichnet  werden  kann ,  indem  man  die 
IsB^e  der  Parallel  kreise  und  der  Meridiane,  so  wie 
die  Grösse  ihrer  Halbmesser  erhält. 

Die  beiden  Coordinaten  x  wniSi  y  selbst*,  finden 
sich  aus  den  Formeln  §.  lOo*.  mit  Einführung  unserer 
neuen  Bezeichnmigen 

_                     nn\(l  —  e),  t^  t'^ 
y  z=^  JL  2Lm   -^ ^ - 

indem  man  bei  der  Bestimmung  von  B  aus    der  qua« 

dratischen  Gleichung  BB  =  t  "^^  das  negative  Vor- 
seichen  nimmt.  Das  Vergrösserungsverhältniss  er- 
hält man 

""  pcosp'    r^^  +  2cosk(l  —  g)  t'^  t^  H-  «2Ä 
aus  der  §.  103*  angegebenen  Formel.     Bezeichnet  man 
dasselbe  an  der  Stelle  der  Charte  wo  p  =  p,   l  ^s  g 
ist,  durch  m\  so  wird 

m   = • 

2p  cosp\ 


t30 

folglich,    -wenn   man  vermiUclst  dieser  Gleiclinng  den 

kL 
Factor  —  eHminirf , 
p 

co»p  4**  «'* 

In  der  Gegend  des  Nordpols  wird  conp  sowohl 
als  t  sich  der  C ranze  Null  nähern ,  so  dass  das  Yer- 
^össernng^sverhältniss    sich   in   dieser   Geg^end    haupt- 

sächlich  durch  den  Ausdruck  bestimmt.  Man  hat 

cosp 

nun ,      cosp  =:  2sin(Aö  —  i  p)  cos{45  —  ip):     also . 
t^  tang  (45  —  jp)^ 

cosp        2 sin (45  —  i p)    cos (45  —  ip) 
_  tang{i5—ip)^-^ 

""      2cos{A5  —  ipy 
und  diese  Grösse  wird  für  p  =  90°  immer  Null ,    so 
lange  ä  >  1    ist. 

§.     170- 

Will  man  die  Aufgabe  der  Darstellung  einer 
Oberfläche  noch  weiter  ausdehnen,  und  jede  gegebene 
Oberfläche  auf  eine  andere  übertragen  können ,  so 
dass  die  erste  nicht  die  eines  durch  Umdrehung  ent- 
standenen Körpers ,  und  letztere  nicht  eine  Ebene 
ist,  so  kann  mau  sich,  um  in  diesem  Falle  die  Form 
der  Functionen  zu  bestimmen,  der  vom  Herrn  Hofir. 
Gftufs  in  der  erwähnten  Abhandlung  gegebenen  Auf- 
lösung bedienen. 

£s  seyen  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  ersten 
Oberfläche  x^  y^  z,  die  der  zweiten  X^  Y^  Z,  so 
werden  sich  X,  i^y  Z  als  Functionen  der  ersten  Co- 
ordinaten Xf  Xf  z  darstellen  lassen  müssen;  da  aber 
die  drei  Grössen  x,  y^  z  durch  eine  Gleichung  mit 
einander  verbunden  sind,  so  sind  dieselben  von  ein- 
ander nicht  unabhängig,  allein  man  kann  jede  dersel- 
ben durch  Einführung  zweier  neuen  veränderlichen 
Grössen  t,  u  bestimmen,  so  dass  x,  y^  z  als  Func- 
tionen von  t  und  u  dargestellt  werden.       Sind  z.  B* 
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y,  z  die  Coordinaten  der  Oberfläche  einer  Kugel, 
ren  Gleichnng  durch 

^    XX  -f-  yy  -^  zz  =  aa, 
rgestellt"  wird,    wo   a  den   Halbmesser   der  Kngel 
deutet,   so  hat  man 

X  =  a  cos  t  cos  Uf 

ty  =  a  sin  t  cos  u , 

z  =  a  sin  u, 
j  t  und  u  zwei  Winkel  bedeuten,  die  man  als  die 
ographische  Länge  und  Breite  des  Punktes  ansehen 
nn.  Dass  ferner  diese  drei  angenommenen  "Werthe 
n  jpf  y^  z  der  angegebenen  nelation  zwischen  x, 
£  fiir  die  Kugeloberfläche  Genüge  leisten,  sieht 
an  daraus,  dass 

cost*.  cosu^  -{-  sin  t^  cos  u^  -f:  ^^^  m*  =  1 
ird,  wie  die  wirkliche  Entwickelung  zeigt. 

§.   171. 

Da  die  drei  Coordinaten  X,  F,  Z  von  x,  y^  z 
»hängig  sind,  und  letztere  durch  t  und  u.ausge- 
ückt  werden ,  so  folgt ,  dass  auch  X,  Y  ^  Z  als 
inctionen  \on  t  und  u  dargestellt  werden  können. 
iin  wird  daher  durch  Differentiation  der  sechs  Func- 
)nen  von  x,  y,  z,  X,  Y,  Z,  für  die  Differentiale 
p,  dy f  dZf  dXf  dY ^  dZ  folgende  Gleichungen  Er- 
dteil 

dx  =  adt  +  adu.    ' 

dy  =  hdt  4"  h'du. 

dz  =  cdt  -f"  odu* 

dX  =  Adt  +  A'du   • 
dY  =  Bdt  +  B'du 
dZ  =  Cdt  +  C'du. 

•  Die  Bedingung,  dass  die  abzubildende  Oberfläche 
BT  abgebildeten  in  den  unendlich  kleinen  Theilen 
[uilich  sey,  erfordert ,  dass  in  beiden  Oberflächen 
wci  unendlich  kleine  Dreiecke  einander  ähnlich  sind, 
,  b.  dass  zwei  von  einem  Punkte  in  beiden  Flächen 
ti0gehende  gerade  Linien  welche  die  Liuearelemente 
orstelJen,  einander  ähnlich  seyn,  und  zugleich  gleich 
rosse  Winkel  einschliessen. 


\ 
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§.    172. 

Das  Linearelcment   auf  der    cr»len   Fläche 

darch  Vaa'"~+  ^/r»~+~7/7«  ausgedrückt,  das  auf 

zweiten  durch  ^fdX''  -{-'dY^'^' dW^  oder  > 
niaxi  hierin  die  in  \oriffem  §.  angegebenen  W< 
von  dx^  dy^  dz,  dX,  dx^  dZ  snbstituirt,  so  e: 
man 

V"^r»  4-  ^r^+  dz^   = 

{+     {aa  +  bb    +  cc).  dt'     n 
4-  2(aa'  +  bb'  +  c  c),  dt  du  ^ 
4-     (aa  +  hb'  +  cV).  du^     J 

r+    (/(>1  -L  j»/?  +  CC).  dt*    n 

1+    {A'A'^  +  Ä5'  +  C'C).  du^    J 
und   wenn    man   die   Proporb'onalität   der   Linea 
mente  duixh  fn  bezeichnet,   so  dass 

y/TX""  -+-  dl''  +  dZ^  =  m  ^dx^  +  <a[y^  + 
so  erhält  man 

f(ilyl   -j-  Bß   4.   CC)  —  mm(aA   +  JJ    +  cc\'\AO' 

«{AA'  4-  ßß'  4-  CC)  —  mm(««'  4-  *  *'  --  cci\dteLu 
(il'j'4-  ^'^'  4-  C'C)  -  m.'ii(aV  +  i'y  +  cV)]efua 

Da  diese  Gleichunj  fiir  alle  Werthe  von  dt 
richtig  seyn  stJi,  so  fol^t,  dass  die  Coefficienten 
Wt-,  dtduy  f/'/*  einzeln  jVull  scyn  müssen,  d.  h. 
hat  die  drei  (iloichnngeu 

AA  +  ß/J  +  CC  =  mfTi(aa  ^  hb  +  cc 
AA  +  nn  -f  CC  =  mm{aa'  +  /.A'  +  cd 
AA  +  -ß^'  +  CV  =  w^?i(aV  +  bb'  +  cV 


§.   173.  • 

Die  drei  \orijen  Gleichiinjen  geben  die  B 
gung  der  Proportionalität  der  Linearelemcnte  an, 
wir  haben  nur  noch  die  Glciclilieit  der  Winkel 
zudrücken.  ÄLm  findet  leicht  ans  §.  117.  dass  ^ 
von  einem  Pnnkto  aus,  zwei  Linearelementc  gez 
sind,  deren  Kndpnukte  durch  die  Werthe  t  ui 
t  -\'  dt  und  u  4-  du,   t -{-  kdt  und  u  4»  Idu  besti 


iCTU^K.  .-,^  ' 


I 


=•1 
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werden,  derCo«inus  des  Winkels,  den  beide  mit  ein- 
ander machen ,    durch 

(aa   M  hh   +  ce).  kdt^ 
4-(afl'  +  bh'  -i-  cc).  (k  +  /)  dt  du 


iaaA'bb  +  cc).kkdt^  1 
[aa'-j-hb'+cc'ykldt  du\ 
{a'a+h'b'+Cii'lHdii*     J 


(CIA    -l-^^  -f-CC><f{'' 

tusjedriickt  wird.  Eben  so  rrbait  man  «len  Winkel  der 
correspondireudeu  Elenirnte  in  der  Darstel Inner,  indem 
man  statt  a,  b^  c,  a',  A>'t  c\  die  Grössen  >4,  J?,  C« 
^')  Zi'y  C  setzt«    und  es  Lsi.  einleuchtend,    dass  wena 

AA'  +  BB  ^  CC\ 

AA  +  HB'  +  CC\ 
iu  tlipseni  zweiten  \Y(*rllip  des  Cosinus,  Aiv  nach  vo- 
rigem §.  jleii  hielten. ]i.*:i  (JWi.^stMi 

inm  (aa    -j-  '^ '^    +  c c ) , 

mm(aa   +  ^^''^    +  <^c'), 

mm  {ad  -\-  hb'  -f-  <^^') 
gvielxl  werden,    boi.Ie  Ans<'riirki»  i^anz  idontisch  »ej'n 
roö«sen.    Die  drei  GleioImiri^cMi  <b»s  Norii^m  J*arajraphs 
drucken  also  sowohl  die  l'ropoiiionaliliit   drr  Linear- 
demente ,  als  auch  die  Gleichheit  der  Winkel  aus. 

§.   i;4. 

Bezeichnen  wir  die  DiiTerenlialjleichung 
(i«  +  W  +  ccY  dt^  +  L>(rta'  +  bh   +  C6')-  <i^  i/m 
+  (da    +  Z^ib'  +  cc)  dii^   =-^  0 
««rch  o  r=  0,   so  lässt  dieselbe  sich  in  zwei  Factoren, 
J«lche  eine  unmögliche  Form  haben,  zerlegen.    Diese 
'tctoren  sind  nämlich  : 

{aa  +  bb  +  cc)  dt  +  (ad  +  bb'  cc)  du 
+  I  V'laa  +  Z^^  +  cc)  (dd  +  bb'  +  cc") 

—  {ad  +  bb'  +  cc'Y^  du  =  0,     und 

(«a  +  &*  +  cc)  dt  +  (ad  +  Z'Z»'  +  c^  du 

—  i  \r[(flfl  +  bb  +  cc)  (dd  +  Vb   +  cc) 

—  (flÄ   +  bb'  4-  fc')^]  Ji^  =  0. 

^  die  Grösse  unter  dem  Radicalzeichen  immer  po- 
*Ü^  ist,  da  sie  auch  durch  die  Summe  dreier  yua- 
drtte 

(ab*  —  db)*  +  Ute   —  dcy   -f-  (Äc'  --  b'c)* 
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ausgedrückt  werden  kann.     Der  Buchstabe  i  bedeutet 

wie  früher  die  eingebildete  Grösse  V"  —  ^  j  ^°^  jeder 
einzelne  Factor  musste  gleich  Null  gesetzt  werden. 


§• 


175. 


Es    ist   bekannt ,    dass   eine    DifTerentialgleichung 
zwischen    zwei   veränderlichen   Grössen   sich   im  All- 

femeinen  vernjittelst  eines  sogenannten  integrirenden 
.  actors  inte^iren  lässt.  Bezeichnen  wir  also  den  in- 
tegrirenden Factor  der  ersten  durch  /?,  den  der  zwei- 
ten durch  R'i  so  wird,  wenn  das  Integral  der  ersten 
durch  p  -^  ig  =  Const.  ,  das  der  zweiten  durch 
p  —  ig  =  Consf.  ausgedinickt  werden,  und  man  hat 
{aa  +  bb  -j-  cc)  dt  +  {aa  +  b'b'  +  cc)  du 
+  i  V"L(flö  +  ^^  +  cc)  {da   -}-  hV  +  c'cO 

--  (aa'  +  bb'  +  ccy]du  =:  L{dp  ^  idg). 

{aa  +  ^^^  +  cc)  dt  -f.  (aa'  +  bb'  +  cc')  du 

—  i  ^f[{aa  +  ^^  +  cc)  {a'a!  +  VV  +  de) 

—  {ad  +  bb'  +  cc')^]  ^a  =  i-,.  {dp  — idg). 

R' 

folglich  wenn  man  beide  Gleichungen  mit  einander t 
multiplicirt  und  bedoiikt,  dass  das  vor  dem  GleicLu- 
heitszeicheu  stehende  Pi^odact  gleich 

p         (aa    -^  bb    +  cc)dt''     "1 

I  +  2C«a'  +  bb'  +  cc')dt  du  \  .  {aa  +  "bb  +  c^Z 

L+     {dd  -}-  Z>Z^'  -f  cc)du^    J 
==  fi)(afl  4"    bb    \  cc) 
wird,    so  erhält  man 

0)  {aa  +  ÄÄ  +  cc)  =  ^  {Ap^  +  dg-). 

Setzt  man  ferner  der  Kürze  wegen 

flß  (flfl  +  Z>Ä  +  cc)  =  - 
^  n 

so  kommt  die  Gleichung 

fo   =  n(dp''   -I-  dq^), 

in    welcher  w   eine   endliche  Function    der  verändcr* 

liehen  u  und  t  seyn  mucs. 
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§.    167. 


Auf  bleiche  Weise  kann  man  nun  auch  die  Diffe- 
rential^leichun? 
(AA  +  BB^CC)dt^  +  o  (ÄA  +  BB  +  CC)  dt  du 
-F  {AA-^-BB-^-COdu^  =  0 
behandeln.      Bexeichuet   man  dieselbe  durch   12  rrz  0, 
lo  lassen    «icH    aus    derselben  zwei    Integrale   finden, 
die  wir   durch  P  -f-  i jg  =  Const.    und    P  —  ifl  == 
Conrt.  bezeichnen  wollen,    so  das«  durch  eine  sfleiche 
fteifae  von  Schlüssen  wie  im  vorigen  Paragraph,   die 
Gleichiuif 

fl  r=  iV  (dP^  +  dQ*) 
lefimden  wird,  wo  N  eine  endliclie  Function  von  t 
nnd  u  bedeutet.  Man  sieht  nun,  dass  die  Grössen  », 
ö  nichts  anders  als  die  Ausdrücke  dx*  -}-  dy*  +  ^^"^^ 
iX*  -^-  <fl'"  -f"  ^^*  angeben,  und  da  vermöge  der 
Bedingung  der  Aehnliclikeil  in  den  unendlich  kleinen 
Theileu  (|.  172.) 

mVrfx*  4-  dy'  +  dz^   =  \rdX*  +  dl*  +  äX" 
Kyn  soll,    so  hat  man  auch    mmo  =  12,    oder  wenn 
rtalt  o  und  i2  ihre  Werlhe  gesetzt  werden 

mmn{dp'  +  dq')  =  Ä(dP«  +  dQ^)    oder 

mmn  _  {dP  +  fdQ).  (dP  —  idQ) 

N     ""  (dp  +  id(f).    (dp  —  idg)* 


§-      177. 

Da    die  vor    dem   Gleichheitszeichen  befindliche 

^^^  ^—  eine  endliche  Function   von  t  und  u  ist, 
iV 

•  folgt,    dass  in  dem   hinter  dem  Gleichheitszeichen 
|Wiendcn  Bruche,  der  Zähler  durch  den  Nenner  theil- 
"^f  seyn  muss,  und  dies  erfordert,  dass  entweder 
*+aj2  =  A  (rfp  +  idq)  und  (dp — idQ)  =  h'  (tlp — idq). 

oder 

tf +aj2  =  hXdp  ^  1^7)  und  (dP-  idQ)  =  rV;'  +  idq). 
Setzt  man  also  «?/?  +  idq  =  0 ,  so  wird  zugleich 

*  +  iV/ß  =  0 ,  folglich  sind  die  Grössen  p  +  'i2» 
^+ij2  KU  gleicher  Zeit  consfant;  die  eine  muss  also 
•""C  Function  der   andern   seyn.       Dieselben  Schlüsse 
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lassen  sich  aucli  auf  die  and<^rn  di*ei  Gleichun^n  an- 
wenden, so  dabs  man  entweder 

/*  -f-  zj2  =  Cfj{p  -}-  i(f)  und  P  —  iQ  =  \^(p  —  iq).      oder 

PH-  1(2  -  Hp  -  iq)  und  P-ilt^  ^(P  +  \9)' 
annehmen  nmss.  £s  ist  übrigens  leicht  einzusehen, 
dass  beide  V  oruussetznng^en  gleiche  Resultate  geben| 
wovon  nur  das  eine  riicksicJitlich  des  Vorzeichens 
verschieden  ist.  Ausserdem  nmss  die  Function  <p  mit 
der  Function  ^  von  einerlei  Form  seyn,  weil  beide 
Grössen  P  +  iQ^  P  —  Hl*  nur  durch  -j-  i  und  —  i 
onterscliicden  sind,  und  man  wird  daher  die  Aufgabe 
schon  durch  die  einzige  Gleichung 

Au^elöst  haben,    indem  man   P  dem  reellen,    und  i|2 
dem  imaginären  Tiieile  der  Function  gleich  setzt 


§.    178. 

Wenn   man   der    £c<^bräurli liehen  Bezeichnuno^sar ' 
zufolge  annimmt ,  daÄs  die  Differentiale 

^'  fiP  +  iq)  --=  ^'{p  +  in)'  O^P  +  {^9)f 
d*  -^(n  —  iq)  =  ^\p  —  iq),  (dp  —  idq)^ 

so  erhält  man,   da  wir  vorher  setzten 
P  +  iQ==<fi  (p  +  «V/) 

die  beiden  Gloicliiiaj>;en 

dP  +  id(2  --^   fp'(p  +  iq),  (dp   +   idq) 
dP  —   idfl  =   -C^'ip  —  iq).  {dp  —  idp). 

und  hieraus 

{dP  -f  idO).  (dP  ~  idO) 

(dp  +  idq).    (dp  —  idq)  '*:  ^  -r  *V;    Y  Vf'         *y. 

also  nach   §.  17ü. 
Tfimn 

-jy"  '-=  "i^KP  +  m  '4'  Cp  —  »9)- 

Nun  ist  ferner 

ß  ^  J\  (dP^  +  dQ^),     o  =  n  (dp^  +  rf?«) 
folglicli  wenn  die   erste   Gleichung  durch  die  zweitt 
dividirt  wird 

2V  __  12       do^    +   dn^ 

/T  ""  ^'     dP""  +  dQ* 
und  wenn  man  diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichua; 
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mm  =  —  ^'(p  +  iV/).  'd/'(p  —  19). 

IE 

nhBiitairt,  so  erhält  man 

Vodnrch  das  Vergrösserun^sverhältuiss  gefunden  ist. 

§.   179. 

Um  von  der  Anwendung  dieser  Melhode  einige 
Beispiele  ku  haben,  wollen  %vir  das  ab:;cplatlele  Sphä- 
roid,  "Welches  durch  Umdrehung  einer  Kllipse  um 
ihre  kleine  Axe  entslMit,  betrachten,  und  dessen  Dar- 
lieUuikg  auf  einer  Lbene  und  auf  der  Ku-yel  unter- 
iDchen.  Befceichnf^t  man  di'.»  grosse  Axe  der  Ellipse 
durdi  2a f  die  kleine  durch  *2b^  lejl  den  Anfangspunkt 
der  Courdinaten  in  den  Miltelpunkt  der  Kllipse ,  und 
rechnet  die  Ordinale  r  auf  der  Lrndrehunsrsaxe,  so 
ist  bekannt! ich  die  Gleichun;;'  dieses  Sphiiroid^ 

aa  zz  -f-  hh  {^xx  -f"  yO')  =  ^^  ^^ 
^  man  wird  die  drei  Coordinaten  x,  y^  z   so  be- 
itiimuen  können,  dasi 

*  =  a  cot  /.  cos  Uj  y  =  a  sin  t  cos  r/ ,   z  =  b  sin  u 
^rinl.     Differenliirt   man   diese   drei  Gleichungen  um 
vermittelst    der  Diflerenff.Je   das  Linearelement   au«- 
4ücleu  EU  können,   so  erhiilt  man 
I  ix  ^  a  ( —  5m  t  cos  u,  dt  —  cos  t  sin  u.  dti) 

I  ^y  =z  a  (+  cos  t  cos  u.  de  —  sin  t  ain  u,  du) 

«z  =  ^.  cos  u.  du 
«ndman  findet  hieraus    «  -=  dx-  +  dy*  -f  ^2% 
=  aflC05M»  dt^  -{-  (da  sinu*  +  bh  cos  u^)  du*. 
Setzt  man  dies  j\ui!   und    iösst  die   quadratische 
Gleichung  auf,  so  konnnl 

yfaa  sin  «*    -j-  f /;  cos  11* 

L.  .  dt  =i  i du. 

*        ^  a.  cos  u 

^iÜPl  man  Zähler  und  Nenner  durch  cosu^  so  wird 

a  dt  =  i  du  yfaa  tangu^  +  ^^ 
Um    diese  Gleichung   zu    integriren  ^    setze   man 
•  fang  u  =  b  lang  v ,   .so  wird 

y ^ b 

yyaa  tangu*  +  bb)   =^=    

cos  V 
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lassen  sich  aucli  auf  die  and<^rn  drei  Gleichungen  an- 
wenden, so  da  SS  mau  entweder 

«P  +  ij2  =  9(p  +  if/)  und  P  —  ij2  =  40^  —  ^9)*  ^^^ 
P+  iU  -  vCA'  -  'V)  und  P-  iil  =  cp{p  +  iq). 
annchuieu  muss.  £s  ist  übrigens  leicht  einznaehen, 
dass  beide  \  oraussetzungen  gleiche  Resultate  geben, 
wovon  nur  das  eine  rilcksiclitJich  des  Vorzeicheiu 
verschieden  i.sl.  Ausserdem  muss  die  Function  ^  mit 
der  Function  -^  von  einerlei  Form  seyn,  weil  beide 
Grössen  P  -{-  iQ^  P  —  iO  s  nur  durch  +  *  '"^^  —  ' 
nntersqlücden  sind,  und  man  wird  daher  die  Ao^jabe 
schon  durch  die  einzige  Gleichung 

Aufgelöst  haben,    indem  mau  P  dem  reellen,    und  ijj 
dem  imaginären  Theile  der  Function  gleich  aetzL 


§.    17S. 

Wenn   man  der   gebräucJi liehen  Bezeiclinungsart 

Kufolge  anninunt,  da^w  die  Difterentiale 

ä,  ffy(p  -{-  iq)   zrr  <p'{p  +  iq).  {dp  +.  idq)  ^ 
d.  y\f(p  —  iq)  =  <^\p  —  iq).  {dp  —  idq)^ 

SO  erhält  man,   da  wir  vorher  setzten 

P  +   iQ   ==    cp  (p   +    ig)         ■ 
p  _  ill  ==    4  (p  _  iq). 

die  beiden  G!eichniii»'en 

dP  -f  idil  =  'P'(p  +  iq).  (dp  +  idq) 

dP  —  id2  =   ^'{p  —  iq).  {dp  —  idp). 
und  hioraus 

(dP  -\-  idQ).  (dP  —  idO) 

{dp  +  idq).    (dp  -  idq]  =  '^'.^  +  '»•  *'<P  -  ^>- 
also  nach  §.  17ö. 
mmn 

Nnn  ist  ferner 

Ü  =  jy  {dP^  +  dQ^),     o  ==  n  {dp^  +  rf<7») 
folglicli  wenn  die  erste  Gleichung  durch  die   zweite 
dividirt  wird 

IS'  ^  a       do^    +   dn'^ 

nnd  wenn  man  diese  Werlhc  \i\  der  vorigen  Gleichatt|[ 
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N 

mm  =  —  f(p  +  ^9)'  ^'(P  —  '9)' 
n 


mbslituirt,  so  erhält  man 
•ö       dR^  +  dg 

wodurch  das  Vergrösserun^syerhältniss  gefunden  ist. 


"=^[-^-  :5]F^^'^'(^+'>)-*'f^-'?>]- 


§.   179. 

Um  von  der  Anwendung  dieser  Methode  einige 
Beispiele  za  haben,  wollen  wir  das  abgeplattete  Sphä- 
roid ,  welches  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um 
ihre  kleine  Axe  entsteht,  betrachten,  und  dessen  Dar- 
stellung auf  einer  Ebene  und  auf  der  Kugel  unter- 
suchen. Beieicbnet  man  Aie  grosse  Axe  der  Ellipse 
durch  2a y  die  kleine  durch  2b  ^  lejt  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Ellipse ,  und 
reclmet  die  Ordinate  z  auf  der  Umdrehungsaxe ,  so 
ist  bekanntlich  die  Gleichung  dieses  Sphäroids 

aa  zz  -\-  hh  Cxx  -f"  jK^)  =  aa  hb 
und  man  wird  die  drei  Coordinaten  x,  y^  z   so  be- 
stimmen können,  dass 

X  :=  a  cos  t.  cos  Uj  y  =  a  sin  t  cos  u,  z  =  b  sin  u 
wird.  DüTerentiirt  man  diese  drei  Gleichungen  um 
vermittelst  der  DifTerentiale  das  Linearelement  aus- 
drücken zu  können ,  so  erhält  man 

dx  =;  a  ( —  sin  t  cos  u.  dt  —  cos  t  sin  u.  du) 

dy  =  a  (-f-  cos  t  cos  u*  dt  —  sin  t  sin  u.  du) 

dz  =  b»  cos  u,  du 
und  man  findet  hieraus     o  =  dx'^  -\-  dy*  '■\-  dz^, 

=  aa  cosu*  dt^  -j-  {aa  sin  u^  +  bb  cosu^)du^. 
Setzt  man  dies  Null  und   lösst  die   quadratische 
Gleichung  auf,  so  konnnt 

"^aa  .sm  u^   -}-  bb  coTu^ 

dt  =  i  .  du. 

a,  cos  u 

dividirt  man  Zähler  und  Nenner  durch  cosu,  so  wird 

a  dt  =  i  du  \f^aa  tan^  u^  +  bb 
Um    diese  Gleichung   zu    integriren  ^    setze   man    , 
a  tangu  =  b  tang  v ,   so  wird 

_.       .  b 

\{aa  tangu*  4-  bb)    =    "r 

cos  V 
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X±iY=:kt±  ki log  \tg{\b  +  J i;)  (tZllI^y\ 

fal^licli  wenn  man  sowohl   die   reellen  als  die  imagi- 
nären Theile  einander  gleich  nimmt, 

2  1 «  «M  9     I 

Setzt  man  hierin  e  =  0,    so  verwandelt  sich  dai  I 
elliptische  Sphäroi'd  in   eine  Kugel,    und   die  Bestim- 
mungen 

X  =  Ar ,     Y  =z  klog  tangCA5  +  i  v) 
geben  die  ]y(ercator'sche  Projectionsart. 

§.    181. 

Eine  andere  sehr  brauchbare  Darstellungsart  er- 
hält man,  indem  man  für  die  Form  der  Function  eine 
imaginäre  Exponentialfunction  wählt,    und  <j^{w)  =  i 

e*"'^  setzt,    wo,  Ä  und  >/  zwei  willkührliche  constanti 
Grössen  bedeuten.     Dann  wird 

^1  —  e  sin  l^^ 

und    da   beliannllich   e       =  cos  Xt  4*  ^  ^'^  ^^y     so  ist 
auch 

X+iy=kcoslt.  tang(4:5  —  iv)^  ^i  +  ssinv^j, 

^1  —  e  sin  v^ 

^iksin-kt.  tang(4:5  —  i  v)^  ^l  +  esinvyl, 

^1  —  e  sin  v^ 
folglich  erhält  man  für  X  und  Y  die  Gleichungen 

A"  =  Ä.  COS  \u  tang(^5  —  iv)^  f      '       yS 

^1  —  €  sin  v^ 

Y=h.sin Xt.  tang{i5  —iv)^'  ("Llüf^^V 

^1  —  e  sin  v^ 

und  wenn  man  Ä,  ==  1,    e.  =  0  setzt,    so  giebt  dieM 

Darstellung  die  istereographische  Projectionsart. 
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§.   182. 


Setst  maii  in  der  Gleichung  aa  zz  -f-  hh  (xx  +>y) 

s=:  4Ui  bbf    y  =z  Of     so   erhält  man    aa  zz  -f-  hb  xx 

^ss  aa  bbj  welches  die  Gleichung  des  ersten  Meridian« 

ist.     Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  kommt 

dz  bh      X 

aa  zdz  +  bb  xdx  =  0 ,    —  =  —  —  •    — 

dx  aa      2 

oder  wenn  man  hierin  statt  z  seinen  Werth 

b     ^ 

—  "^aa  —  XX 

a 
substituirt,  so  kommt 

dz  b  X 


dx 


^faa  —  XX 


dz 
Nun  ist  bekanntlich  —  die  trigonometrische  Tan- 

dx 

Sente  des  Winkels,    welchen  die  Berührungslinie  mit 
er  Axe  der  Abscissen  macht,    und  wenn  wir  dieses 

dz 
auf  die  Erde  anwenden,    so  wird  —    die    Tangente 

dx 

des  Complements  der  Polhöhe  angeben.      Es  ist  aber, 

indem  y  =  0  gesetzt  wird ,    auch    a  sin  t  cos  u  ==  Oy 

folglich    ^  =   0  ,      und  hieraus  wird    x   =  a  cos  z/, 

VflÄ  —  XX  =  a  sin  u ,    also  ohne  Rücksicht  auf  das 

Vorzeichen,    welches  man  wegen  der  Wurzelauszie- 

dz  b 

hung  auch  verändern  kann,  —  =  ^^   cot  u.       Ver- 

dx  .       a 

gleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  a  lang  u  =  b  tang  v 

dz 
(§.  179.)  j     so  hat  man  cotv  =  — ,  folglich  ist  v  die 

dx 

Polhöhe  des  Ortes. 


§.    183. 

Ist  das  Sphäroid  dadurch  entstanden,  dass  die 
Ellipse  sich  um  die  grosse  Axe  drehte,  so  muss  man 
b7>  a  annehmen ,  da  die  Axe  um  welche  die  Drehung 
Ipfrschieht,    durch  b  bezeichnet  wird.      Wir   setzten 
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aa(t  —  w)  =  *frf   also  ee  =  ,  und  man  rfeht, 

aa 

dass  in  diesem  Falle  ee  negativ,  also  e  selbst  imaginär 
wird.  XJm  unter  diesen  Umstanden  die  Darsmbiu|f 
in  der  Ebene  zu  finden,    setze  man  e  =  ü\   so  Ycr^ 

wandelt  sich  der  Bruch  ( )  2   in 

^1  +  «  sin  vy 

(1  —  iV  sin  Vv  ü     „.  ,      - 
—  ]  2  •    Hiervon  muss  der  Lo^arithme 
1  +  ie'  sin  vJ  ** 

nommen  werden,    wie  der  Ausdruck  der  Function  §• 

179.  zeigt,  und  man  hat 

A  —  iV  sin  v>^L  ie'  ,       A  4  w  Jin  v^ 

'-^  Ci  +  ,v«»J^  =  -  7  ^«^  (i_.v«„J- 

Nun  ist  aus  der  Theorie  der  imaginären  Grössen 
bekannt,  dass  wenn  ^  einen  Winkel  bedeutet 

^i  —  itang^y  .^ 

seyn  muss.  Nimmt  man  daher  tang  ^  =  s'  sin  v,  so 
wird  i  =  Are  (jang  =  e'  jin  v) ,  folglich 

^1  — 1£   sinv^Z. 
^^^  (  .    ,    w     . —  )  2    =  +  c'  Arc{tang  =  e'  mv). 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  für  das  abgpe- 
platteie  SphäroVd  gefundene  Formel  substituirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  für  die  Darstellung  des  ver- 
längerten Sphäroids 

X±tY  =^  <p[t±i  ilog  tfingHb  +  4  t;) 
+  «'  Ärc(tang  =  «'  Ä/iv)]]. 

§.    184. 

Die  Abbildung  des  abgeplatteten  elliptischen  Sphä- 
ro'ids  auf  der  Kugel  lässt  sich  folgendermassen  auB- 
fiihren.  Man  bezeichne  die  Coordmateu  eines  Punk- 
tes der  Oberfläche  der  Kugel  durch  A",  F,  Z,  ihren 
Halbmesser  durch  A^  so  ist  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Kugel  XX  +  Y¥  +  ZZ  =  AA.  Führt  man 
statt  der  drei  mit  einander  verbundenen  veränderli- 
chen X,  Yf  Z,  zwei  von  einander  unabhängige  T 
und  U  ein,   so  das«  ^  * 


•«T-rtr» 
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X=Ä.co»T.co»U^     Y=A.MinT.cosU,    Z=:A.9inU^ 

wird ,  so  gesclileht  der  Gleiclinii^  der  Kus^cloberfläche 

Genüge  y  aud  man  hat  indem  diese  Gleichungen  diffe- 

rentiirt  werden 

dX  =^A.{—  »inT.  cos  J7.  dT  —  cosT.  sin  U.  du) 

dY  =  A.  (+  sin  r.  cos  U.  dT  —  sinT.  sin  U.  dU) 

dZ  =A.  cosU.  dU. 

fUglich  dX^  +  ^r«  +  JZ«  =  X2  ==  AA  cos  U'  dT^ 

-f-  AA.  dU^,     Setzt  man  dies  Nnll,   so  kommt 

dU 

€OiU.  dT±  i.  dU  =  0    oder  •  dT  ±  i  —  =  0. 

cos  U 

Hiervon   ist  das  Integ^ral    T  ±  i  log.  tanfi(i5  +  i  ^0 

=  Const.      Setzt  man  dies   der  für  das  Ellipsoid  ge- 

fdndenen  Function  (§.  179.)  g^leich,  so  erhält  man  für 

die  Darstellung  des  EllipsoVds  auf  der  Kugel 

T±i  log.  tang{^5  +  i  U) 

=  Jt±i log[tang{i5  +  i  V)  Cl'  ''""O^ 
L  *"  ^l  +  £smi;^    -J_ 

nnd  bei  jeder  willkührlichen  Annahme  der  Function 

muM  man  T  dem  reellen  und   x  log  tang{i5  '^  i  ü) 

dem  imaginären  Theile  gleich  setzen« 

§.    185. 

Wir  wollen  als  Beispiel  der  allgemeinen  Function 
eine  beson4ere  Form  beilegen ,  so  oass  wir  (pw  =  w 
it  i  log  k  setzen,  wo  k  eine  willkührliche  Constante 
bedeutet.     Man  hat  dann 

T±  ilog  tang(^5  +  i  U) 

.    .          r-             ^        .         ^  /'i  —  e  sinv^Ll 
=  t±i  log  Fk  tangdö  +  4 1;)  (- r-)2j. 

Hieraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  T  und 
U  die  Gleichungen 

T  =  t,      tangdö  +  i   U) 

=  *  tang(^5  +  i  1^)  Crr— ^— )^  • 

^1  +  «  sinv^ 
Um  das  Vergrössernngsverhaltuiss   m  zu  bestim- 
men,  hat  man  aus  §.  178. 

_         pß       dp*    +    dq 


dp*    +    dg^  .    -, 

dP*  +  dQ^'  T^O'  +  '^^+O'-«?)]. 
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WO  die  Formen  ^',   '^'  gleichjeltend  sind.      Nun  war 
femer 

m  =  aacosu*  dt  +  {aasinu^  +  bh  cosu*)du* 

Q.==:  AA  cos  l7^  dT"  +  AA.  du* 

,      ,    . ,  ,     ,    .  V^aa  sin  u*  4-  bb  cos  u*    , 

dp  ±  idq   =  dt  ±  i du. 

a  cosu 

dP±idQ  ^dT±i  -^. 

cos  U 

-f  -     I     ^  •  7  .     ^    aa  sinu*  4-  bbcosu*    _  . 

d/?*    +  dq""    =  Ä"  +    '  du* 

aa  cos  u* 

^  ^  ^  dU' 

cos  w* 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Factoren^  die 
sich  aufheben,  weglässt 

ß       dp^  +   ^7"   _  ^^'  cosu^ 

Femer  war  9^m;  =  m;  -}-  i  ZogÄ,  also  T^'i^  =  1 

w  j  «1  A  cos  U       ^     ,      ^    . 

s=s  y^Wf    und  man  findet   m  =  ■ .     Ausserdem 

a  cos  u 


hatten  wir  atangu  ==  htangvy  und  da  3  =  a  V*! — e^ 

80  wird  tang  u  =  f fl/2g  t;  Vi  —  ee , 

1 

1  +  fa/i^  M*  =^ fi€  tangv* 

cosv^ 

cos  V 
folglich  cosu  = 


V^l  —  ee  sinv^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  fiir  m^ 
wird 

m  =  —  .    .    y  1  —  ee.  «m  v* 

a       cos  V 

Wir  müssen  nun  noch  cos  TJ  durch  v  ausdrücken; 
hierzu  nehme  man  die  Gleichung 

tang{i5  +  i  17)  =  Ä  tangi^ö  +  iv)  fi- ^T 

^1+e  sinv^ 

quadrire   dieselbe,    addire  auf  beiden  Seiten  die  Ein- 
heit, so  kommt 
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Nun  weiss  man   aber, ,  dass  'co<(45  -\-  i  Ü)  tsa 
—  i  sin  U,  folglich  erhält  man 

2  •  ><1  —  e  sin  v^  *  ' 

; ^—  =:l  +  kk  tang(irj+i  vY  (~ —^ 

kk.tang(^5  +  ivy(-^^ —)  -  1. 

$in  U  = • 

kktangHö-^ivyrj— ,-)  +  1, 

Ans  dieser  Gleichung  findet  man  leicht  ^ 

8 

_                           k  cos  v(t  —  se  sin  t;*')  ^ 
cos  €/  =  ,- ^ >  ■     ' 

'ik  sin(iS+ViV)\l-^s  sin  i;)'+coj(45+  V)»(1+»  #m  t^)* 

1  +  g 
^  /r.  (1  —  se  sin  v^)    2 

§.    186^ 

Vermittelst  dieses  Vergrösserunffsverhältniss^d 
kann  man  für  die  Darstellung  eines  nicnt  z\i  grossen 
Theils  des  elliptischen  Sphäro'ids  auf  der  Kugel,  einen 
passenden  Wertli  von  k  auffinden,  so  dass  bei  An- 
Vfendnng  desselben  die  Darstellung  sich  der  vollkomm-«» 
aern  Aennlichteit  nähert.  Dies  wird  der  Fall  seyn, 
«renn  das  Vergrösserungsverhältniss  m  für  die  klein-* 
ite  nnd  die  grgsste  Breite  v  des  auf  dem  Sphäroid 
befindlichen ,  abÄubildenden  Theils  -der  Oberfläfche 
gleiche  Werthe  erhält.  Man  hat  dann,  indem  die 
Kleinste  Breite  durch  v\  die  grösste  durch  v"  bezeich- 
net wird,  zur  Bestimmung  von  k  die  Gleichung 

^si9i(45  +  iv'y  {i—Bsinv'y+cos(i5+lvy  (l+cwfit;')* 

_. j      -  I  ■  ...        .. ,  ■ >  »j 

1  +  8 

(1  —  es  sin  t>'*)    a  - 

10 
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(1 .—  ee  sin  t;"«)    2 
also 

CO  j(45+V:ti>')^  (1+g  sin  v)  ^        co  jCdS+Va^")^  (1+g  ^mO' 

1  +  6     ~  1+g 

(1  —  ee  sin  v^) "^  (1  —  bb  sin  v"^)    » 

Ä  =  V r 

"  1  +  e     ~  1+ g 

(1  — ee5mv"«)    2  (1  —  ee  imv«)    » 

wodurch  das  passendste  Vergrösserungsverhältnig»  ge- 
fonden  ist. 


§.    187. 


Die  Gleichung 
A      cos  TT 


m  =  — .    • y"l  —  ee  sin  v^ 

a       cosv 

giebt,    wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Lf^arithmA 

nimmt 

log  m  =  log [-  log  cos  ü —  log»  cos  v 

a 

+  5  log{\  —  ee  sin  t;^). 
t)iifereutiirt  man  diese  Gleichung*,  so  kommt 

dm  rr     -.rr     i        '  i  sin  V.      COM  V 

—  =  —  tg  U»  du  +  tg  V,  dv  —  ee  ^ 

m  1  —  ee   sin  »• 

Man  hat  ferner  aus  (§.  185.) 

tang{ib  +  i  17)  =  h  tang{ib  +  i  v)  f  iZlL!!üi:>^ 
/  .  vi  -j-  c  sin  yy 

also  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt  und  dann  Jjf- 
ferentiirt 

dU  dv  ee  cos  v,  dv. 

cos  U        cos  V  1  —  £e  sin  v^ 

Vermittelst  dieses  Werthes  wird  die  vorige  Glei- 

dm 
chung  für  —  ,   in  diese  verwandelt 
m 


A 
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dm  .    _      dv       ,       .     __       ec  cosv 

=  —  sin  LI»  — —  4"  ^^'^  ^' 


rn  cosv  1  —  ee  sinv^ 

,      .           dv  ,  ee  cosv  dv 

+  sin  v.  —  sin  V. 


cos  V  ±  —  ee  sin  v" 

dv  .  ee  cosv,dv 

= {sinv'-sinü) (sinv-sinU) 

cosv  i  —  eesinv^ 

(1  —  ee)  dv  . 

= ^ {sin  V  —  sin  ZJ\ 

cos  V  (1  —  ee  sin  v') 

Hieraus  ergiebt   sich,    dass  der  DüFerentialcoeffi- 

dm  . 

cient  -—  dann  Null  wird ,  wenn  sin  v  —  sin  J7  =  0* 
dv  ' 

oder    U  =  V   wird.      Für  diesen  Werth  wird   daher 

m    ein  Minimum    oder   ein  Maximum.       Setzt  man  in 

diesem  Falle  v  =  V,  also  ü  =   F,  so  giebt  die  Glei- 

chiuag 

tangiid  +  i  J7)  =  Ä.  tangHö  +  iv)  f  lHÜ^^^ 

^i'\'6  sinvy 

i  +  8  Sin  F>,i. 

'2        ■■■         ■■•■      ■ 


Si—esinVy 


sin  V  = 


A:"    —  1        ^ 

1  '      «' 

.hr  +  1 


3         • 


§•   188-.       .  . 

Um  zu  entscheiden ,  ob  bei  diesem  Werthe  von 
V  das  VergrÖsserungs\erhältniss  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  wird,  muss  man  die  Gleichung 

dm  (i—ee)dv  . 

=■  — : : : (5172  V   Sin  U) 

pi  cos  V  {i  —  ee  sinv^j 

noch  einmal  differentiireu,  und  im  Differential  i;=F, 
U=V  setzen.     Man  .erhält  daher     • 
ddm  •  dm  >.^ 

mdv^  ^mdvJ 

r  TT   ^^\  1— gg 

=  (cosv — c^«c/.— —  )     — 7 : — TT 

•  V  dv^     cos  v(X  —  ^^  ^^^  ^  ) 

10* 
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+  (1 — ee){einv — sinU) tinv. 

cosv^(^t  —  eesinv*) 

Setzt  man  hierin  v  =  U  =   Vf    so  vrird   sin  v 

■fr  1     ^"^ 

—  sin  U  ^  Of  und  -^  =  0,   also  bleibt  blos 

dv 

ddm  ^  dU>.  1  —  $€ 

mdv^   "~  ^      ~  'dvJ '    cosV(i  —  ee  sinV*) 
Die  Gleichung  im  vorigen  Paragraph 
dU  dv  ee  cosv.dv 

cos  U  cos  V         iL  —  ee  sin  r* 

giebt  unter  denselben  Bedingungen,  dass  i;  ä=  17  =t  F 
seyn  soll 

dU  __  cc  cos  V^ 

dv  1 —  ce  sin  V* 

also  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formel  für  ddm 
«ubstituirt 

ddm         m  (1  -^  ee)  ee  cos  V 

dv*  (1  — ce  sin  V^Y 

Da  dieser  Ausdruck  immer  positiv  »t,    so   Iblgt^ 
das8  m  für  den  Werth  vj^^zV  ein  Minimum  seya  mo» 


§v    189* 

Substituirt  man  den  vorhin  g^undenen  Werth  Tun 
A  +  e  sin  r^t 
^  Vi  ^  z  sin  r^  ^'    '"^  ^®  Oleichungf 


*^^irf>A 


indem  iftan  zugleich  v  =   V  setzt,- so  erhält  caan  doi 
wirklich  kleinsten  Werth  vt)n  m  ^ 

a 

so  dass  wenn  man  den  Halbmesser  der  Kugel  s££  n 
(1  —  se  sin  r*)~"/2  nimmt,  so  wird  die  Darstellnif 
des  Sphäroids  ÄuiF  der  Ku^el,  in  der  Breite  V  der 
wirklichen  Oberfläche  gleich  seyn»  ♦ 


.149 
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"Will  man  die  in  den  vorigen  Paragraphen.  ül?er  , 
die  Darstellung  des  elliptischen  Sphäroids  auf  der 
Kugel  angestellten  Berechnungen  auf  die  Erde  anwen-. 
deu ,  indem  man  dieselbe  als  ein  solches  Sphäroi'd  be- 
trachtet, so  thut  man  am  besten,  wenn  man  alle  AiIjb- 
drücke  in  Reihen  verwandelt,  die  nach  den  Potensen 
von  €  fortschreiten.  Diese  Reihen  werden  sehr  schnell 
convergiren ,  da  «  bei  der  Erde  eine  sehr  kleine  Grösse 
ist,  so  dass^  man  alle  Potenzen  von  e,  welche  die 
vierte  übersteigen,  ohne  merklichen  Fehler  vernach- 
lässigen kann.  Zu  diesen^  Ende  suche  nj^au  die  l^nt^ 
wickeltmg»-  des  Bruehe» 

(i  +  e  sinv)^    , 

mi         I     Hl  ■■  ■■>    n       II      II      I«.     SO    U^ 

1+g 

Nimmt  man  auf  beidten  Seiten  die  Logarithmen,. 
a%  erhält  man 

t  "f"  ^ 

t  Zog(l -(7 c  Jmtr)  =  ee  sin v-r^ i  e* sin  t^*  +  3  «* sinv*^ 
Z_' — iog^(l— w«/it;*)=s~iw5iatt*---Jö'5i»t^*^ 

«nd  hieraus  ei^iebt  sich 

"  Zogft  =  zsisinv  '\'  \  sinv^\^  s''(^\sxnv^  -^  ismv>y. 

Nun»  ist  aber  vermittelst  der  bekannten  E^onea* 
tiaJausdrücke 

^  =r=>  1  -f  Zog  ^  -f  j  log  ^^  , 

also,  nirenn  man  hierin  den  Werth  yoxk.  hgji  substituirt 
fi  =r  1  ^;- se(sinv  +  J  «inti^i  +  **  (i  «ä  »*  +  |  «in  v* 
H:-  t  sin  i?^). 
Hieraus  findet  sich  leicht  der  Werth  des.  anderem 
$a  dea  frühen  Ausdrücken  vorkomm^ndea  Bruches^ 

(1  —  es  sinv}^ 

(1  —  se  sinv^)     2 
ieVy    wie   man  leicht  sidit  aus  Aem  vorigen  dadurch 
entsteht ,  dass  man  an  die  Stelle  von  +  sin  v « --—  sin  v 
setflt>  sa  dass  seine  Eutwickelung  durch 
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l  —  se(sinv  —  i  sinv*)  +  e^Qi sinv''  —i  sinv'' 

+  I  sin  V*) 

dargestellt  wird. 

§.    191. 

r 

Man    erhält  daher,     wenn  statt   co5 (45  +  s  i^)*, 
j  —  >  sinv  gesetzt  wird 

co5(45  +  ivT  (1  +  c  ^g>^  y)  ^     _ 

1  +  g  "" 

(1  —  ee  sin  t;")     2 
jt  —  J  ^i«  v'*-)-  ff  es(jsinv'  —  i  sinv^  -r-  i  «"/»t;'*). 
4"  i  e^  («71  z;  *  +5  *^^*  ^  *  —  TS  sinv'"  —  i  sinv*) 
co^(45  +  i  v"Y  (1  +  g  ^^rt  vy     _ 

1  +  g  ~ 

(1  —  ee  sinv")      2 
J  —  J  sin  v"  +  i  ee  (51/2  z; '  —  i  sin  v'"^  —  i  sin  v''») 

+  i e''(^sin  v"^  +  \  sin v"»  —  \\ sin i;'*—  f  «in»"'). 

Zieht  man  den  letztern  Ausdruck  vom  ersten  ab, 
80  erhält  man  den  Zähler  des  Braches  welcher  \ 
(§.  186.)  ausdrückt,  und  wenn  man  zugleich  vermii- 
telst  der  identischen  Gleichungen 

sin  v"^  —  sin  v^=  (sin  v"  —  sin  v)  (sin  v"  -j-  sin  v*) 
Sin  V  *  —  sin  V  *  =  {sin  v  —  sm  v  )  {sin  v 

-|-  sin  v"  sin  v'  +  sin  v*). 
sinv'"^  —  sinv"^  =  {sinv" — sinv')  {sin  v"* 

-f-  sin  v"^  sin  v^  -j-  sin  v" sin  »'■ 
+  sinv'^) 
sinv"^  —  ^in  v'^  =  {sin  v''  —  sinv*)  {sinv"*^ 

+  sin  v"^  sin  v*  +  ^in  i;"*  sin  t/* 
-f-  sin  v"  sin  t;'*.  -j-  sin  1;'*) 
die  gehörigen  Reductionen  anbringt,  so  kommt 

cos{\b^\vy{\.^tsinvy       co<45+lO'(l+e^'jgy7 

{\.  — SS  sinv* ^)    2  (1  — ee^wv''«)    « 

:=:  J  (^m  v"  —  sin  z;')  —  J  ee  {sin  v'*  —  sin  i^O  [1  —  i  (*ü»  f^ 
+  sin  V*)  —  \  {sin  v"*  +  sin  v"  sin  v'  +  sin  z;'«)] 
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—  i  c*  (sin  v'^  —  dn  v*) 


\sinv"  +  xinv') 
+  l  {sinv"^  +  sin  v'' sin  v' 

—  Ti{sin  t/^^-\-  sin  v^'*  sin  v' 

+  5m  v"  sin  t;'  **  +  ^^^  ^'  * ) 

—  i  {sin  t;"^  +  sin  t;"«  «>i  i;' 


=  J  («/i  t;''  —  5m  v')  (1  —  £f  (1—  Ja—  J  6) 


./2 


=  6 


indem  man  der  Kürze  wegen 
sin  t;"    -|-  sin  i>'  =  a 
«in  i;""  +  sin  v'*  sin  v'  +  sin  v' 
sinv"^  TJ-  sint/'^  sin  v*  4"  ^''^  ^''  «^^^  ^-^  +  sinv'^   =  y 
sinv""  +5mi;"*  5m  t;'  -f"*"'^''**''*^"*  -{-sinv'' sinv'^ 

«etzt.  Den  Nenner  des  Bruches ,  welcher ,  k  angiebt, 
findet  man  ohne,  weitere  Rechnungen  aus  dem  Zähler 
indem  man  sin  v''  und  sin  v'  in  dem  vorigen  Aus- 
drucke negativ  nimmt,  und  dem  ganzen  das  entge- 
gengesetzte Vorzeichen  giebt  5  man  muss  daher  statt 
et,  y  die  entgegengesetzten  — a,  — /nehmen,  so  dass 

mnjJ^b^-WyiX  —  ^^invJ      sinjOtb-YWY  {\,— t  sinvf 

1  +  g  1  +  g 

(1  —  tz  sin  r'O    2  (1  —  ee  sin  v'^)    » 

=  4  {sinv"  —  sinv')  (1  —  w  (1  +  i  «  —  i  ß) 
+  4€*(«  — Iß  — Tiy  +  t8)) 

folglich  wird  endlich 


§.   192. 

Vermittelst  der  Logarithmen  lässt  sich  k  noch 
leichter  berechnen^  man  findet  nämlich  nach  den  ge- 
hörigen Reductionen 

*llogk  =  aee  _(|a—  Ii7)c*. 
oder  da,  wie  man  leicht  sieht  y  =  a(5mt;'* -|- 51/12;"^), 
so  wird  auch 

logk  =  i  £C  (sin v"  -f  sin  v*)  [l  —  6e (J  —  ü  {sin  v'^ 

+  5mt;''«)]. 


*. 
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Es  ist 'aber  auch 

v"  +  v'         v'^  —  v' 

sinv'^  +  siuv^  =  2  sin  -; .  coS' 

2  2 

J  —  li  Csin  v^'  +  5I/I  «;"•)  =  —  A  +  ii  co5(i;"  +  v*) 
cos{v''  —  i;') 
folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  obige  Gleichung 
pubstituirt 

•  i;"  +  v'  v''  —  v' 

logk  =;=  «5  «a  '      "^  C05-  ■  •   - 

[1  _  ^  (11  co<i;"  +  v')  cosiv^'—l")  —  6)]. 
12 

Nachdem  man  aus  dieser  Formel  h  ^fanden  hat, 
ergiebt  sich  U  aus  der  Gleichung  .     •       .    . 

log  tang{i5  -^iU)  =  logk  -\r^  log  tang(ib  +  i  v) 

— '££  sinv  (1  +  7  ee  sin  v*). 

Es  ist  zu  bemerken,    dass  bei   den  hier   vorlom- 
menden   Logarithmen   immer    die    hyperbolischen   £U 
verstehen  sind.      Bei  der  Anwendung  dieser  Formeln 
auf  die  Darstellung  der  Erdoberfläche,  musa 
cf  =3  0,0066915  gesetzt  werden* 


§.  193^ 

Wir  wollen  als  ein  hierher  gehöriges  Beispiel 
i>*  =  45*,  v"  =^  55*  setzen,  so  erhält  man  nach  vo- 
rigem §«  den  Wertb  von  k  durch  die  Formel 

hy^  log  fc  =  fi«  AbSO'*^  cos  5^  [1  +  ^  (11  *m20^  +tj} 

fol^cfc  wenn  man  die  Rechnung  wirklich  ausfuhrt 
iog:  11  =  1.0413927 
-  sin  20**  =  9>5340517 

0-5754444- 

iEKerzu  gehwt  die  Zahl  3,762222  >  also 
togdi  sin  20""  +5)  =  0.9426143 

log  S6  =  7-8255235 
Compl.  iog;24  =  8.6197888 

7-3879256  =  0,0024430. 


1^ 


log  (^  +  51  (11  «'» 20**  +  5))  ==  0.0010597 

log  es   =  7.8255235 

sin  50"  ^  9*8842540 

C05  5°  =  9.9983442 


7.7091814. 
Dies  ist  der  bri^gsche  Logarithmen  des  hyperbo^ 
liflchen  Logarithmen  von  k.  Addirt  man  hierzu  den 
Lc^arithmen  des  Modulus  des  bri^schen  Systems 
=  9-6377843 ,  so  erhält  man  dci^  brigffschen  Log.  des 
t>rigg.  Log.  von  ky  =±  7.3469657.  Hiervon  ist  die 
Zahl  0.00222313 ,  und  wenn  man  diese  wieder  als 
einen  Logarithmen  betrachtet  und  die  entsprechende 
Zahl  aufsucht,  so  erhält  msin  Jt  £=  1,0051321. 

§-    194. 

Um  den  Winkel  F  zu  finden  hat  mau  die  Formel 
(§•  1860 


sinV  ^ 


k'  -  1. 

2 


i»    +    1.  l 

und   der  leichtem  Berechnung  wegen   setze  man   i3 
=  tang(fi:5  +  ^)  j  so  wird 

.    ^        tang(^id  +  0)       1  tangß 

Sm  V   =    ;: .     —   =s=   ; . 

Bezeichnet   man  durch   IL   den  doppelt    zu   neh« 
menden  brigg.  Logarithmen ,  so  ist 

U  ^an^45+§)  =  /o^2  —  logt  +  tt.i 

II  k  ^  7-3469657. 
log%  =  0-3010300 
CompK  log  f  =  1,0872383. 

I.  h  tangi^b  +  ^)  =  "07352340 
log  tang{tb  +  ^>  =  0.0543543 

^  =  3^  34'  34"  Ol. 
tang  e  =  8.7958531. 
logB  =  8.9127617. 

wäF        9.8830914 
F  =  49^  49'  r- 
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§.    195. 


Für  dea  kleinsten  Werth  des  Vergrösserungsvcr-  ] 
hältnisses  m  hat  nian  die  Gleichung  (§.  189.) 

m  =  —  Vi  —  ee  sin  V* 
a 

,  und  da  der  Winkel  6  so  bestimmt  ist ,  dass  e  «n  F 
=  lang  dy  so  kann  man  diesen  Werth  auch  »o  schrei- 
ben 

A      ^fco5  2^ 

m  =  — .    — -. 

a         cos  o 

Man  hat  nun 

COS20  =  9.9966075. 

halbirt  =  9.9983037 
cosd  =  9.9991535 


9.9991502 

also  m  =  — .  0,9980452. 

a 

Nimmt  man  ferner  um  den  Winkel  ü"  zu  finden, 
der  dem  Werthe  v  =  45**  entspricht,   die  Formel 
log  tangi^b  +  iU)  =  log  tang(^ö  +  iv)  +  log  k 

—  ee  sin  z;  (1  -j-  5  es  sin  i;*) 
so  hat  man  im  vorliegenden  Falle 

5m»*  =  9.6989700 

log  es  =  7.8255235 

Compl.  log  3  =  9.5228788 

7.0473723 

0,0011152. 

log(:i  +  i  ee  sin  v»)  =  0.0004840 

sinv  ==  9.8494850 

log  es  =  7.8255235 

Zog:  Modul.  =  9.6377843 

7.3132768 


Zahl  =  0,0020572. 

Die  Multiplication  mit  dem  Modulus  musste  des- 
wegen geschehen,  weil  in  der  Formel  natürliche  Lo- 
garithmen vorausgesetzt  sind,  und  die  folgende  Rech- 
nung mit  gewöhnlichen  Logarithmen  ausgeführt  ist. 
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log  tang(45  +  J  v)  =  0.3827757 

logk =  0.0022231 

—  0,0020572  =  9.9079428 

Q.3»S29416 
45  +  i  17  =  67"  30'  27 '  85 
U  =  45°     0'  55"  78. 

§.    196. 

Endlich  haben  wir  noch  das  Verffrosfieninsrsver- 
otitniss  m  an  der  Grän/iC  der  Darstellung^,  -nvo  v:=45** 
wl,  7sU  berechnen.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der 
Formel  (§.  187.) 

A  cos  U  ^- : « 

ifi  =  — .    .    yl  —  «€.  sinv^ 

a        cosv 

ib«(l— «e  51/11;")  =  9-9992726 

cos  U  =  9.8403(i77 

Compl.  cosv  =  0.1505150 

9r999T55T 

*o    m  =  —  0,9980569.     Vergleicht  man  dieses  mit 
a 

jl 

««■»  kleinsten  Vei^rosserungsverhältniss  — .  0,9980452, 

a 

1 

•0  sieht  man ,    dass   der  ffanze  Unterschied  nur  

^  85303 

beträgt 

§.   197. 

Wir  haben  bisher  immer  uns  blos  der  allgemei- 
^  Auflösung  P  ^  iQ  =  <P(p  -^  iq)  bedient  5  allein 
^  die  Gleichnnff  -P  +  ij2  =  ^  ip  —  'V)  '^^1-  gleichem 
«•chle  bei  der  Darstell ung-sniethode  angewendet  wcr- 
d^  kann,  so  ist  es  nothwendi":  zu  untersuchen,  wel- 
«»«n  Unterschied  die  Anwendung  der  letztern  Formel 
fc^orbringt-     Man  wird  sehen,   dass  beide  Auflösun- 

Cnnr  darin  unterschieden  sind ,  da«  allemal  bei 
einen  Anflösnng  die  Theile  in  der  Darstellung 
Ae  ähnliche  LaTO  haben  wie  im  Urbilde ,  bei  der 
lodern  aber  verkehrt  liegen.  Man  kann  nur  dann 
^en  Unterschied  zwischen  der  gleichen  und  verkehr- 
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ten  Lage  der  Thcile  machen ,  wenn  man  bei  den 
Flächen  zwei  Seiten  unterscheidet ,  eine  obere  und 
eine  untere ;  denn  stellt  man  nicht  eine  solche  Be- 
stimmung fest , .  so  fällt  der  Unterschied  beider  Dar- 
stellungen weg  y  da  man  blos  nöthig  hat  die  Fläche 
umzudrehen  ,    um   die  verkehrte  Darstellung   in  die 

fleiche  zu  verwandeln.  Wir  müssen  also  «uerst  ein 
rincip  aufstellen,  vermöge  dessen  man  a  priori  ent- 
scheiden  kann ,  welches  die  obere  und  welches  die 
untere  Seite  der  Oberfläche  ist.  Es  sey  f  eine  be- 
stimmte Function  der  drei  veränderlichen  Grössen  x, 
y^  z^  so  kann  man  die  Gleichung  ^  =  0  als  die 
Gleichung  ansehen,  welche  die  Natur  einer  OberflS- 
che  bestimmt,  indem  x^  y^  z  als  die  drei  Coordina- 
ten  eines  Punktes  derselben  angesehen  werden,  und 
der  Werth  von  y  wird  im  Allgemeinen  auf  der  einen 
Seite  der  Oberfläche  positiv ,  auf  der  andern  B^aÜY 
seyn,  und  wir  wollen  die  erste  Seite  als  die  oberem 
die  zweite  als  die  untere  beträchten.  Dieselben  Be- 
stimmungen sollen  auch  für  eine  andere  Oberfläche 
gelten ,  deren  Gleichung  durch  JF  =  0  voi^eslcUt 
wird,,  wo  F  eine  bestimmte  Function  der  drei  Ceer- 
dinaten  X,  Y,  Z  ist.  Die  erste  Oberfläche  mag  die 
darzustellende  seyn,  und  auf  der  zweiten  die  Uar* 
Stellung  liegen^ 

Durch  die  Differentiation  der  zwei  Grässen  jf  und 
Ff  wird  man  die  Gleichungen  erhalten 
df  =    edX'  +    gdy   +    hdz 

dF  =  EdX  +  GdY  +  HdZ. 
we  e»  g»  k  Functionen  von  x^  y,  z;    J5,  Cf,  H  lAor 
Functionen  von  X,    Y^  Z  sind,    und  bekanntlich  dis 
partiellen  Differentiale  der  Functionen  /  und  F  an- 
geben. 

Man  kann  nun,,  um  die  Darstellung  der  einen 
fläche  auf  der  andern  zu  finden,  mehrere  beliebige 
ZjwischendaiQlteilungen  wählen ,  und  wir  wollen  dn- 
h«r  den  Uebergang  vom  Ürbilde  auf  der  Fläehe,  de- 
ren Gleichung  /  =  0  ist ,  äu  der  letzten  Darstelhuif 
auf  der  Fläche ,  deren  Gleichung  durch  J^  ==  0  dar- 
gestellt wird^   durch  sechs  Zwiacfaendarstelluii^reii  in 
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Ebenen  machen,  so  dass  wenn  die  Coordinaten  eines 
Punktes  des  Urbildes  durch  x,  y^  z  bezeichnet  wer- 
ben, die  Coordinaten  des  correspondireiiden  Punkte« 
In  den  Ebenen  durch  x^  y^  0;  t^  u,  0,     p,  <7»  O5   P, 

89  0^  T^  Uf  Oy'  X,  Y,  Oj  und  die  Coordinaten  der 
arsteliung'  in  der  letzten  Fläche  durch  X,  Y,  Z  be- 
stimmt werden.  Wir  haben  daher  folgendes  Tableau 
der  Coordinaten  in  den  acht  Darstellungen : 

1)  x.'X,   z.  b)  P,  Q,  0. 

2)  X,  y,  0.  6)  T,  U,  0. 

3)  t,  M,  0.  7)  X,  F,  0. 

4)  p,  q.  0.  8)  X,  r,  Z. 

Bei  den  Darstellungen  in  der  Ebene  betrachten 
wir  die  Seite  als  die  obere ,  auf  welcher  sich  die  po- 
ntiven  Coordinaten  befinden ,  die  einer  auf  derselben 
senkrechten  Axe  parallel  sind. 

•§.     199. 

Sieht  man  x  und  y  als  constant  an,  so  wird  df 
s=  hdz  $  für  ein  positives  Increment  dz  wird  df  rück- 
.ncbtlich  seines  Vorzeichens,  vom  Vorj&eichen  des 
Goef&cienten  h  abhängen^  ist  dieser  daher  positiv ,:  so 
wiird  man  durch  positive  Increniente  von  z  auf  die 
obere  Seite  gelangen  und  die  Darstellungen  1  und  2 
ähnliche  I«affen^  haben.  Ist  hingegen  h  n^ativ ,.  so 
finden  in  beidifn  Darstellungen  verkehrte  Lagen  statt. 
Dasselbe  findet  in  der  Verbindung  der  Darstellungen 
7  nnd  8  rücksichtlich  des  Coefficienten  H  statt. 

£s  sey.  ferner  die  Länge  eines  unendlich  kleinen 
Linearelements,  dessen  Endpunkte  die  Coordinaten  x 
und  y%  X  -^  dx  und  y  '\-  dy  haben,  =  ds,  der 
Winkel,  den  dasselbe  mit  der  Abscissenlinie  macht, 
=x  iy  so  ist  dx  =  ds.  cosl,  dy  =  ds.  sinl.  Eben  so 
sey  die  Lange  eines  Linearelements  in  der  dritten 
Darstellung  ao-,  und  der  Winkel  desselben  mit  der 
Abscissenlinie  =  X,  so  wird  du  =^  da,  sinX^  dt^=^ds. 
catX*  Die  beiden  Winkel  l  und  X  müssen  immer  so 
^rechnet  werden,  dass  die  positiv  wachsende  Abscis- 
senlinie als  feste  Linie,  in  welcher  der  Winkel  Null 
ist,  betrachtet  wird,  und  die  Zählung  nach  der  po- 
sitiven Seite  der  Axe  der  Ordinalen  y  oder  u  «u 
wäcbst.     Man  bat  nun 
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de  =  (£i)    ä.  +  0  dy. 

oder  wenn  man,   statt  du^  dt 9  dx^  dy  ihre  Werthe 

setzt 

/^du^  /du^ 

sin  K,  dar  =  f  —  )  ds.  COS  Z  +  (  —  )  ds.  sin  L 

\dxJ  \dy^ 

(dt  >^  ^  dt  "V 

—  )  dB.  cosl  +  (  —  )  ^S'  sinL 
dxJ  '    ^dyJ    . 

Dividirt  man  beide  Gleichungen   durch  einander, 
so  kommt 

(  ^COSl   +    ( ^    5172  Z. 

\^dxy        ^  \drJ 

taug  A  = 


{ — ^  cosl  +  {  -  — ^.  sin  Z. 
^dxJ  ^  \dyJ 

\  ■  Wiü  man  blös  die  Veränderungen  betrachten, 
wö^lche  die  Lage  des  einen  Elements  durch  die  Ver-- 
änderung  des  andern  erleidet,  während  man  die  Ele- 
mente immer  als  aus  einem  und  demselben  Punkte 
ausgehend  ansieht,  so  muss  man  diese  Gleichang  dif- 
ferentiiren  und  die  partiellen  DiiTerentiaicoefficienten, 
die  nicht  Ton  %  und  Z  abhängen ,  als^  constant  be- 
trachten.    Man  erhält  auf  diese  Art  :•>!.• 

■'  dt   '    du  du       dt'  ' 


fZA  dx      dy         dx      dy 


cos  X^  A'dt  \    i     dt       .     V 

( cosl  -\ .  sin l  j 

\dx  dy  J 


dl. 


dy 
Man  sieht  hieraus  sogleich,    dass  das  Verhältni« 

-7  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Zähler 
dl, 

de.  Bruches  (_;     (_J)  _  (_)     (-)  einen  po-. 

sitiyen  oder  negativen  Wcrth  erhält ,  also  geschehen 
im  ersten  Falle  die  Aenderungen  der  Lage  der  Ele- 
iiiente  in  demselben  Sinne,  im  zweiten  Falle  im  ent- 
gegengesetzten,   so   dass  im  ersten   die  Darstellung^ 


^- 


t59 

und  3  ähnlich  liegend,    im  zweiten  aber  verkehrt 
id. 

§.     200. 

Eben   so    wird   die   Darstellung  6    der   siebenten 
nlich  liegend  oder  verkehrt  liegend  seyu,    je  nach- 

itiv  ist. 

Folglich  werden    die  Darstelinngen  in   1   und  3, 
ier  in  8  nnd  6  gleiche  oder  verkehrte  Lageii  haben, 
nachdem  die  Quotienten 

^dxy  ^dyy       \dxJ  \drJ 

■  '    .  - 

»sitive  oder  negative  Werthe  haben. 


§.   201. 


■ ) 

■Iv 


Auf  gleiche  Weise  erhält  man  dem  Uebergang 
»r  dritten  Darstellung  zur  vierten,  und  der  sechsten 
ar  fünften,  indem  man  nur  in  der  Formel« 

^Zc)\dy)~^Tx)'^dy^ 
tatt  f,  M,  x^  y   resp.  p^   q.^  tx  u  setzt,   iznd  in  dem 
udern  Ausdruck 

dx)    \dy)       \dx)    \dY) 

BLr  T,  JJ,  X,  Y  resp.  P,  Q,  T,  t/ setzt,  so  dass 
lie  pgsitiven  oder  negativen  Werthe  der  durch  diese 
iubstitution  entstehenden  Formeln 


( 


V  dtJ    \duJ  \  dtJ '  \duJ 

\dTJ\äü)        KdT)\dil) 
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bestimmen,  ob  die  Darstellung  der  vierten  mit  der 
dritten,  und  der  fünften  mit  der  sechsten,  älmlidM 
oder  verkehrte  Lagen  haben. 

§.    202. 

Wir  haben  nun  blos  die  \ierte  und  fünfte  Dar- 
stellung mit  einander  zu  ver^ eichen ,  die  beide  in 
Ebenen  liegen.  Da  in  diesem  Falle  «  =.  dp*  +  dq*t 
H  ==  ^P«  +  äj2%  so  hat  man  entweder  P  +  ift 
=  ^(P  +  ^9)  und  P  —  iQ  =z  (t>{p  —  17),  oder 
P  +  iß  =  fp(p  —  ig)  und  P  —  iß  =  <?>(  p  +  i9k 
wo  P  und  Q  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  der 
fünften ,  und  p  und  q  die  Coordinaten  des  correspon- 
direiiden  Punktes  in  der  Äderten  Darstellung  sind*  Ii 
wird  also,  indem  wir  den  ersten  Fall  betrachten. 

P  +  2)2  =  <p(p  +  ig),     F  —iQ  =  <PCp  —  ig)' 
also  durch  Differentiation,  indem  wir  der  Kürze  hal- 
ber setzen 

<p'(p  4-  ig)    ==    n  +  iX,     €p'(p  _  2»  =  »  —  a 
dP  +  idQ  =  (^  +  i>v)  (dp  +  idg) 
dP  —  idJl  =  (w  —  iX)  (dp  —  idg^ 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 
dP  =?  ndp  —  Xdg^         dQ  =  Xdp  +  ^dq. 
Setzt  man  nun 

w.  =  ar.  cos  y  ,         X  =  er.  sinf» 

dp  rs  ds.  cos  g  j     dg  =  ds.  sin  g 

ßP  =  dS.cosG,     dQ  =  dS.  sinG 

60  ergiebt  sich  durch   diese  Substitution  dieser  Wcr- 

the  in  vorige  Gleichungen 

dS.  cos  G  =  a.  ds.  cos(g  -j-  y) 
dS.  sinG  =  er.  ds.  sin(g  -^  y) 
folglich,  wenn  man  o-  als  positiv  betrachtet,  was  im- 
mer geschehen  kann,   da  das  etwanige  negative  Vor- 
zeichen dem  Winkel  zugetheilt  werden  kann 
dS  =  ar.  ds  f         g  -\-  y  =:  G. 
Da  nun  ds^  dS  als  die  Linearelemente  in  beiden 
Ebenen   betrachtet   werden  können  ,    während  gf   G 
ihre    Neigungen   gegen    die    Abscissenliuie    sind ,     so 
folgt,    dass  ar  das  vergrÖsserungsverhältniss  darstellt. 
Der  Winkel  y  ist  von  g  unabhängig,   und  bestimmt 
«ich  blos  durch   die  Coordinaten  des  Punktes  in  wel- 
chem sich  das  Element   befindet,    so  dass  für  .einen 
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QDd  denselben  Punkt,  bei  beliebiger  Veränderanff  der 
Richtung^  der  Elemente,  y  einen  Constanten  \Yerth  er- 
liält,  äso  wird  d^.:=z  dGf  d.  h.  die  Verrückiing 
der  La^e  der  Elemente  geschieht  ii|  beiden  DarsteJ- 
hm^en  in  einerlei  Sinn,  so  dass  sie  ähnlich  liegend 
•ind. 

§.  203. 

Betrachtete,  wir  hingegen  den  ^weiten  Fall,  in 
wrichem  gesetzt  werden  moss 

P  +  i{!=<f>(p-ig).  P  -  iß  ==  <P (p  +  iq). 
ao  erhält  >man  durch  Differentiation  und  Substitution 
der  Werthe  von  (p'(p  —  ig)  9  ?^'(p  +  «9)  «us  vori- 
gem Paragraph  die  Gleichungen  •. 

dt  +  idO  =  (w  —  iX)  {dp  —  idq) 
dP  —  idQ  =  (w  +  ik)  {dp  +  idqy 
dP  sss  ndp  —  kdq  ,         dQ  =  —  kdp  —  ndq 
folglich  auch 

dS.  cosG  =       <r.  dl.  cos(g  +  y)  . 
dS.  sin  G  =  —  er.  ds  sin{g  +  y) 
und  hieraus  dS  =  ods ,    G  =  —  (g:.  +  y)»     Da  also 
in  diesem  Falle  dG  -=■  —  dg^  so  wird  die  eine  Dar- 
stellung gegen  die  andere  eine  verkehrte  Lage  haben« 

§.   204. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  die  Anzahl  der 
▼erkehrten  Darstellungen,  in  den  acht  genommenen, 
angiebt,  ob  die  Darstellung  der  Fläche  y  =  0,  auf 
der  Fläche   F  =^  0   eine  ähnlich  oder  verkehrt   lie- 

8mde  ist«  Ist  nämlich  die  Anzahl  der  verkehrten 
arsteilungen  gerade,  so  ist  die  letzte  ähnlich  liegend; 
ist  dieselbe  ungerade ,  so  ist  sie  verkehrt  liegend* 
Wenn  daher  unter  den  vier  Grössen 

^^y  \dyy  ~  ^dx^    \d^) 


9 


^dxJ'^dY^  ~^dx)'UY) 


11 
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(S©  -  (S)(S) 


rfF- 


keine,  zwei  oder  Tier  nes^aiive  siad,  und  die  leUta 
Darslellun^  soll  ähnlich  W^grend  seyn,  so  miiM  mii 
die  Auflösung  ^^^Q  =  f  ^  "h  'V)  annehmen  $  kop- 
man  hinge^n  eine  oder  drei  nej^atiTe  damnier  im^ 
80  iunss  man  tun  noch  eine  verkehrte  Zwiachendv* 
Stellung  SU  erhalten ,  sich  der  Auilosiiiüp  P  +^ 
isz  (p(p  —  ig)  bedienen ,  um  die  letste  DarsteliJbf 
ähnlich  liegend  zu  erhalten.  Soll  die  Daratellniw^tcr- 
kehrt  liegend  seya,  so  braucht  man  nur  d|#^MMM 
Auflösungen  mit  einander  zu  vertauschen. 


Genauere  Bestimmung  der  Grosse  und 
Gestalt   der    Erde    durch    Gradmessungn« 

§.  205. 

-V-     ■ 
Man  hatte  bis  gesen  das  Ende  des  siebenKflmlM 

Jahrhunderts  den  Erakörper  bei  allen  Messungen  ab 
eine  Kugel  angesehen,  und  um  ihre  Grosse  auasomS- 
teln,  war  es  nur  nöthig,  einen  Bogen  auf  einem  Me- 
ridian KU  messen,  und  den  Unterschied  der  PolhMm 
an  den  beiden  Endpunkten  des  gemessenen  Bogeas  n 
bestimmen.    Denn  bezeichnet  man 
den  Halbmesser  der  Kugel  durch  ä, 
den  Unterschied  der  beiden  Polhöhen  durch  ^, 
die  Länge  des  gemessenen  Bogens  durch  Z, 
so  hat  man    aus   den  Elementen   der  Geometrie  4ii 

Gleichung ~  ^>   da  die  Proportion    2a w  :  I  ss 

360*  :  <ji,    "WO  ^  in  Graden  und  Theilen  de»  Grad« 
ansfi^edriickt  wird,     statt  finden  muss.      Man   erhStt 

daraus  a  =     ■■■     ,    so  dass  durch  eine  eineim  M«i» 

sung  die  Grösse  der  Erde  Iftistimmt  Tverden   konnti^ 
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wobei  das  Resultat  freilich  immer  durch  die  bei  der 
wirkiichen  Ausführung  der  Messung  unvermeidlichen 
Fehler,  einer  Unj^ewissheit  unterworfen  war,  die  bei 
den  ;iltern  Me'ssun^en  oft  sehr  bedeutend  ausfiel,  da 
die  angewendeten  Instrumente  und  Methoden  im  All- 
gemeinen $ebr  mangelhaft  waren. 

§.   206. 

Schon  in  den  frühesten  Zeiten  sind  zu  diesem 
Zwecke  Messungen  angestellt  worden,  von  denen  wir 
die  hauptsächlicnsten  hier  anführen  wollen*  Erato« 
-•thenes,  der  276  v.  C.  G.  geboren  wurde,  suchte 
au«  der  Entfernung  der  beiden  Oerter,  Syene  und 
Alexandrien,  die  Grösse  der  Erde  zu  bestimmen, 
indem  er  annahm,  dass  beide  auf  demselben  Erdme- 
ridian liegen.  Er  wusste,  dass  zur  Zeit  des  Sonnen- 
stillstandes ,  die  Sonne  des  Mittags  in  Syene  auf  den 
Grund  eines  tiefen  Brunnens  schien,  woraus  zu  schlies- 
sen  war,  dass  zu  dieser  Zeit  die  Sonne  sich  im  Ze- 
nith  des  Ortes  befand.  In  Alexandrien  fand  er  zu 
derselben   Zeit  den   Abstand    der   Sonne  vom   Zenith 

Sleich  denf  fünfzehnten  Theile  der  gaaz^n  Peripherie 
es  Kreises,  also  gleich  7"  12',  so  dass  der  Unter- 
schied der  Pol  höhen  beider  Oerter  den  besagten  Win- 
kel gleich  kam.  Aus  den  Berichten  der  ileiäenden 
erfdnr  Eratosthenes  ferer,  dass  die  Entfernung  beider 
Oerter  von  einander  5000  Stadien  betrug,-  also  ergab 
sich  hieraus  der  Umfang  der  Erde  zu  50  mal  .0(^00 
oder  250000  Stadien,  und  die  Grösse  eines  Grades 
selbst  zu  694  Stadien  y  Eratosthenes  gab  daher  um 
die  liänge  eines  Grades  genau  gleich  700  Stadien  zu 
*  erhalten,  den  Umfang  der  Erde  zu  252000  Stadien  an* 

§.   207. 

Man  sieht  aus  dem  ganzen  Verfahren,  wie  höchst 
ungenau  diese  Methode,  die  Grösse  der  Erde  zu  be- 
stimmen, ist,  da  nirgends  eine  wirkliche  Messung, 
ausser  bei  der  Aufündung  des  Abstandes  der  Sonse 
jfom  Zenith  zu  Alexandrien  geschehen  ist,  und  dieser 
selbst  ist  nicht  viel  zu  trauen,  da  die  Messung. durch 
deu  Schatten  eines  Stifts   bewerkstelligt  i^rde,    und 
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man  nicht  weiss,  ob  Eratosthenes  den  dabei  «tatl  fin- 
denden Halbschatten  mit  berücksichtigt  hat  oder  nicfal^ 
welcher  das  Resultat  nm  15  bis  16  (als  ao  viel  der 
scheinbare  Halbmesser  der  Sonne  beträgst)  Tergrcfs- 
sern  oder  verkleinern  kann.  Ausserdem  ist  die  An- 
nahme, dass  Syene  und  Alexandrien  unter  einem  onl 
demselben  Meridiane  liegen,  höchst  unrichtig,  indem 
ersterer  Ort  ^ich^  drei  Grad  östlicher  befindet  ab  ^ 
letzterer.  Es  wird  daher  die  Läixge  des  Bog^na  tob 
7*  12'  auf  dem  Meridian  gemessen ,  kürscr  aeyn  ab 
5000  Stadien,  und  man  kann  durch  folgende  Beträdh 
tungen  leicht  ausmitteln,  wie  viel  nach  den  Mmaeb- 
ten  Annahmen  die  eigentliche  Länge  des  beaagiei 
Meridianbogens  beträgt.   ^ 

Man  bezeichne  die  Punkte  auf  der  als  Knjgel  be- 
trachteten Erde,  in  welchen  die  beiden  Oerter  SnreM 
und  Alexandrien  liegen,  durch  ihre  Anfangsbnchsti^ 
ben  S  und  Ay  den  Punkt  in  welchem  der  Nordpel 
der  Erde  sich  befindet,  durch  P,  so  erhält  man  dnrcli 
die  Verbindung  dieser  drei  Punkte  vermittelst  grte« 
ter  Kreise,  ein  sphärisches  Dreieck  ASP,  in  wvlcfaefli 
man  zwei  Seiten  AP,  SP 9  und  den  von  ihnen  eiim- 
schiossenen  Winkel  ASP  kennt.  Man  fiat  TifiTnlS*l| 
AP  =s  QO'*  —  der  geographischen  Breite  von  Alexen- 
drien,  PS  =  AP  +  7"  12',  den  Winkel  APS  rieick 
dem  Iiängenunterschiede  beider  Oerter  r=s  3  Grad| 
die  dritte  Seite  AS  giebt  die  Entfernung  jb wisch« 
Alexandrien  und  Syene  in  Bogen  an.  Da  nun  duAf 
den  neuern  Beobachtungen  die  geographische  Breüi 
von  Alexandrien  30**  13  beträgt,   so  hat  man 

AP  =  58*»  47',        PS  =  65*  59' 
folglich  nach  den  bekannten  Formeln  der  sphllrisdiei 
Trigonometrie 
COM  AS  =  coj(58*  47').  cos(65**  69') 

+  sin(5S''  47)  *wi(65«  59').  cos3*. 
Führt  man  die  Rechnung  wirklich  aus,  so  findel 
man  AS  =  7*  41'  als  die  Entfernung  in  Bo^n  «wi- 
schen Syene  und  Alexandrien  $  dieser  Bogen  ist  es 
also  eigentlich  dessen  6r6*sse  zu  5000  Stadien  ange» 
aommen  werden  muss,  und  beseichnet  man  die  LiSn- 

Ee  die  den  Bogen  von  7"*  12'  entspricht,  durch  sp,  s» 
al  man  die  Proportion 

7*  41'  :  ?•  12'  «  5000  St.  :  x 
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id  hieraas  x  =  4686  Stadien ,  so  dass  also  der  ITm- 
3g  der  Erde  mir  50.4686  oder  234300  SUdien  be- 
igen würde.  Dividirt  man  dieses  Resultat  durch 
0,  so  findet  man  die  Längte  eines  Grades  des  Me- 
lians  =  650)82  Stadien,  um  dies  auf  die  jetzt  ^e- 
Sncfaiichen  Maasse  £u  reduciren,  nehme  man  die 
inge  der  Stadie  zu  95  Toisen  an ,  so  erhält  man 
830  Toisen  für  einen  Grad,  welches  mit  unsern 
eigen  Messungen  verj^Iichen ,  um  mehr  als  3800  T. 
.  gross  ist.  Dieser  IJnterschied  rührt  theils  daher, 
M  wir  die  Grösse  der  Stadien ,  deren  es  selbst  ver- 
liedene  Arten  gab,  in  Vergleichnns^  mit  den  jetzt 
brinchlichen  Längenmaassen  nicht  Kennen,  theils 
•i  die  Liänge  von  5000  Stadien  wegen  den  nnver« 
Bidlichen  Krümmungen  des  Weges  selbst  zu  gross 
;,  da  man  wohl  nicht  annehmen  kann,  dass  die 
oaenden  genau  einen  grössten  Kreis  bei  der  Zurück« 
;nng  des  Weges  beobachtet  haben. 

§.     208^ 

XT^^fahr  zweihundert  Jahr  nach  Eratosthenes 
Ute  Possidonius  eine  neue  Messung  über  die 
Efisse  der  Erde  an,  indem  er  in  Rhodus  und  Ale* 
ndrien  den  Stern  erster  Grösse  Canopns  im 
Tübilde  des  Schiffes  Ai^ ,  rücksichtlich  seiner 
be  über  dem  Horizont  beobachtete;  in  Rhoiius  war 
•er  Fixstern  genau  im  Horizont  sichtbar,  wenn  er 
h  im  Meridian  dieses  Ortes  befand ,  in  Alexandrien 
igegen  war  derselbe  bei  seiner  Culmination  um 
1  48sten  Theil  der  Peripherie*  des  Kreises  über 
n  Horizont  erhoben,  d.  h.  seine  mittägliche  Höhe 
rag  7^  30'.  Hieraus  folgte,  dass  Alexandrien  um7i** 
Uicner  lag  als  Rhodus ;  die  Entfernung  beider  0er« 
'  setzte  Possidonius  gleich  5000 Stadien,  und  nahm 
gleich  an,  dass  sie  einen  gemeinschaftlichen  Meri- 
m  hätten.  Aus  diesen  Angaben  findet  man  leicht 
>  Länge  eines  Grades  zu  666$  Stadien. 

§.   174. 

Diese  Messung  ist  aber  wohl  noch  ungenauer  als 
!  AeH  Eratosthenes  $   denn  erstens  weiss  man  jetzt 
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dass  Rliodus  and  AleYandrien  lieinearveges  unter  ei- 
nem  nud   ebendemselben   Meridian    liegen ,     sondern 
ihr    Mcridiannnterschied  ungefähr   IJ    Grad   beträgt; 
zweitens   mupste  bei  der  Seereise   von  Rhodns  helA 
Alexandrien  die  Beslimnmng  der  Entfenrnng"  von  5000 
Stadien  der  Natur  i'er  Sache  gemäss,  viel  ungewisser  ■ 
seyn,     als  bei   der  Landreise'  \ou   Aiexandric^n  nach 
Syene,  welche  Eratoslhenes  zum  Grunde  legten    drit- 
tens macht   die  dem  Possidonius  unbekannte  lind  dt- 
her  VGA   ihm  vernachlässigte  Verbesserung   der  beok 
achteten  Höhen  der  Sterne  über  dem  Horizont  wegpft 
der  astronomischen   Strahlenbrechung,     einen    bedeu- 
tenden Unterschied.       lü   Rhodus  nämlich ,     -wo  def' 
Stern    sich    im   Horizont    befand,     muss    -wegen  der 
Strahlenbrechung   ein,  Winkel  von  33    Minuten  vfti 
der  scheinbaren  Höhe   des  Sterns  abgezogen  werdeii| 
60  dass  eigentlich  der  Stern  noch  33  Minuten  untinr  dem 
Horizont   stand ,    wahrend    in    Alexandrien    wo    dv 
Stern    höher  über    dem    Horizont    stand ,     nur    un- 
gefähr 4  Minuten   abzuziehen  sind,    so   dass    der  ge- 
messene Bogen  von   7"  30'  um  33  —  4  =  29  ]!l][inat 
Tergrössert  wird,  und  daher  eigentlich  7**  Ö9'  beträgt 
Dieser  Unterschied  der  geographischen  Breiten  hei&t 
Oerter  ist   aber  bedeutend  zu  gross,    er  findet  sid} 
aus  den  neuern  Beobachtungen  nur  zu  5°  14'-      Mau4 
Kann  bemerken,    dass  der  alexandrinische  Astronom 
Ptoiomäus   der  erste  gewesen   ist,    weicher  seigtoy 
dass,  um  die  Grösse  der  Erde  zu  bestimmen,  es  fei- 
nesweges   nöthig  sey,     den  Bogen  auf  dem  Meridian 
selbst  zu  nehmen,  sondern  dass  derselUe  in  jeder  be- 
liebigen Richtung  gemessen  werden  könne ,  wenn  nnr 
der  Winkel ,   welchen  diese  Richtung  mit  dem  Meri^ 
dian  macht  ^  bekannt  ist. 

§.    210- 

Eine  geraume  Zeit  hindurch  wurde  bei  dem  eiäg^ 
tretenen  verfall  der  Wissenschaften  keine  Operauf» 
dieser  Art  vorgenommen,  bis  die  Araber  unter  der  Be- 
gierung  der  C^iphen  anfingen,  sich  mit  den  mathematip 
sehen  und  astronomischen  Wissenschaften  zu  beschif- 
tigen.  Der  Caliph  AI  Maimon  in  Bagdad,  Reicher 
bei  dem  Frieden,    den  er  mit  den    Griechen   «chloi^ 
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Bedin^nn^  die  Auslieferung  der  Werke  der  grie^ 
Ltfchen  Plürosophen  und  Aerzte  gemacht  hatte,  He»» 
ie  Menge  Mathematiker  zusammen  kommen,  welche 
i  Grösse  eines  Grades  bestimmen  seilten  f  sie  theil- 
I  sich  in  zwei  Abtheilungen^^  von  denen  die  eine 
a  einem  bestimmten  ihinkte;  aus  in  der  Wüste 
njar  am  arabischen  Meerbusen,  in  nördlicher  Rieh-' 
lg,  die  andere  von  demselben  Puuk.te  aus  in  »üd- 
her  Richtuno:  einen  Grad  des  Meridians  maa^sen. 
e  eine  Parthei  fand  56,  die  andere  56?  arabische 
ailen  für  die  Länge'  eines  Grades,  und  bei  einer 
f  AI  Maimon's  Befehl  ans^estetlten  Wiederholung 
r  Arbeit  ergab  sich  dasselbe  Resultat.  Alfraga-. 
LB  giebt  4er  arabischen  Meile  4000  Ellen  zvt  24 
>ll,  und  der  damalige  ZoU  machte  dety  Raum  aus^ 
n  Mcbs  an  einander  gelegte  Gerstenkörner  einnalir- 
9A.    Der  Holländer  Sueiiius  fand,  dass  im  Mittel 

Gerstenkörner  einen  Hieinländisehen  Fuss  aus- 
lebten, und  man  erhält  hierdurch  die  Länge  der 
ibisohen  Meile  iu  rheintändischen  Fuss  ausgedrüekt 

4000.  g4. 6         _ ._      ivr-       *  a         u  •  i 

■■■■    ■   ■ s=  6472..    Ninunt  man  luin  den  rhemL 

'89 
SS  =  046103  Toisen  ujemI  die  Läng^  des  gemessenea 
«des  im  Mittet  zu  56 1  Meile,  ;so  erhält  man  in 
»uen  die  Länge  des  Grades  =^  58710  TQi3ea>    we-« 
■stenA  1700  Toisen.  zu  gross^ 

§.  nu 

Diese  arabische  Messung  ist  bis  zum  Aafange  des 
difsehnteii  Jahrhunderts  die  ein.zige  welche  wir 
pnen,  da  tlie  Wissenschaften  aur  Kurz«  Zeit  hin- 
rch  bei  den  Arabern  blühten,  und  die  europäischen 
S&er  Torzüglieh  in  dei»  Naturwissentchaften ,  in 
Bt  tieftte  Unwissenheit  versunken  waren,  so  das» 
pr  die  Lehre  von  der  raixdei>  Gestalt  der  Erde 
irlbren  ging.  Eia  Franzose  Ferael,  war  ib  dea 
mmi  Zeitea  der  erste,  welcher  wieder  eiae  Me«« 
mg  fiber  die  Grösse  der  Erde  uatera)fthnu  Er  suchte 
B  Polhöhe  voa  Paris,  aad  giag  darauf  auf  dem 
^flM  aaeb  Aaiiea«  nordwärts  fort,  bis  er  aa  eine 
riw  kam ,   die  einea  Grad  vea  der  Pariser  Polhdhe 
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verschieden  vrsLV.  Hierauf  fuhr  er  in  einen  Wagen, 
welcher  die  Umläufe  der  Räder  zälilte,  von  Paris  bii 
nach  der  besagen  Stelle  hin,  und  fand  die  Liänn 
dieses  Grades  zu  57070  Toisen.  Dieses  Resnitat  ist 
von  den  jetzigen  Messungen  nur  wenig  verschieden, 
und  man  muss  es  einnm  glncklichen  Zufalle  Eoschrei« 
ben,  dass  eine  so  unbehülfliche  Messungsmethode  die 
Länge  sq  genau  angab.  Dass  sein  Instrument,  die 
Polhöhe  zu  beobachten,  nicht  sehr  genau  seyn  konn- 
te ,  sieht  man  daraus ,  weil  er  die  Polhöhe  von  Paris 
zu  48"*  38'  angab ,  welche  12  bis  13  Minuten  zu  klein 
ist.  Ausserdem  hatte  er  für  die  Krümmungen  des 
Weges  von  den  gewählten  Umläufen  der  Räcfer  nadi 
einer  wiükührlichen  Schätzung  etwas  abgezogen ,  um 
den  Weg  auf  die  gerade  Linie  zu  reduciren. 

Man  schlug,  um  die  Grösse  der  Erde  zu  finden, 
folgendes  Mittel  vor:  Nachdem  die  Höhe  einea  Ber- 
ges bestimmt  worden  ist,  entferne  man  sich  ao  weil 
von  demselben,  bis  seine  Spitze  am  Horizont  unaicbt* 
bar  wird ,  und  messe  dann  die  Entfernung  dieMi 
Punktes  vom  Berge,  so  lässt-  sich  daraus  die  &rtoa 
der  Erde  bestimmen ;  denn  es  sey  h  die  Höhe  des 
Bterges,  a  der  Halbmesser  der  Erde,  l  die  £ntfemiUK| 
des  Desagten  Punktes  vom  Berge,  so  ist,  wenn  man 
von  der  Spitze  des  Berges  und  von  dem  aweite» 
Punkte  nach  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerade  liinie* 
zieht,  und  den  Winkel  den  beide  mit  einander  bil- 
den,   durch  ^  bezeichnet,    a  :=  (a  -f"  ^)  cot ^  und 

l 
l  :  2a^  ^  <f  :  2n^     also   9^  =  —  .      Nun   ist .  aber 

co$^  Tsz  ±  —  l^i^f  «o  lange  fp  klein  ist,  was  man 
hierbei  immer  voraussetzen  kann,  also  geht  die  Crlä> 
chung  a  r=  (n  -f-  h)  cos  f ,    in   diese    über    2*  « 

<pfp{a-{'Ki.  Setzt  man  hierin  statt  ^,  — ,   ao  kommt 

a 

II  , 

2A  es  — -  (ä  -|-  A),  und  da  a  *4~  ^  von  a  nur  wvnik 

<iü  • 

U  TL  * 

verschieden  ist,    2A  =  — .  -  also  a  s=  — —  •      Diese 

fl  2Ä 

Methode  ist  nun  wohl  geometrisch  betrachtet  richÜA 
allein  in  der  Ausübung  würde  sie  sehr  abweichend 
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Verthe  für  den  Halbmesser  der  Erde  ^ben,  da 
on  dem  Gipfel  des  Berges  ausgehenden  Lichtstrahp- 
m  in  der  Luft  so  unregelmässig  gebrochen  werden^ 
IM  die  Bestimmung  der  Entfernung,  in  welcher  der 

ipfel  verschwindet,    viel  zu,  unsicher  wird. 

* 

§.  212. 

Snellius  in  Leyden  gebrauchte  im  Jahre  1615 
Herst  die  Methode  den  Bogen  eines  Meridians  durch 
ine  Trian^lirung  und  vermittelst  einer  genau  ge- 
leasenen  Standlinie  trigonometrisch  £u  bestimmen« 
r  maass  zwischen  Leyoen  und  Souterwoude  auf  den 
elde  eine  Linie,  deren  Länge  316  rheinländische 
alhen  und  4  Fuss  betrug ,  und  gelangte  nach  und 
ftch  durch  zusammenhängende  Dreiecke  zu  ^  einem 
ogen  des  Meridians  zwischen  Alkmaar  und  Bergen- 
»soom,  an  dessen  Endpunkte  er  die  geographischen 
r«iten  bestimmte,  deren  Unterschied  er  zu  1°  11' 30'' 
jid*  Er  schloss  daraus  die  Grösse  eines  Grades  der 
reite  in  Holland  zu  28500  rheinländischen  Ruthen^ 
id  rechnet  man  die  zwöifFiissige  rheinländische  Ru- 
le  zu  1,93236  Toisen ,  so  erhält  man  für  die  Länge 
M  Grades  55072  Toisen.  Snellius  selbst  giebt  55021 
oisen  an.  Er  fand  aber  bald  nachher,  dass  er  so« 
nbl  in  den  Messungen  als  den  Berechnungen  Fehler 
sgtangen  hatte,  und  maass  daher  im  Januar  des  Jah- 
IS  1622  auf  dem  Eise  in  den  Umgegenden  von  Ley- 
m  eine  neue  Standlinie,  indem  er  zugleich  die  Tri* 
ignlirung  wiederholte;  allein  es  scheint  .nicht  als 
>  er  seine  «i&weiten  Messungen  zn  einer  neuen  Be* 
unmong  der  Länge  eines  Grades,  wirklich  der  Be* 
ichnnng  unterworfen  habe,  da  zu  seiner  Zeit  die 
garithmische  Berechnungsart  noch  nicht  bekannt 
wty  und  er  sich  daher  genöthigt  sah,  alle  AMtipU- 
itfamen  und  Divisionen  der  grossen  Zahlen,  die  die  K 
igonometriseben  Proportionen  erfordern,  wirklich 
iMufiihren,  wovon  er  durch  die  Langwierigkeit  der 
perationen,  und  die  dadurch  leicht  zu  begehenden 
ecfanungsfehler,  das  zweite  Mal  abgeschreckt  wiirde. 
[ttischenbroek  ein  Nachfolger  und  Verwandter 
«.'Snellius ,  bewerkstelligte  im  Jahre  1729  die  Rech- 
mg  nach  dem  Staouacnpt  des  Snellius,    nachdem 


^ 
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er  der  grossem  Sicherheit  weffen  die  Winkel  der 
Dreiecke  von  TMeacui  geuiesseu  hatte ,  wobei  freilich 
Unterschiede  von  mehreren  Minuten  •  vorkommen,  und 
fand  die  Länge  des  Grades  in  Holland  gleich  57033 
Toisen. 

§.   213. 

Aus  den  Nachrichten  des  Pierre  Picard,  -wil- 
cher  im  Jahre  1669  eine  etwas  genauere  Gradmet- 
sung  in  Frankreich  unternahm,  ist  uns  eine  MesfOii| 
von  einem  Niederländer  Wilhelm  Bieaa,  oder 
nach  der  damaligen  Methode  die  Namen  £u  latinisi- 
ren ,  C^esius  genannt ,  bekannt  geworden  $  alleii 
man  kann  nicht  recht  wissen,  ob  diese  Messung  wirk- 
lich angestcltt  worden ,  da  sich  Picard  bei  Erwähnmig 
derselben  eines  ziemlichen  Anachronismus  ftchiiUi| 
macht,  indem  er  sich  mit  einem  Verstorbenen  unter- 
hält. Dieser  Bleau  war  ein  Schüler  des  berühmtfa 
Astronomen  Tycho  de  Brahe,  und  Picard,  welcher 
im  Jahre  1671  nach  Uranienburg,  der  damali 
schon  sehr  verfallenen  Sternwarte  des  Tycho  reiMto» 
um  die  Lage  der  Mittagsliuie  daselbst  aussumitteliif 
da  man  über  die  richtige  Bestimmung  der/ielbeii  Toa 
Seiten  des  Tycho  de  Brahe  in  Paris  verschiedeM 
Zweifel  hegte ,  erzählt  sein  Zusamn^entrefTen  mit 
Bleau  folgendermassen :  Als  ich  hörte  ^  dasi 
Bleau  in  Amsterdam,  vor  nicht  langer  Zeit 
eben  so  wie  ich  eine  Gradmessunr  ange- 
stellt hätte,  wünschte  ich  sehr  micb.aiit 
ihm  üb^r  dieselbe  zu  unterhalten,  und  ich 
darf  sagen  dass  wir  beide,  sowohl  der  ^te 
Alte  als  ich,  eine  ausserordentliche  Fronde 
hlAtten,'  aia  wir  sahen,  das»  wir  bei  der  Be- 
stimlhung  der  Grösse  eines  Grades  sojponam 
znaammentrafen ,  indem  der  ganze  Unteff^ 
echied  nicht  einmal  60' rheinläifdiscbe  Fmai 
betrug.  Ich  weiss  nicht,  ob  das  Manneeript 
e  heranag^eeeben  worden  ist,  allein  iah 
ann  behaupten,  dass  ShelHus  selbst  nioliti 
so  Grosses  zu  Stande  gebracht  hat. 

Ans  dieser  Erzählung  muss  man  nun  nrfhoiien, 
da^  Pieard  den  Urheber  der  Messung  Wilhelm  Ble« 
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selbst  fifc«prochen  habe,  welche«  aber  «elir  unwahr- 
schemlich  ist,  da  Tycho  de  Brahe,  deösen  Schüler 
doch  Bicau  war,  sc-ion  IGOl  im  fünf  und  faiifRigsteu 
Jahre  seines  Altoers  gestorben  ist.  i}ie  blosse  ün- 
wahrscheinlichkeit  wird  aber  zur  Unmöglichlicit,  durch 
die  Nachricht  welche  uns  Friedrich  Foppens  in 
seiner  1739  zu  Brüssel  erschienenen  Bibiiotheca 
bellica  giebt,  wo  ausdrücklich  g'.vcigf.  wird,  dass 
dieser  Schüler  und  Freund  des  Tyclio  de  Brahe  am 
Igten  October  1038  iui  sieben  und  sechsziofsten  Jahre 
feines  Alters  verstorben  ist. 

Es  wäre  also  blos  möglich,  dass,  wenn  überhaupt 
diese  Nachricht  währ  ist,  und  Picard  dieselbe  nicht 
erfunden  hat,  um  seiner  Messung  ein  grösseres  Ge- 
'Vricht,  durch  die  Uebereinstimmung  mit  einer  andern 
beizulegen ,  er  mit  einem  \on  den  Söhnen  des  Wil- 
helm Bleau  gesprochen  habe ,  die  aber  Kaufleute  und 
keinem  Gelehrte  waren ,  so  dass  man  nicht  wohl  be- 
ipreift  wie  der  gute  Alte  an  einer  Sache ,  die  ihm 
nichts  anging  und  die  er  vielleicht  nicht  eirfmal  -ver- 
Bta&d ,  solche  ausserordentliche  Freude  haben  konnte. 
Uebrigens  ist  das  Manuscript  nie  erschienen,  da 
ansaerdem  im  Jahre  1672  das  Haus  des  Blean  mit 
allen  Magazinen,  Druckereien  und  Werkstatten  ab« 
brante« 

§.    214. 

Kurze  Zeit  nach  Sncilius  maass  der  Engländer 
Norwood  von  1633  bis  1635  zwischen  London 
und  York  einen  Grad  der  Breite,  und  fand,  dass 
d^felbe  ^7300  oder  nach  anderen  Angaben  57424 
Toisen  betru«.  Er  wendete  bei  dieser  Messung  so- 
yffobl  die  Metliode  des'Fernel  als  die  des  Snelliua  an, 
und  bestimmte  die  Polhöhen  der  Endjpunkte  des  Bo- 
^n«  vermittelst  eines  Sextanten  von  5  Fnss  Halbmes» 
ser.  Diese  Messung  scheint  lange  Zeit  unbekannt  ge- 
blieben zu  seyu,  da  Newton,  als  er  im  Jahre  1666 
•eine  ersten  Untersuchungen  über  die  Schwere  an- 
stellte, eine  so  unrichtige  Grösse  des  Grades  zum 
Gnuide  legte,  dass  er  verleitet  wurde,  seine  Arbei- 
ten zu  verlassen,  da  er  keine  Uebereinstimmung  zwi- 
fchea  seiner  Theorie  und  den  -wirklichen  £richeiimn<- 
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gen  fand,  -  und  erst  mehrere  Jahre  nachher  auf  die- 
selben surttckkam ,  nachdem  ihm  eine  g&aBuere  B^ 
Stimmung  der  Grösse  eines  Grades  bekannt  geworim 
•war.  • . 

•   '  ■ 

§.  215. 

Der  vorhin  erwähnte  Pierre  Picard  stellte  im 
Jahre  1669  einer  Verordnung  von  Ludwig  XIV.  m* 
folge,  eine  Messung  des  Meridians  zwischen  Malp 
voisine  und  Amiens  an,  welche  ziemlich  ao^jgfil-' 
tig  ausgeführt  wurde,  wodurch  er  sehr  srenau  ioSi 
den  neuesten  Messungen  übereinstimmend  oie  Ubofi 
eines  Grades  der  Breite  in  der  G^pend  von  AmiM. 
Sbu  57060  Toisen  fand ;  doch  ist  diese  Gfmimigk|JH 
nur  'i^ufallig  durch  die  Compensation  mehrerer  begap 
^genen  Fehler  entstanden,  wie  Lacaille  spfiterUa 
"  nachwiess.  Dieser  zeigte ,  dass  die  von  Picard  bei 
der  Messung  der  ersten  Dreiecksseite  gebranchie  Tei- 
se,  sich  KU  der  Fundamentaltoise ,  welche  die  Aca« 
demie  der  Wissenschaften  besass,  wie  999  sa  1000 
Verhielt,  also  zu  kurz  war.  Demohngeachtet  fimd 
Lacaille,  nachdem  er  diese  Bestimmung  remadi^ 
und  -die  Winkel  der  an  die  Standiinie  gräniBeiidai 
Dreiecke  von  Neuem  untersucht,  auch  cue  aatrong- 
mischen  Beobachtungen  vermittelst  der  AberratioB 
und  Nutation,  welche  Picard  noch  nicht  kannte,  ver» 
bessert  hatte,  fast  genau  dasselbe  Resultat  JLahire 
dehnte  die  Messung  nördlich  nach  DünkircheBi 
und  Cassini  südlich  nach.  Perpi^nan  aus.  Ja 
Jahre  1718  machte  Cassini  diese  Messungen  fiffent> 
lieh  bekannt,  und  zeigte,  dass  ein  Grad  der  BnÄi 
zwischen  Paris  und  Bourges  57098  Toisen,  svi- 
sdben  Paris  und  Amiens  57060  Toisen,  und  zwi- 
schen Paris/und  Dünkirchen  56970 Toisen  be- 
trug, woraus  sich  ergab,  dass  die  Grösse  der  Grade 
vom  Aequator  nach  <Ien  Polen  zu  abnahm. 

§.    216. 

Schon  vorher  hatten  Newton  und  Huygeni 
aus  theoretischen  Gründen  abgeleitet,  dass  wenn  dii 
£rde  .anfangs  ein  flüssiger  Korper  war,    so  wttK4l 
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die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  Termöge  der  aus  ih- 
rer Umdrehung  enUtehenden  Schwungkraft,  ein  ellip- 
tisches Sphäroid  bilden,  dessen  kleine  Axe  den  Durch- 
inessser  durch  die  Pole  der  Erde,  und  dessen  grosse 
Att  den  Durchmesser,  des  Aeguators  bildet.  Huy- 
l^ens  fand  das  Verhältniss  der  beiden  Durchmesser 
wie  577:578,  Nevrton  wie  229:230,  wo  das  letztere 
das  richtige  durch  die  Theorie  gegebene  Verhältniss 
ist^  indem  Huygens  die  Auflösung  der  AufJ^abe  iiber 
dte  Bestimmung  der  Oberfläche  der  {"lüssigkeit  nicht 
allgemein  genug  genommen  hatte.  Wie  dem  nun 
auch  sey,  so  ergab  sich  doch  aus  beiden  Theorien 
eine  Abplattung  der  Erde  an  den  Polen,  und  hieraus 
iblgte,  dass  die  Grösse  eines  Grades  immer  wachsen 
«(UM,  je  näher  man  den  Polen  kommt.  Diess  lässt 
nch  leicht  folgendermassen  zeigen.  Wir  hatten  in 
§•  179*  das  Linearelenient  der  Oberfläche  des  Eliip- 
0oVds,  dessen  grosse  Axe  durch  a,  und  halbe  kleine 
Axe  durch  b  bezeichnet  wird 

.  «=  VflÄ  cos  u"  dt*  -j-  {aa  sin  u*  +  bb  cosu*)  du* 
geftinc^en,  wo  t  die  geographische  Länge  eines  Punk- 
tes auf  der  Oberfläche,  ^ad  u  einen  blos  von  der 
Mographischen  Breite  abhängenden  Winkel  bedeutet. 
Bleibt  man  nun  auf  einem  und  demselben  Meridian, 
•o  ist  die  geographische  Län^e  aller  auf  dieser  Linie 
Uzenden  Funkte  constant,  also  dt  =:  Oj  und  es  wird 
dimer,  wenn  ds  die  Länge  eines  Elements  des  Meri- 
dians bezeichnet 

*  ds  =  du  yfaa  sin  u*  -f-  bb  cos  u*. 

Da  femar  §.  179*  a  tang  u  =  b  fang  v  gesetzt 
wnrde,  wo  wie  §.  182«  bewiesen  ist,  v  die  geogra- 
phische Breite  oder  Polhöhe  bedeutet ,  so  hat  man 

abdv 

flu     Ä=       ■  y 

aa cosv*  -f~  ^^  sinv* 

aa  cosv* 

cosu*  =    ■ 9 

aacosv*  -{'bbsinv* 

bb  sinv* 

Sm  U*     S=    »  '  ■  y 

aa  cos  v*  +  Ji  sin  v* 
folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  obigen  Ausdruck 
Ton  ds  substitnirt 
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-                       aabb  dv 
ds  =  ■   ■ • . 

{aa  cos  w*  +  ^^  sinv*)^ 

Setzt  man  noch  bb  =  aa{i  —  ee),  wo  ob  die  Ee- 

centricität  der  Ellipse  bedeutet,   durch  deren  ][Tm^ 

hong^  um  die  kleine  Axe  das  Sphäroi'd  enUtanden  kt^ 

so  wird 

a(i  —  ee)  dv 

ds  =  "■• 

(l  —  SS  sinv^)i 
Lässt  man  v  immer  um  gleich  viel  wachsA,  ID 
wird  der  Zähler  a(l  —  eB)dv  des  Bruches,  der  is 
^ausdrückt,  fiir  alle  Werthe  von  v  constant  seyn,  Al- 
lein der  Nenner  (1  —  ee  sinv*)i^  wird  immer  kleiMT 
je  mehr  v  von  0  bis  90^  wächst,  d.  h.  je  gröaaer  die 
Polhöhe  wird,  folglich  wird  der  ganze  Bruch  zugleidi 
mit  V  grösser,  und  hieraus  folgt,  dass  wenn  t/,  v" 
j&wei  Werthe   Ton  v  sind  und  v    kleiner   al«  t/'  ii^ 

P    A (l  —  Bt\dv 
auch  zugleich  das  Integral  J  von   » 

(1  —  te)  sin  »■)! 
=  t;'  bis  !;  =  »'  +  *  genommen,  als  dasselbe. Inte^ 
gral  von  v  =  v"  bis  t;  =  v"  -f-  k  genommen,  aus- 
fallen muss,  ohne  dass  man  nöthig  hat  die  Iniegratioa 
wirklich  auszuführen,  die« sich  ausserdem  nicht  nnter 
endlicher  Form ,  sondern  blos  durch  Entwickeldif 
der  Radicalgrösse  in  eine  Reihe,  be%Yerkstellig^n  Ufit 


§.   217. 
• 
Es  war  also  in  einem  Gegenstande   von  so  gros- 
ser Wichtigkeit,  die  theoretische  Bestimmung  der  Er- 
fahrung entgegengesetzt,    denn    die   Messungen   Cas- 
sini's   ergaben    eine   Verlängerung  der   Erde    an   den 
Polen,    und  es  kam  nun  darauf  an,    durch  nene  Un- 
tersuchungen diesen  Gegenstand  genauer  zu  beleuch- 
ten.    Denn  obgleich  gegen  die  theoretischen  Angaben 
nichts  wesentliches   eingewendet  werden  konnte,    »o 
waren    doch    diejenigen    Arien    von    Betrachtungen, 
welche  bei  dieser  Aufgabe  angewendet  werden  musi- 
ten ,    den  damaligen  Mathematikern  und  Astronomen 
we^en  ihrer  Neuheit  zu  wenig  geläujßg,    als  dass  der  ' 
^rös^te    Theil    derselben    im    Stande    gewesen   v^irf, 
ihre  Klarheit  und  genaue  Schlussfolge  einzusehen  und 
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«U  unwidersprechlic^  ansunehmen ,  da  ausserdem  die 
practiscben  Mesioiiffeii  fto  ausdrücklich  dagegen  spra^ 
chen.  Eine  Beobacutnng ,  welche  sehr  iür  die  New- 
ton^scben  Angaben  mengte ,  hatte  schon  im  Jahre  1672  • 
Richer  anf  der  Insel  Cayenne,  die  fünf  Grade 
vom  Aeqoator  entfernt  liegt,  gemacht.  Dieser  war 
nach  dieser  Gegend  geschickt  worden,  nm  theils  über 
die  astronomische  Strahlenbrechung,  theils  über  ei- 
niM  Hauptpunkte  der  Bewegung  der  Sonne,  Beob- 
achtungen anzustellen  ^  und  fand  dass  das  Pendel  an 
der  Uhr,  die  er  tou  Paris  mitgenommen  hatte,  seine 
Schwingungen  in  längerer  Zeit  in  Cayenne  als  in 
■Paris  vollbrachte,  so  dass  er  genöthi^t  war,  um  das 
Secundenpeüdel  zu  erhalten ,  dasselbe  um  li  Linie 
au  verkürzen.  Man  schrieb  diese  Erscheinung  an- 
ISuogs  der  grössern  Hitze  in  den  tropischen  Gegenden 
sn,  durch  welche  die  Pendelstange  veriängert  wor- 
den wäre,  allein  die  über  die  AmKlehnung  der  Me- 
talle in  grosser  Hitze  angestellt#i  Versuche  zeigten, 
dass  die  grössere  Wärme  allein,  die  ausserdem  nicht 
aehr  von  der  in  Paris  verschieden  war,  diese  Ver- 
änderung nicht  hervorbringen  konnte,  indem  die 
dorch  '  den  geringen  Wärmeunterschied  entstehende 
Verlängerung  der  Pendelstange,  als  fast  uniderklich 
ipefundto  wtirde.  Schon  vorher  hatte  Halley  dieselbe 
Erscheinung  auf  der  Insel  Helena  bemerkt,  allein  die 
Verkürzung  des  Pendels,  welche  nothwendig  war 
nm  der  Uhr  den  richtigen  Gang  zu  geben,  nicht  wei- 
ter beobachtet.  Es  blieb  also  nichts  weiter  übrig,- 
als  eine  wirkliche  Verminderung  der  Schwerkraft, 
oder  einen  langsamem  Fall  der  Körper  in  den  Ge- 
genden des  Aequators  anzunehmen ,  welche  theils  aus 
der  Anschwellung  der  Erde  in  dieser  Gegend ,  theils 
ans  der  grössern  Schwungkraft  der  Körper  entstehen 
konnte. 

§.   218. 

Der  über  diesen  Gegenstand  entstandene  Streit 
wurde  lange  Zeit  mit  grossen  Eifer  zwischen  den 
Anhängern  des  Newton  und  Hvygens,  und  ihren 
Gegnern  den  Anhängern  des  Cassini  geführt,  bis  man 
znletr^t    einsah,    dass    die    geringe   Ausdehnung    des 
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Theils  der  Erde  in  welchem  die  Ti^maog  geschAet 
war  y  ^^en  den  glänzen  Umfang  der  Erde  gencmmen, 
den  Streit  nicht  wohl  zn  unterscheiden  Termöchti^ 
•  da  die  bei  einer  solchen  Messung  fast  anvernieidU- 
chen  Fehler  einen  su  grossen  Einfluss  auf  das  Resultat  . 
ausüben  konnten:  Es  wuY*de  daher  in  Frankreich  der 
Entschluss  gefasst  in  Peru  selbst  am  Aecrnator  einet 
Grad  messen  zu  lalisen,  wohin  Bouguer,  Confi^ 
mine  und  Godin  im  Jahre  1735  abseilten,  und 
unter  dem  Aequator  die  Länge  eines  Grades  ss  fi6753 
Toisen  fanden. 

Während  der  Zeit,  dass  die  besagten  Iffadieitui- 
tiker  in  den  Gegenden  des  Aequators  maassen,  schid^ 
te  der  Minister  Maurepas  auf  Anrathen  des  Ma«F 
pertuis  eine  andere  Expedition  nach  Lappland ,  die 
aus  den  Academikern  Maupertuis,  Ciairäut| 
Lemonnier,  Camus  und  dem  Gehülfen  Onthier 
bestand.  Mit  ihnen  verband  sich  nach  ihrer  Anknrit 
in  Schweden,  der  Verühmte  Celsius.  Sie  beatittniH 
ten  die  Länge  eines  Grades  unter  der  Breite  Ton  66* 
20'  £u  57437  Toisen.  Diese  beiden  Messungen  s^ 
wohl  unter  einander  als  mit  der  in  der  G^^nd  tob 
Paris  angestellten,  verglichen,  zeigen  eine  Abplattunff 
der  EiHle  an,  so  wie  es  die  Theorie  verlangte ,  xam 
wir  wollen  aus  diesen  Messungen,  der  peroaniaclMn 
und  der  lappländischen,  die  Grösse  Und  Gestalt  dir 
Erde  bestimmen. 

§.   219. 

Bedeuten   a  und  fr   die  halbe  grosse   und  Iialbe 

kleine  Axe  der  Erde,"^   so  nennt  man  den  Quotienlsa 

a  '•—  b 

die  Abplattung  der  Erde,  die  wir  dnrd 

a  bezeichnen  wollen ;    we^en  der  Kleinheit  derselboi 

können  wir   in  diesen  Rechnungen   alle  Potenzen  voa 

a,  welche  die  erste  übersteigen,  vernachlässigen/  Dit 

^  Ä  —  b 

Gleichung =  a  giebt  b  =?  a  (l  —  a)   und  U 

Ä  ÄÄ  (1  —  2«).  Da  ferner  bb  =  ää  (1  —  ss)  j  so  wird 
auch  ee  =  2«  werden,  also  wenn  dieser  Werth  vt» 
««  in  der  Gleichung 


ds=^    ^(i  — gg)  ^<^' 

(1  —  ee  sinv'^)i 
rabstitairtwird,  so  erhält  man 
,  a(i  —  2a)dv. 

US  =s  ■  ■       I     . 

(1  —  2«  sin  v*)i 
Entwickelt  man  das  Rädical   In   eine  Keihe^    m 
crhfiit  man 

ds  =  fl  (1  —  2a)  dv  (l  +  3a  sin  v") 

=1  a  dv(i  •—  2a  -j-  3«  sin  t;*)    und  da 
ginv*  Ä  i  —  i  cos  2t;,  so  wird  auch 
ds  at  adi}  [1  —  J  a  (1  +  3  CO*  2f;)]. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch  die  Inte- 
gration fol^nden  Werth: 

#  =  Const.  +  av(i  —  Ja)  —  t  a  a  sin 2v, 

um.  die  Constante  zu  bestimmen ,  fan^  der  ge- 
messene Bo^en  in  der  Stelle  an,  wo  v  =rz  v'  ist,  so 
hat  man  für  diesen  Werth  s  =  0,  also         • 

Ö  =:  Const.  +  tfv  (1  —  i  a)  —  I  aa  sin  2t;'. 
imd  wenn  man  diese  Gleichung^  von  der  obern  abzieht, 

i  ssn  Ä  (1  _  j  a)  (v  —  v)  —  i  aa sin{v  —  v)  co6{v  +  v). 

Nennt  man  die  Länge  des  ganzen  gemessenen 
Bogens  s'j  und  bezeichnet  die  geographische  Breite 
des  nördlichsten  £ndpunktes  desselben  durch  v''j  so 
liat  man  die  Gleichung  * 

1)  s'^a{i  —  ia)(v"-v') 

—  iaat  {sin(v"  —  v')  co9(p"  +  i;'))» 

An  einer  andern  Stelle  der  Erde  habe  man  zwi-» 
«chen  'den  Polhöheu  v"^  v^^  die  Länge  des  Bogens 
s£  s^  gefanden,  so  wird  ebenfalls 

2)  t"  =  fl  (1  —  J  a)  v'"  —  v") 

—  I  aa.  sin{v^^  —  v")  cos(v^''  +  t;''> 

Bind  nun  die  Unterschiede  v''  — ^  v\  t;'^  -^  t;'"  ein- 
ander gleich,  unä  wie  aus  den  Messungen  folgt,  je-^ 
der  gleich  einem  Grad,  s<^  erhält  man,  indem  dieser 
Unterschied  ^^  9  gesetzt  und  die  üweite  Gleichung 
durch  die  erste  dividirt  wird 

sin  S 


«" 


(l  — ia)— Joe*  ---.  CD<t;»^  +  t)'") 


d 


I*      IH 


sin  3 
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Nun  sind  aber  die  Winkel  v^^  v"'  und  v\  v'  nnr 
um  einen  Grad  verschieden,  man  kann  daher  ohee 
merklichen  Fehler  v"  -j-  v'  =  2v  und  »"'  -|-  »"*  =  2»** 
indem  man  nur  statt  v\  v"  die  mittlem  Breiten  wel- 
che in  vorigem  §.  angegeben  sind ,  nimmt.  -  Ferner 
kann  ohne  merklichen  Fehler  wegen  der  Kleinheit 
des  Winkels  d,  iind  =  8  gesetzt  werde%  so  dass 

(1  —  i  a)  —  I  «  cos^v"  ^   b" 

<1  —  i  a)  —  i  a  con  ^u     ""    s' 
wird.      Führt  man   die  Hülfsgrösse   ft  ein^    so  da« 

--  ■=  1  +  p,  wo  der  Natur  der  Sache  gemäas  f&  iin- 

mer  sehr  klein  seyn  wird,  da  die  Längen  der  ver- 
schiedenen Grade  nur  wenig  von  einander  abweicheoi 
»0  wird 

\a  cos2iß' —  i  a€082v'"  =  ft(l  — ia— Ja  coiQpy  ' 

Vernachlässigt  man  das  Product  fea ,  welches  ge- 
schehen kann  da  ft  dieselbe  Dimension  al«  a  hat,  so 
wird 

cos  2v  —  cos  2v" 
oder  da  bekanntlich 

cos  2v  —  cos  2v"  z=  2sin(v"'  —  v")  sin(v"'  +  fi') 
«o  wird  auch 

u 


*  «/i(t;'"— i;0.sm(i;'"+i;y 


§*   220. 

Nimmt  man  nun  die  in  §,  218.  au^estellten  An- 
gaben,  so  ha,t  man 

s"  =  07437  Toisen ,     *'  =  56753  Toise«. 
©'"  =  66'»  20',  r'  =  0-  0'; 

iogr«"  =  4.7591917 
logs'  r=  4.7539888 

logii  +  ft)  =  0.0052029 


1  +  fi  =  1,012052  ;   ii,  =  0,012052. 
In  unserm  Falle  ist  nun 

v'''~  v'  =  v'''+  v'  =  66^  20',    also 
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2log  ^i/i66*  20'  =  9.9236926. 
V  logS  =  0.4771212. 

.     Compl.  log  II  =  1.9189409 

■■* 

log^  z;=  2  3197M7 

abo    a  =  ,  welches  die  gesuchte  Abplattung  ist. 

Verbindet  man    die   französische  Messung   su 
Amiens  •  mit  der  peruanischen ,  so  wird  in  diesem  Falle 
s''  ==  Ö7060  Toisen  j     s'  =  56753  Toisen 
v'''  =  49"*  Ö4S  v'  =  0**  0' 

f*  =  0,0054095,  a  =  . 

324 

Aus  der  Verbindung  der  lappländischen  Messung 

± 
mit   dem  Grad  von  Amiens   erffiebt  sich   a  =  — •, 

^  115' 

und  man  sieht  aus  diesen  drei  Werthen  der  Abplat- 
tung der  Erde,  wie  unsicher  die  Messungen  in  dieser 
Rücksicht  sind.     Die  lappländische  vorziiglich  ist  all- 

Semein  als  unrichtig  anerkannt  worden ,  und  von 
iesen  dreien  mag  allein  die  peruanische  als  zur  Ver- 
gleichung  zulässig  betrachtet  werden,  da  dieselbe  mit 
Iprossem  Tleiss  ausgeführt  ist. 

.§•     221. 

Die  Gradmessung  in  Peru  ist  unter  den  bis  jetzt 
angegebenen  die  erste,  welche  mit  der  gehörigen  Ge- 
nauigkeit ausgeführt  wurde,  und  b^i  welcher  man 
alle  nothwendigen  Vorsichtsmaassregeln  .  anwendete, 
sowohl  bei  den  Operationen  die  aie  terrestrische 
M-essung  betrafen,  als  auch  bei  denjenigen,  welche 
auf  die  astronomischen  Bestimmungen  Bezug  hatten. 
Man  fing  bald  darauf  an.  auch  in  andern  Ländern 
Messungen  anzustellen,  um  durch  die  Menge  der 
Beobachtungen,  die  Gestalt  der  Erde  so  genau  als 
möglich  ^  auszumitteln ,  allein  nicht  alle  seitdem  be- 
werkstelligten Messungen,  sind  von  gleichem  Werlhc. 

Li acaille  ging  im  Jahre '1750  nach  dem  Vor- 
rebirge  der  guten  Hoffnung,  eigentlich  in  der  Absicht, 
Beobachtungen  über  die  ooch  wenig  bekannten  Sterne 

.12* 
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des  südlichen  Himmels  anxüslellen;  er  benutzte  ^ber 
seinen  Aufenthalt  daselbst  £Uffleich  %ur  Ausfiihrung 
einer  Gradniessun^,  die  freilicli  wohl  etwas  eili^  ge* 
macht  ist,  da  er  die  ganze  Operation  in  Äwei  Mo- 
naten vollendete,  und  t,n  diesem  Zweck  seine  Instrn* 
menle  nicht  fein  genng  waren,  tar  bestimmte  die 
Länge  eines  Grades  unter  der  südlichen  Breite  von 
33"  18' 30''  ÄU  57040  Toisen,  welches  etwas  zu  gross 
ist,  und  diese  Messung  hat  hauptsächlich  Anlass  zu 
der  Behänptung  gegeben,  dass  die  nördliche  und  Süd« 
liehe  Iliiltte  der  Erdkugel  einander  nicht  ähnlich 
seycn ;  allein  man  liat  iüerbei  eine  i^u  übereilte  Fol- 
c-enuig  gemacht,  da  wir  weder  ans  der  Tlieorie  noch 
sonst  aus  der  Erfahrung  eine  Erschelnnng  angeben 
kö'nuen,  die  diese  Beluiuplung  unterstützte,  und  ei 
mag  die  Ursache  der  Abweichung  wohl  grossteulbeüi 
in  der  Ungenauigkeit  der  Messung  selbi^t  liegen. 

In  Italien  messen  L^maire  und  Boscowich 
1751  —  1753,  90  wie  auch  Beccaria  17(38»  iu  Oest- 
reich  Liesganig.  Mason  und  Dixon  führten 
1764  in  Pensylvanien  eine  Messung  aus  die  von  38* 
27'  3.0"  bis  30"  ,06'  19''  «ördlicher  Breite  sich  er- 
streckte, und  wo  der  ganze  Bojen  von  538078  eng- 
lischen Fnss  mit  der  Kette  geu^sseu  wurde.  Zu  den- 
jenigen Messungen  aber,  welche  bei  der  genauem 
Bestimmung  der  Gestalt  der  trde  angewendet  Ver- 
den kcinuen ,  gehören  ausser  der  peruanischen  ^  dn 
in  England  \on  Mudge^  in  Lappknd  \on  Svaaberg 
und  nfvBrbt)m)  Welche  als  Revision  der  Messvng 
des  Mauperhiis  auf  Anstiften  von  Melanderliielm 
angestellt  ^yurde,  und  die  Unrichtigkeit  der  frühers 
lappländischen  Messung  deutlich  zeigte  $  &wei  Mes- 
sungen in  Ostindien  wn  Lambton,  "wi^lche  einea 
Bogen  von  7  Grad  umfassen^  die  fVanKösiscIie  voa 
Delambre  Mechain^  Biot  und  Arago^  tvelche 
von  Formeutera  bis  Dtiukirchen  reicht,  ueren  Parttl« 
lelkreise  i2i  Grad  von  einander  entfernt  sind,  und 
endlich  die  iii  llannuver  von  Gaufs  ,  welche  Got- 
tingen mit  Altona  verbindet.  Von  der  liefläBdischen 
Messung  unler  Strave'«  Direction,    «iud   mir 
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psixt  bfoj^   die  Bestimmungen  der  PoIMhen  von   deu 
drei  Hauptpunkten  bekannt  j^eworden,  nämüoli 
P<>lhö1ie  vQu  Dorpat        Äa*"  22*  47^^  3a 
•^        ^   Jaeobstadt  56.   30-    4.  94 
^        ^  Hochland   60,     6.  10^  03 

§^  225. 

Es  ist  au»  §.  219  und  §.  220*  eiureuchtend,  dass 
zvrei  Gradmessungen  die  Gestalt  der  Erde  völJijj  be- 
stimmen, aHein  niaa  -wird  aus  jedem  Paar  von  Mes- 
sungei»  immer^  einen  andern  Werth  für  die  Abplat- 
tung^ der  Erde  sowohl,  als  für  den  Durchmesser  des 
Ae4|uators*  finden ,  wie  sich  sehen  ans  dem  §^  220.  ge- 
gebenen Beispiel  zei^t.  Zum  TheiF  liegt  die  Abwei- 
chung der  verschiedenen  Resultate  ih  einem  Fehler, 
dem  alle,  auch  die  vorsüglichsten  Messungen  unter^ 
."worfen  slnd^  und  >velcher  verzüglich  die  astronomi-- 
sehen  Beobachtungen  betrüfl,  indem  bei  den  meisten 
Beobachtungen  der-  Polhöben  der  EvidpunLte  oder  der 
ZwKSchenpuukte  der  gemessenen  Bogen,  ein  Fehler 
von  einer  und  mehr  oecnnden  vorfallen  kann.  Der 
haupUächlichste  Grund  dieser  Abweichungen,  ist  aber 
in  einer  ganz  andern  Ursache  zu  suchen,  die  man 
mchl  kinwegschaff^n  kann,  wenn  auch  jede  astrono- 
Biische  Beobachtung^  an  sich  absolut  genau  wäre.  Be- 
traehten  wü>  nämucb  den  Meridian  nJs  eine  Ellipse, 
so  wird  die  AmpHtude  des  gemessenen  Bogens 
durch  den  Winkel  bestimmt,  den  die  beiden  an  den 
Endpunkten  dieses  Bogens  gezogenen  Normalen  mit 
etkumder  bilden,  vüid  dieser  Winkel  ist  dem  Unter- 
schiede derjenigen  zwei  Wkikei  gleich,  welchen  die 
NfMraiaten  mit  der  A^^patorsebene  machen.  Man 
Bimmt  JHin  an ,  das«  die  Lage  des  Pendel»  »n  )^em 
Ort  wirklich  die  Normale^  angiebt,  und  da  der  Win- 
kel ^  den-  das  Pendel  mit  der  Aequators^eno  bildet, 
die  Poihöhe  des  Ortes  ausmacht,  so  wird  der  Unter- 
schied der  Polhöheu  an  beiden-  Endpunkten  des  ge- 
nessenen  Meridianbogens  al»  di&  Amplitude-  dessel- 
ben angesehen.  ■         «• 

Die  Lage  des  Pendeis  selbst,  wird  durcb  die  An- 
ziehung aller  einzelnen  Theihe  der  Erde  auf  dasselbe 
bestimmt;^  und  si«  würde  wiWüicb  mit  der  der  Nor-* 
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male  eusammenfallen,  wenn  die  Erde  ans  einer  gleich« 
formier  dichten  Materie  bestünde.  Dies  findet  aber, 
-wie  die  Erfahmnff  zeigt,  nicht  statt,  indem  schon  in 
den  der  Oberfläche  der  Erde  am  nächsten  liegenden 
Materien,  eine  grosse  Verschiedenheit  der  Dichtig- 
keit bemerkt  -wird. 

Man  ist  daher  keineswegs  berechtigt,  die  Lage 
des  Pendels  an  einem  bestimmten  Orte  mit  der  der 
Normale  auf  das  elliptische  Sphäro'id,  als  zusanamen- 
fallend  anzunehmen,  und  der  Unterschied  der  Pol- 
höhen wird  eben  so  wenig  genau  die  Amplitude  des 
Bogens  angeben,  an  dessen  Endpunkten  die  Polhöhen 
gemessen  wurden. 

Dass  an  manchen  Stellen  der  Erdoberfläche  durch 
in  der  Nähe  befindliche  grössere  Berge,  wirklich  dsis 
Pendel  von  der  eigentlichen  Verticallinie  abgelenkt 
wurde,  hat  man  beobachtet.  Untersuchungen  dieser 
Art  stellten  an,  Bouguer  in  den  Cordilleras,-Bec- 
caria  in  den  Apennin en,  Maskelyne  in  Schott- 
land am  Berge  Shehallien  in  der  Provinz  Pert- 
shire,  und  man  wurde  hierdurch  geneigt,  Messungen 
die  in  bergigten  Gegenden  angestellt  wurden  als  un- 
zuverlässiger anzusehen,  als  solche  die  in  Ebenen 
statt  fanden. 

Dieses  mag  wohl  in  vielen  Fällen  wahr  seyn, 
allein  nichts  berechtigt  uns  zu  der  Annahme,  dass 
in  ebenen  Gegenden  das  Pendel  gar  keiner  Abwei- 
chung von  der  Verticallinie  unterworfen  sey ;  im  Ge- 
gentheil  kann  in  vielen  Ebenen  diese  Ablenkung  des 
Pendels  bedeutender  ausfallen  als  in  sehr  bergigten 
Gegenden,  und  wir  dürfen  wohl  annehmen,  dass.  an 
allen  Stellen  der  Erde  eine  Abweichung  statt  findet, 
so  dass  es  gar  nicht  zu  verwundern  ist,  wenn  jede 
Combination  von  zwei  Gradmessungen  eine ,  andere 
Abplattung  giebt,  gesetzt  auch  dieselben  seyen  von 
allen  Beobacntungsfehlern  frei.  Wird  z.  B.  das  Pen- 
del am  südlichen  Endpunkte  nach  Norden,  am  nörd«  i 
lidben  Endpunkte  nach  Süden  abgelenkt,  so  wird  der* 
aus  ^em  Unterschiede  der  Polhöhen  sich  ergebende 
Winkel  grösser  seyn  als  die  eigentliche  AmpHtode 
des  Bogens.  Das  Gegehtheil  finaet  statt,  wenn  am 
südlichen  Endpunkte  das  Pendel  nach  Süden  ^  am 
nördlichen  nach  Norden  abgelenkt  wird. 
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§.  224. 

» 

Man  muss  sich  also  bei  der  Untersuchung  über 
die  Gestalt  und  Grösse  der  Erde  damit  begnügen^ 
ein  ideales  elliptisches  Sphäroid  aufzusuchen,  welches 
«ich  den  vorzüglichsten  Messungen  so  genau  als  mög- 
lich anschliesst,  und  da  man  aus  dem  Vorigen  sieht, 
da^  der  Hauptgrund  der  verschiedenen ,  sich  aus  den 
Messungen  ergebenden  Gestalten  der  Erde,  in  dem 
astronomischen  Theile  derselben  liegt,  und  man  die 
terretrischen  Messungen  als  völlig  genau,  wenigstens 
im  Vergleich  mit  den  astronomischen,  ansehen  kann, 
so  wird  man  dieses  ElUpWid  so  suchen  müssen,  dass 
die  gemessenen  Bogen  der  Meridiane  genau  darge- 
stellt werden,  und  seine  Dimensionen  den  aus  den 
Polhöhen  abgeleiteten  wahrscheinlichsten  Werth  er- 
halten. 

Wal  heck  hat  schon  diese  Aufgabe  behandelt, 
in  der  Dissertation  de  forma  et  magnitudine 
telluris,  ex  dimensis  arcubus  meridiani  de- 
finiendis,  indem  er  das  Princip  zum  Gininde  legte, 
dass  die  Abplattung  und  der  360  Theil  des  E^dmeri- 
dians  so  zu  bestimmen  wären ,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  der  Untersehiede  zwischen  den  gemessenen 
und  berechneten  Amplituden  ein  Minimum  sey. 
Theils  hat  er  aber  blos  die  Endpunkte  der  ganzen 
Messungen  in  Betracht  gezogen ,  iJieils  auch  sich  auf 
die  erste  Potenz  der  Abplattung  beschränkt.  Er  fand 
durch  diese  Methode  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
für  den  360  Theil  des  Erdmeridians  57009,758  Toiscn 

1 

für  die  Abplattumr  ■ 

^         ^  302,78. 

Auf  Veranlassung  des  Herrn  Hofrath  Gaufs  ha- 
•be  ich  die  Berechnung  ausführlicher  wiederholt,  in 
welcher  die  Dimensionen  des  Erdsphäroids  so  gefun- 
den werden ,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Un- 
terschiede zwischen  den  berechneten  und  beobachte- 
'  ten  Pol  höhen*  ein  Minimum  ist*  Ausserdem  habe 
ich  das  Quadrat  der  Abplattung  noch  mit  in  Betracht 
[exogen,  und  die  hannoversche  Gradme^ung^  die  bei 
^albeck  fehlt,  mit  hinzugenonuaen. 
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§•  225. 

In  §.  216.   ist  das  Element  der  ElUpae  oder  dei 
Meridians 

a(t  —  eB)dv 

ange^ben,  wo  a  die  halbe  ^osse  Axe,  at  die  Eccen- 
tricität,  V  die  Polhöhe  bedeutet.  Da  wir  da«  Qua- 
drat der  Abplattang"  a  mit  berücksichtigen  woiieii} 
und  es  :;=£  2c»  "—  a«  ist,  so  müssen  wir  den  Nenner 
des  Bruchs,  der  ds  ausdrückt,  bis  cur  vierten  Po- 
tenz von  c  inclusive,    entwickeln.     Man  erhält  hier^ 

durch 
ds 
^  «  (1  — es)  rfi^(l-f|«»  smv*  +  V  «**"»»*)• 

oder  da    si/iv"  =^  i  —  i  cos  2vf 

sin  V*  55?  I  -^  i  co^  2f  +  J  cos  4v« 

~  =  <?t;  r  1-^  i  es  (1  +  Scos2t;)  1 

*  L    — A«*(l  +  4cos2t;  — 5cos40j 

=  dfvrCl— $««— A«*)— 3cos2i;(4«e  +  TV»*)]. 
L  +yi<^os4v.  «*  J' 

Man  setze  hierin  statt  es  seinen  durch  a  ausg;«- 
drttckten  Werth,  so  wird 

—  5=  ^t;  [(1  — Ja  +  T*!««)— tacoe2».1 

•  L  +  T*  aa.  cos  4t;  J 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck,  so  erhält  man 
s 
— •  =  Const.  +  V  (1—  4  «  +  tV  «■)  —  l  «  sin2v 

-j-  ii  au.  sin  ^v. 

Bezeichnet  man  den  360  Theil  des  Erdmeridiäm 
durch  y»  ßi>  ist  das  obige  Integral  vom  Aequator  bis 
zum  Pol  d.  h«  von  v  =r  0  bis  v  s=  i  tt  genommcA 
s  =^  90y;  zu  gleicher  Zeit  wird  aber  auch  j  es  £  n« 
(1  —  4  a  +  tV  a«)  foWich   * 

90/ «  in«  U  —  4  a  +  tV  ««)• 

Dasselbe'  Integral  von  t;  =  r'  bis  t;  =  t;V-|-  8  ge- 
nommen giebt  für  den  zwischen  diesen  Polhöhen  ent- 
haltenen Bogen 
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+  II  *m  2»  com{I^'  +  23).  a« 
oder  wenn  man  a  ans  dieser  Gleichung  vermittelat 
der  obern  eliminirt 

• '  Ä  *  —  i  <»  (1  +  i  ^)  **'»  *•  C05(2f '  +  ^) 

+  11  *in  23  cas{W  +  23).  aa 
Uan  hat  nim  bekanntlich 

nn3  =  3  _  f  3»  +  tIo  3*  —  •  .  .  • 
co<3  =  1  —  J  3»  4-   V*  3*  _  .  .  .  . 

also  sehr  nahe  «'»3  ?=  3  y^co*3,  «i/>23  =  23  yc<w23, 
und  hierdurch  entsteht  die  Gleichung,  indem  mau 
noch  die  Summe  der  beiden  Polhöhen  s;'  +  v'  -f-  8  »  p 


SS  3  j  1  —  I  a  (1  +  *•«)  '^cos  3.  co.j;e?.T 

L        +  tI  v^co«  23.  cos  2p*  aa    J 


§.    226. 

Es  ergiebt  sich  hieraus ,  indem  man  mit  dem  Co- 
efficienten  von  3  di\idirt  und  der  Kürze  wegen 

i  (1  +  i  a)  ycos  3.  cosp  =:  A 

ik  v^co5  23.  cos  2p  =  J?    setzt 

sn 
=  155/'  [1  +  ^a  -  (B-AÄ)  «a] 

und  man  findet  durch  diese  Formel  3  in  Theilen  des 
Halbmessers,  den  Halbmesser  als  Einheit  angenom- 
men. Will  man  3  in  Secunden  haben,  so  muss  man 
den*  hinter   dem  Gleichheitszeichen  befindlichen  Theit 

^.180^600        ,,.,..  A  '  A 

jna  "  muftipliciran  j  dann  wird 

•         3600*  ,^   ,    j,        .D       jj\\ 
I  =»  — — -  (1  -f-  ila  — (5  —  AA)  aa). 

Nun  seyen  y  und  ä,'  die  schon  bekannten  genä- 
herten Wertiie  von  f  und  a ,  .x  und  y  seyen  die  Cor- 
recUonen  von/'  and  a',    so  idaas  V!i 
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a  =  a'(l+^) 


i  +  X 

wo  die  Grössen  x  nnd  y  ao  klein  sind ,  dass  ihre  ho- 
hem Potenzen  so  wie  die  Producte  derselben ,  ver- 
nachlässig werden  können.    Dann  hat  num 

3  =  i^  (1 + x).  [i  +  a'(l  +r)  Ä  -  a V(l +2/) 

(j5  —  AÄ)]. 
nnd  wenn  durch  i*  die  Grösse 

5^'  [1  +  a^Ä'  ~  a'a'  (B  -  A'Ä% 

bezeichnet  wird,  wo  Ä'  den  Werth  von  A  bedenM, 
welcher  sich  ersieht,  indem  a*  statt  a  gesetst  ist|  m 
kommt 

8  =  8'  +  :c8'  +  ya'.  H22l!  [4'  _  2«'  (5  —  Ä'A'n- 
und  da  man  im  letzten  Gliede 

setzen  kann,   so  wird  auch 

^  =  ?i'  +  yx  +  a'^yr  [A*  —  2a' (5  —  i  Ä'A% 
Für  die  genäherten  Werthe  von  /  und  a  woll« 

wir  setzen, 

1 
/'  =  57'009,76  Toisen ,    «'  =  -- — -. 
^  *  302,78 

los^~  =  8.8003533  —  10.     . 

Zog  a'  =  7.5188728  ~  10. 
loQ  a'a'  =  5.0377456  —  10. 

• 

§.   227. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Endpunkte  dar  £nqK 
zösischen  Messungen  von  Delambre  wählen.  BUi 
hat  hierbei  folgende  Data 

Polhöhe  von  Formentera  =  +  38°  39'  56"  41. 
•^        —    Dünkirchen  =  -f  51°     2'    8"74. 
Län^  des  Meridianbogens  =t=  705189^  Toisen. 

Man  erhiilt  also  zur  Berechnung  der  GHteseb -1' 
und  B^  den  Unterschied  der  Polh(Üien  beider  Oerl«^ 
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J  =  12*»  22'  12'' 63  =  44532"  63,  die  Summe  der 
golhöhen  p  =  89"  42'  4"  85,  die  Grösse  s  =  705189,4. 
Ef  wird  also 

coii  =  9.9897983. 

yfcon^  =  9.996.^994. 
cosp  =  7.7169814 
fofi;|a'(l  +  Ja')  =  7.6951406 

5.40i^7214  =:  log  a'A. 

a'A'  =  +  0,0000256 
{a'A'Y  =  +  0,0000000 

cos27i  =        8.9581883 

y/'cos  2^  =         9.9860628. 
cox  Qp  =        9.9999762  n 
logiio^'oi'  =         5.0097169 

4.9957559 /x  =  loga'u'B. 
a'a'B  =  —  0,0000099. 

l^a'Ä'--^a'a'B  +  (a'Ay  =  1,0000355. 

Zog  =  a0000154 

,      3600 

log  — ;-  =  8.8003533 

logs  =  5^^84830^8 

4.6486745  =  log  y. 
i'  =  44532"  23 
a'A'  —  2a'a'B+(nL'Ay  =  0,0000455. 
log  =  5.6570559. 
log  3  =  5.6586755. 

0.3057404  =  2,021766  =  Coeff-Tonj. 
Man  hat  daher 

^  =  44532"23  +  44532  a  +  2,02  r- 

Bei  der  Berechnung*  der  Grössen  A\   B,    so  wie 
des  Coefficieuten  vou  y  ^    ist  der  Gebrauch  tou  Lo- 

Sacithraen  mit  fdnf  Decimalstellen  immer  hinreichend. 
's  seigt  sich  übrigens  aus  der  ^fundenen  Gleichung*, 
dass  cue  Corectionen  x  und  y  äusserst  klein  ausfal- 
len werden,  da  der  beobachtete  Werth  von  5  =  44532"63 
nur  0"40  von  dem  ans  den  angenommenen  Werthen 
des  360sten  Theils  des  Erdmeridians  und  der  Abplat- 
tan|f  berechneten  abweicht.  HättjB  man  nun  noch 
•ine  Glctichung,    so  Jkönnte   man  x  jind  y  ä^  bestim- 
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men^  das»  den  beiden  MessuoffeD,  ans  welchen  i 
zwei  Gteichimgen  abgeleitet  sind,  vollkommeu  Geai 
geleistet  würde. 

Wir  wollen  als  zweites  Beispie!  die  grösBt 
ostindische  Messung  \ornehm«n%  Hierbei  h^t  n 
folgende  Beobachtungen ; 

Polhtjhe  \on  Punnae        s=  +    8**  9'  38^' 39* 
—         —  Namthabad  =  +  15"  6'    0''64. 
Abstand  der  Parallelkreise  s  =  393810,72  Toi«eu 
folglich        a  =;r    6"  50*  22''25  «=  24982^26 
p  ==  23*  15'  39''03 

c(w3  =  9.99682 

I     i>' 

^COS  5  x::  9.99894 
casp  ==  9,963ta 
'ogäa'(l-f  *«')=  7.69514. 

7.65726  =r  toga^A^^ 
a'A*  =  0,0045422 
(a'A'y  :=^  0^0000206 
cos  2^  =  9.98713 

V^co5  2^  =  9*99571 

cos  2p  =  9.83763 

hg  ii  a'a'  :^  5.00972 

4.84306  =^  log  a^a'^B. 
^^OL^B  =  0,0000070. 
1  +  a*4' +  (a*^')* -.  «'a'iff  :^  1,0045558,    ' 
log  :^  0.0019740 

,     3600 

iog-—  ===  8,8003533 

logs  :;=  5.5952875.  ,.j 


4.3976148  =  togi* 

ff 
• 

«<  =  24981"  30 

•*A  +  {a*Ay  —  SaVJ?  e=  OjOÖ4548» 

..^ 

fog  =  7.6d790 

''^J 

Jog«'  =  4.49761 

J 

2.06Ö51  =;^  113^35  =  Coeff.  vQh  yw  ^f; 

M*»  hat  alstt  fttp  diese  Messung  die  Gleiehonffti 

8  =  24981'' 30  +  24981  x  -f  113,63r-        ^i 

Zur  Bestimmung  von   *  und  y  erhält   hhui  älM 

indem  in  dieser  fiOW9hl  ds  in   der  au&  der  fraaM 
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iidien  Messung  ab^IeiC^ten  G-Iei<;liiinj^  dtätt  3  die  be« 
obachtefcn  Vverthe  gesetzt  werden 

0''40  =  445:^2  X   +   2,02  y. 

0''95  ^  24981  X  +   113,63  r- 
Hierau«  folgt  x   c=  0,00000870,  y  =  0,0064471. 


§.  228. 

Um  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x  und  y 
nach  dem  in  §.  224*  ans  einander  gesetzten  Priucip 
Kn  finden,  wird  man  folgendermassen  verfahren  müs- 
len.  Es  sey  N  die  beobachtete  Polhöhe  am  sudlicheu 
Endpunkte  der  Messung ,  if  +  ^  die  an  irgend  einem 
uideru  Punkte  beobachtete,  so  wird  9  die  beobach- 
tete Amplitude  seyn.  Die  Polhöhe  N'  sey  mit  dem 
^hler  n,  die  Polhöhe  i\r  +  Ä  mit  dem  Fehler  n'  be- 
baftet,  so  dass  die  eigentlichen  wahrscheinliehen  Pol^ 
höhen  N  ^  n  und  if  +  3  -|"  '»^  ^^^^  5  die  wahr- 
scheinlichste Amplitude  wird  daher  Ä  +  ^'  —  '»  be- 
Kragen, die  sich  aus  der  in  den  vorigen  Paragraphen 
ttdg^stellten  Rechnungen  durch  3'  +  9'x  -f-  oy  dar- 
iMell^n  lässt,  so  dass 

nnd  wenn  man  3'  —  5  =&  A'  setzt 

n'  =  n  +  A'  ^  d'x  +  Sy. 
WO  A,  8',  6'  bekannte  Grössen  sind.  Wenn  daher 
in  einer  Messung  die  Polhöhen  am  m  Punkten  be- 
stimmt ist,  so  ernält  man  m  —  l  solcher  Gleichun- 
^n  in  denen  m  4s  2  unbekannte  Grössen  enthalten 
^d.  Diese  Gleichungen  werden  die  Bedingungs- 
fleichungen  genannt.  Für  eine  andere  Messung 
'seyen  die  Grössen  die  wir  hierbei 'durch  /i,  n\  /I'^... 
Jbeseichnet  haben,  n^,  n„\  n^'  *  .  .,  und  so  für  alle 
übrigen  Messungen  die  man  mit  in  Betracht  ziehen 
"^fnW.  Bezeichnet  man  die  Summe  der  Quadrate  aller 
die$^  fehler  durch  F,  so  verlangt  das  zum  Grunde 
felegte  Princip,  dass  V  ein  Minimum  sey  5  nun  sind 
Sie  Fehler  von  x  und  y  und  den  Fehlei^n  4«r  ersten 
Polhöhe  in  den  Gleichungen  abhängig  gemacht,  und 
da  •  Äwischen  x  und  y  keine  Relation  weiter  stfktt 
findet  so  wenig  als  zwischen  den  Fehlern  der  ersten 
Polhöhen  an  aen  südlichen  Endpunkten  des  Bogens, 
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so  fol^  ans  den  bekannten  Bedingtmjen  das  fiCiii« 
mum,  dass  * 

auf  welche  Art  man  ßo  viel  Gleichungen  erhält ,  ab 
unbekannte  Grössen  rt,  y^  /i,  w^,  n^  ••••  zube» 
stimmen  sind,  und  man  nenut  dieselben  die  Fundt^ 
mental^leicbung^en. 

§•    229.  I 

Man  muss  nun  untersuchen  auf  welche  Art  sich 
die  Fundamentalgleichungen  am  leichtesten  aus  dn 
schon  gebildeten  fiedingungsgleichungen  ableiten  la«> 
sen.  Um  der  Einbildungskraft  zu  Hülfe  zu  kommo^ 
-wollen  wir  zuerst  eine  Messung  yornehmen,.  in  wet 
eher  ausser  den  Polhöhen  der  beiden  Endpunktei 
noch  die  Polhöhen  \on  drei  Zwischenpunkten  beob- 
achtet sind,  und  die  dabei  statt  findenden  Fehler 
durch  72,  «',  /i".  n'*\  /i»^  bezeichnen.  Man  erbalt 
dann  folgende  vier  Bedingungsgleichungen 

n'     =  «  +  A'     4-  ö'  a:  +  6'  r 

w"    =  »  +  A''    +  5"x  +  C"  y 

71'^  =  «  +  A'^    +  a'^:c   4"    ^^^y 
und  die  Grösse    F  =  /i/i  +  n'n'  +  n"n''  +  n'"**^ 

$ucht  man   daher  die  drei  Fundamenlak^leidnu- 

g^^  (5^)  =  0,     (^;  =  0,     (-)  =  0,    so«, 
giebt  sich 


+""(^ ) 


Jn 
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=  0. 


oder  'wenn  man  an  die  Stelle  von  n',  h"  .  .  .  .  und 
ihren  partiellen  Differentialen  ihre  Werthe  ans  den 
Bedinspungsgleichnngen  setzt 

y  (»  +  A'   4-   ^  X  •\-  6'y) 

+  8"(n  +  A"  +  rx  -I-  ö'» 

8'"  (rt  +  A'"  +   r'x  +  S"'y) 

■jr  5"(«  +  A«»  +  3"a;  +  6"^) 

«'  (b  4-  A'    +  3'  i  +  6» 

+  6"(n  +  A"  +  3"a:  4-  6» 
««(»  +  A'"  +  r'x  +  6"» 

-f.  6"(n  -f  A"  -|-  S"x  +  6"y) 

(«  +  A'    +  3'  X  +  6'  ;y) 

^       (n  4-  A"   +  S"a:  +  «'» 
(„  4.  A'"  +  r'x  +  6  >) 
-|-       (n  +  A"  +  3"a:  4-  6"y) 

die  erste    die  Fundamentalgleichung   für  Xy    die 
sw^ite  für  yt   die  dritte  füT'»-  ist. 


+ 

+ 


=  0. 


=  0. 


I» 


§.     230. 


Aus   der  genauem  Betrachtung   der  Zusammen- 
getzimg  dieser  Fundamentalgleichungen  sieht  ms^n  so- 

S'leich,  dass  dieselben  aus  ofen  Bedingungsgleichungen 
ölgendermassen  gebildet  -werden  können:  Man  füge 
WM.  den  Gleichungen  »'  =  0,  n"=0,  n"'=0,  n"^=0, 
die  auf  die  angegebene  Art  aus  n^  x^  y  gebildet  sind, 
noch  die  Gleichung  n  =  0  hinzu,  und  um  die  zu 
einer  unbekannten  Grösse,  etwa  x,  gehörende  Fun- 
damentalgleichung zu  finden,  multiplicire  man  die 
ganze  Bedingungsgleichung  mit  demjenigen  Coefficien- 
ten  -welchen  x  in  ihr  besitzt*  Hierauf  addirt  man 
diese  Producte,  so  giebt  die  Summe  die  verlangte 
Fondamentalgleichuug  an. 

Auf  dieselbe  Art  wird  man  auch  zu  verfahren 
haben,  wenn  mehrere  Messungen  die  verschiedene 
Anfangspunkte  haben,  zu  verbinden  sind. 

Uebrigejis  zeigt  sich  leicht,    dass  die  Summe  der 
Fehler    der   Polhönen    in    jeder  Älessung   Null   seyn 
muss,     d.  h.    w  +  /i'  +  ri'  +  v!"  -j-  vT  ==  0,     und, 
man  kann  diesen  Satz  dazu  anwenden,  um  die  Rich- 
tigkeit der  erhaltenen  Resultate  zu  prüfen.     Der  Be- 
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vreiß  er^iebt  sich  ans  der  dritten  Fondamentalformel 
des  \orig^n  Parag^raphs.^ 

§.   231. 

nie  Data,    anf  ii^elche  wir  unsere  Recimnngei 
bauen  wollen,  isind  folgende  : 


Tarqui 
Cotchesqui 


Peruanische   Messung. 
Polhöhen 

—   3M'30"83 
+   0.  2.37.83 


11228"66 


«inTouen 


176866,17 


Fehler 


Erste  Ostindische  Messung^. 


Trivande- 
porum 
Paudree 


+11' 44' 52' 59 
läi.  18. 49,02 


M 


5696y»3 


89815,43 


Punnae 
PntchapoU 

Harn 
Dodagoon« 

tah 
Namthabad 


Zweite  Ostindische  Messung« 
8.   9.38,39 


10.59.48,93 
12.59.59,91 


10210.54 
17421,52 


15.  6.  0,64-24982,25 


160935,18 

274678,94 
393810,72 


QT 


Formentera 
Montjouy 
Barcelona 
Perpignan 

Carcassonne 

EvauY 
Pantheon   ' 
Dünkirchen 


Französische  Messung. 

38. 39*  56,11 
•  41.21.4M5  9709,34 
41.22.47,16  9771,05 
42.  41.58,011 14521,90 
43. 12.54,3l|ir.378,20 
46.10.42,19  27046,08 
48.50.48,94  36652,83 
61.  2."  8,74144532,631 


153605,8 
154554,8 
229669,8 
259104,8 
427951,6 
580244,6 
705189,4 


Hannoversche    Messung» 


Götiingen 
Altoua 


5l"31.47,a5 

Ö3.  32.45,271  7267,42 


115163,27 


I 


P 


1 
>  I. 
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iDunnose 

Greeawich 

Blenheim 

Arburyhill 

Clifton 


Engliscfie   Gradn^estung, 


Polhöhen 

50.37.  8,21 
51.28.40,00. 
51.50.27,90 
52. 13. 28,19 
53.27.31,99 


3091,79 

4399,69 

5779,98 

10223,78 


^InToiseti 

49057,^ 

69825,3 

91691,3 

162066,9 


Schwedische   Grädmesflung. 

»Tallörn       1^    65.31-31,06 
Pahtawara  |     67.   &  51,41 


^M 


Fehler 


•IT 

6^ 


5840j3öl  92760,731    ^' 


.§.  232.  ^ 

Ans  diesen  Angaben  erhält  man  nnn  folgende  Be- 
^ingungsgleichnnffen,  indem  um  die  grossen  Zahlen 
bei  X  zu  viermeiden,  1000^  ==^  u  gesetzt  wird: 


7€' 


Tt 


^"=  n'  —  4,79  +  11,22  m  +  55,38  r- 


«■^ 


=  o' 


»"=  o'  +  0,66  +  5,70«  +  25,51  r- 


Q.' 

—  Q.' 

Q." 

=  ß'  —  0^5  4 

-  19,21 »  4-    47,66r- 

-  17,43«  -f    80,13r- 

Q/" 

=  ß'  +  3,78  4 

ßlT 

=  ß'  —  0,95  -f 

-  24,98«  +  113,63y. 

•9»' 

=  f' 

:^' 

^f-    1,17- 

-    9,71  w  - 

-    Bfi2y. 

f" 

=  ^'  —    2,91  - 

-    9,77«  H 

V    8,«6y. 

^ 

=  <f>'—    8,02  - 

t-  14,51«  - 

-  ll,02y. 

r 

^f—    4,92  ^^ 

h  16,37«  - 

-  ll,71y. 

ffn 

=  9»'  —  10,02  - 

-  27,04«  - 

-  12,52  y. 

fl}m 

=z  f  —    3,87  +  36,65  K  +    7,2  2^. 

1   Ay*a 

—  <p'—    0,40  H 

h  44,53«  H 

-    2,02y. 

}\-    1 


y/        .^       y/ 

y'' :«  y'  +  5"öl  +  7,26  m  —  9,27^.        ^ 
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=  «<- 


.M 


e'  4-  2,80  +    3,09« 

«'  +  4,86  +    4,41  M 

+  3,68  +    5,78  ^ 


««»   =  «' 

«'    =  «'  —  2,06»+  10,22« 


3,18^. 
4,68y. 
6,34:r. 


o'    =  a" 


o''  =  o'  —  2,45  +  5,84«  —  19,66^. 


■iv- 


0 
0 

o 

0 
0 


9,27  jK. 
26,03  y- 
19,66y- 


§.   233. 

Thiernl  Sndet  man   leidit  di« .  FondamentiilgW' 
«liaagen  für  die  Fehler  der  Polhöhen   der  siidliohitei 
Anfangspunkte  jeder  Messung,   indem  man  die  sa  je- 
der einzelnen  gehörenden  Bedingnngsgleichangen  td- 
d[rt,  nänriich 
0  =  25t'  —    4,79  +     11,22  tt  +     55,38:k- 
0  =  2©'  +    0,66  +      Ö,70«  -f    25,51  J^- 
==  4Ö'  +    2,48  +    02,62  u  -(.  241,42y. 
=  S<f>'  —  31,27  +  158j58  u  +    61,57jK. 
=  2/   +    5,61  +      7,26  w  — 
=  5e'    +     9,28  +    23,50  u  — 
=:=  2u'  —    2,45  +      5,84  u  — 
folglich  hieraus 

=  +  2,395  —  •  5,610  u  —  27,690y. 
=  —  0,330  —  2,850  u  —  12,755  j^. 
=  —  0,620  —  13,155  u  —  60,355y- 
=  +  3,909  —  19,822  u  —  7,696  y. 
=  —  2,755  —  3,630  u  +  4,635  y. 
=  ^  1,856  —  4,700  u  +  5,206y- 
=  +  1,225  —  2,9201/  +  9,830  r. 
«wodurch  die  Fehler  der  Polhöhen  der  südlichen  Iid- 
punkte  bekannt  «ind,  sobald  man  die  Grctaten  m  oM 
y  haC 

5.  234. 

TJm  die  Fundamentalgleichung  für  tlie  beida 
Correctionen  u  und  y  zu  finden,  mache  man  naA 
§•  230.  die  Producte  zuerst  fUr  m,         v 

0  =  11,22:»'  —    53,74  +     125,89  IT  +  .  621^>^ 
0  =    5,70®'  +      3,80  +      32,4911  +  .145,41/. 
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0  =  10,?lß'- 

-      3,67  - 

-    104,24«  - 

-    486,61  r- 

0'  —  17,43  ß'  +    65,88  - 

-    303,80«  - 

-  1396,67^. 

0  =  24,98  Q'  - 

-    23,73  -■ 

-    624,00«  - 

-  2838,48^'. 

O  =    9,71  <?'  - 

-    11,36  H 

-'      94,28«  - 

-      82,73j. 

0  =    9,770'  - 

-    28,43  - 

-      95,45  K  -> 

-      83,63  y. 

0  —  14,51  f  - 

-  116,37  - 

-    210,54«  - 

-    159,90r- 

0  =  16,379>'  - 

-    80,54  - 

-    267,98  n  - 

-    191,70^. 

0  =  27,040'  - 

-  270,91  - 

-    731,47 «  - 

-    338,54r- 

0  =  36,650'  - 

-  141,84  - 

-  1343,10«  - 

-    264,61r- 

0  =  44,530'  - 

-    17,81  - 

-  1982,90  B  -f      89,95^- 

0  =    7,26  y'  H 

h    40,00  - 

-      52,71 «  - 

-      67,30j. 

0  =»    3,09  e'  - 

-      8,65  z 

9,55  M  - 

9,83  y. 

0  =    4,41  e'  - 

-    21,43  - 

-      19,45  u  - 

-      20,64j. 

0  =    5,78«'   - 

h    21,27- 

-      33,41  M  - 

-      36,65^. 

0  =  10,22«'  - 

-    21,05  - 

-    104,45«  - 

-    120,90j'. 

0  =    5,84  ff'  - 

-    14,31  - 

h      34,11 «  - 

-    114,82^. 

Addirt  man  diese  Gleichungen  susammen,  so  er- 
halt man  die  Pundamentalgleichung  für  u. 

0  =  11,22  tJr'  +  5,70  ß)'  -f  5?,62Ö'  +  158,587^' 

-f  7,26  r'  +  23,50  6'  +  5,84  a' 
—  622,63  +  6169,52  m  +  6329,45  r- 
und  da  aus  den  Werthen  von  tc',  o'v,  Q'  .  .  .  .   aus 
vorigem  Paragraph 

11,22 :«:'  =  -j.    26,87  — 

—  I,ö8  — 

—  32,62  — 
+  619,89  — 

—  20,00  *- 

—  43,62  — 
+      7,15- 

also  auch ,  wenn  man  diese  Werthe  zusammen  nimmt 
11,22:^'  +  5,70©'  +  52,620'  +  158,58  <?'  +  7,26^' 
+  23,506'  + 5,84  a'  ==  +  555,79 
—  4068,62  u  —  4566,29r- 
90  hat  man  zwischen  u  und  y  die  erste  Gleichung 

0  =  —  66,84  +  2100,901*  +  1763,16  r- 

» 

§.   235. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  Producte  zor 
^-inog  der  Fundamental^leichanr  für  jt. 
0=3+   55,38  w' —265,27+   621,36«+   3p66,94r- 
0  =  +   25,51®'+   16,84+    145,41«+    «^,76/. 

13* 


5,70®'  = 
52,62  ß'  =^ 
158,589^'  = 

7,26  r'  = 
23,50«'  = 

5,8+  o ' 


62,94«  - 

-    310,68^. 

16,24«  —      72,70jK. 

692,22«  —  3175,88r- 

3143,37«  -  1220,43^'. 

26,35«  - 

-      33,65  r. 

110,45  «  - 

-    122,34r. 

17,05  K  - 

-      57,41  r- 
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0  =  +  47,66X2'—  16,68+  486,61  m+  2271,48^. 
0  =  +  80,13  ö'  +  302,89  -f  1306,67  u  +  6420,82^ 
0  =  +  113,63  ö'  —  107,95  +  2838,48  u  +  12911,78/ 


0  =  +  8,52  <p'  —  9,97  +  82,73  u  + 

0  =  +  8,56  9^'—  24,91'+  83,63m-- 

0=+  11,029^'—  88,38+  159,90m-- 

0  =  +  11,719^'—  57,61+  191,70m-- 

0=+  12,54  <p'  — 125,45+  338,54  m  + 

0  =  +  7,229^'—  27,94+  264,61  m  + 

0  =  +  2,02  9^'—  0,81+  89,95m-- 

0=—  9)27  y'—  51,08—  67,30m-- 

0=—  3,18«'—  8,90  — 

0=—  4,68  c'  —  22,74  — 

0  =  —  6,34  6'  —  23,33  — 

0=—  11,83  6'+  24,37—  120,90m-- 

0=—  19,660^-1-  48,17—  114,82m-- 

Addirt  man  diese  Producte,  so  kommt 
0  =  55,38  w'  +  25,51  o'  +  241,420'  +  61,57^' 

—  9,27  r'  —  26,03  e'  —  19,66  er 

—  438,75  +  6329,45  M  +  26623,97/. 

Pernei^  ist  vermittelst  der  Gleichungen  in  §.  233- 
55,38  tJt'  =  +  132,63  —    310,68  m  —     1533,48/ 

8,42  —      72,70  M  —       355,38/ 
149,68  —  3175,90  m  —  14570,80/ 


9,83  M  -  - 

20.64  M  -  - 

36.65  M  -  - 


72,59/. 

73,27/. 
121,44/. 
137,13/. 
156,75/. 

52,13/. 
4,08/. 

86,13/. 

10,11/ 

21,90/. 

40,20/ 
139,95/ 
386,51/ 


25,51®'  ==  _ 
241,42  ö'  =  — 
61,57 'p' 

'  9,27  r' 
26,03  ß' 
19>66  <r' 


240,68 
25,54 
48,31 
24,09 


1220,46  m  — 

33,65  M  — 

122,34  M  — 

57,43  M  — 


473,8*/ 

42^97r. 

135,51/. 

.  193,32/. 


folglich  auch,  indem  diese  Grössen  zusammen  genom- 
men werden 
55,38  7t'  +  25,51  o'  +  241,42  i2'  +  61,57^'  —  9,27^' 

—  26,03 1'  —  19,66  a'  ^  '+  264,97  - 

—  4566,32  m  —  17275,31y. 
und  man  findet  zwischen  u  undy  die  zweite  Ghi- 


chuiigc 


0  =  —  173,78  +  1763,13«  +  9348,66y. 


§.   236.  . 

'  ■  ■  .  1 

^   Man  hat  also  zur  Bestimmung  von  ii  nnd^  dii 
beiden  Gleiohun^n  : 
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2100,90«  +  1763,16r  =    66,84. 
♦)  17fi3,t3«  +  9348,66r  =  173,78. 
und  man  findet  aas  denselben  i 

y  =  +  0,014955. 
«  =  4- •0,019264. 
Es  ergebt  sich  hieraus,  vrenn  man  bedenlit,  iita» 
1000  X  ==  M,  nach  6.  226. 
■  1 

^      ^^7009,76 

•^         1  +  0,000019264 
oder  wenn  man  die  Rechnung  -wirklich  auafuhrt,   so 
erhält  man 

1 

die  Abplattung^  = 


298,3186 
den  360  Theil  des  Erdmeridians  =  57008,662  Toisen. 

§.  237. 

Subslituirt  man  die  hier  gefundenen  Werthe  in 
die  Gleichungen   der  §§.  2.31 .  und  232. ,    $o   kommen 
die  bei  Bestimmung  der  Polhöhen  begangenen  Fehler 
.  inclusive  der  Ablenkung  des  Pendels 
a'    =  -(.  r'87,     5r"^  —  1"87 
©'    =  —  0"58 ,    ©"  =  +  0"57 
ö'  =  —  1''78,    ß''=  -  1"22,    ß'"^  +v3"54, 

Qi^'=:  0''54 

'  ^'   =  +  3"40,    f''  =,  +  2''25,    <p'*'  =  +  0''82,' 

^>^  =  _  4"16, 
^^  =  —  1"02,    9^^'  =  —  ö"88,    9^^"  =  H-  0"37, 

y   =  —  2"76,     y"  =  +  2"76, 

t'    =  —  1"87,      «''  =  +  0''94,     «'''  =  +  3''01, 

«»V  ^  ^  i//g3^     e'    =  —  3'<91, 

<r'   =  +  1"31,     <^"  =  —  1"31. 

Quadrirt  man   diese  einzelnen  Fehler  und  addirt 
sie  zusammen,    so  erhält  man   die  Summe  163'' 17, 

• 

*)     Eigcnüich    sollte    dieser    CoeilficieBt   von  u  dem  Ton  y   in   Atx  ersleu  Gleichung 

TÖlIig  gleich  «fjn;    dieser  kleine  Unterscliied   ist  nur  durch  die  vielen  Addi<ie-      ^| 
Ben    uqd   Sabtr«ctionen    aAiUnden«     er  trügt   aber   mchU   sur  Aendemng   de«       ^■'* 
Remltntos  hei.  ^ 
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nnd  um  den  mittiern  Fehler  zn 'Erhalten ,  mnss  diese 
Snmme  durch  die  Anzahl  der  Beding^unga^leichnngen 
weniger  der  Anzahl  der  FandamentalgleichoiiTCn  diti- 
dirt,  also  durch  25  —  9  =  16,  und  ans  (&m  Quo- 
^tienten  die  Ouadralwurtel  ^zogea  werden  *)•  IHei 
fiebt  den  mittlem  Fehler  einer  Folhöhe  =s  3'^  193* 


§.  238. 

*  Um  die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  der  Ab- 
plattung und  des  mittiern  Meridiangrades  zu  erhal- 
ten, schreibe  man  die  beiden  Fundamentalgleichun- 
gen so 

2100,90m  +  1763,16r  —    66,84  =  CT, 
1763,131*  +  9348,66  r  —  173,78  =  Y. 
Bringt  man  dieselben  dann  auf  die  Form 
w  ==  A  +  Bü  +  CY 

r  =  -4'  +  B'U  +  CY 
1  1 

«o  wird  -=  das  Gewicht  von  u,  «-^  das  Gewicht  toi 
Xf  o 

y  seyn.    Man  findet  daher 

das  Gewicht  von  u  =  1768 

das  Gewicht  von  y  =  7869 
Man  erhält  femer  die  n^ttlem  zu  befürchtendni 
Fehler 

3  193 
in  dem  Werthe  von  u  =  - — ^ —  ==  0,0759i39.  . 

V1768 

3  193 
in  dem  Werthe  von  y  =:  — ^ — »  =  0,035995- 

V*7869 
Um  nun  die  mittiern  zu  befürchtenden  Fehler  ia 
den   Bestimmungen   des  mittiern  Erdgrades   und  der 
Abplattung  zu  erhalten,  setze  man 


'i    Man  »tke  hitnihtr,    ••   wi«  iahrr  aflt  fnTKcndeB  «mF  die  Behandloag  dUr  Bn^    ! 
aelranfta  Bezvs  habenden  Beckmmgcn  Üb  AbhandJnng  Tlieoria    e«mkia**    ' 
ti*Bi«    •baerTationntH     «rrnribna     ainimia    abnoaci««    aactM« 
r«r»l*   Prid«rSc«   aanta.     t%23.  ^ 


57009  —  A/  = 
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57009 


1  -f'  0>000075939 
►  erhält  man    Aa  =  10,7 ,     A/  =^  4,3  Toisen. 

Buerkitng.  Die  hier  gefebenetv  BectSrnmimge»  der  Gestalt 
der  Erde  weichen  etwas  voi»,  denen  ab,  welche  ich  frü- 
her gemacht  habe/  Miid  die  He/r  Honfn  Ga^-uss  seiner 
Abhandlung  B e^ti m m u n g  des  BiX eile n4i n te r s c ki-e^ 
des  ^wischen  den  Sternwarten,  v.ön.  Gättin^geo. 
und  ATtona  angehäugt  hat«  'Diese  Unterschiede  rühre» 
daher  y  dass  durch  ein  Verseheu  der  Goeffident  von  yt 
grade  um  tausend  zu  ^oss  geaomiaen  was*. 


§.  239^. 

Man  hat  afso  die  Pofhaheh  anf  demjenigen  Spha- 
oid,  welche»  de»  §.  231«*  angegebenen-  Messungenr  am 
esten  sich,  anpasst,  in 

Tarqni  =  —    3"^  04'  30"8S  -f  1"87 

Colchesgui  =  -f    o.   05.  37,83  —  1,87 

Trivandepornm  =  11.  44-  52,59  —  0j58 

Paudree  =  13.    19.  49,02  +  0,57 

Ponnae  =  8.   09-  38,39  —  1,78 

Putchapolliam  =  10.   59-  48,93  —  1,22 

Dodagoontah  =  12.    59.  59,91  +  3^,54 

Namthabad  =  15.   06.  00,64  —  0,54 

Tormentera  =  38.   39.  56,11  -f  3,4C^ 

Montjony  =  41.   21-  45,45  +  2,56 

Barcelona  =  41.   22.  47,16  +  0,82 

Perpignan  =  42.   41.  58,01  —  4,16 

Carcasftonne  =  43.    12.  54,31  —  1,02 

Evanx  =  46.   10.  42,19  —  5,88 

Pantheon  =  48.   50.  48,94  +  0,37 

Diinkirchen  =  51.   02.  08,74  +  3,92 

Göttingen  :==  61.   31.  47,85  —  2,76 

Altona  =  63.   32.  45,27  +  2,76 

Dunnoae  =  50.   37.  08,21  —  1,87 

Greenwich  =  51.   2*  40,00  +  0,94 

Blenheim  =  61,   60.  27,90  +  3,01 

Arburybill  =  62.    13.  28,19  -f  1,8» 

Clifton  =  53.   27.  31,99  —  3,91 

Maüörn  =  65.   31.  31,06  +  1,31 

Pahtawara  ==  67.  08.  61,41  —  1,31- 
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So  ist  z.  B.  in  Göttinnen  die  Polhöhe  auf  dem  idea- 
len Sphäroi'd  kleiner^  als  auf  der  Erde  selbst,  und 
man  kann  hieraus  schliessen,  dass  das  Loth  von  der 
Normale  nach  Süden  zu  abweicht.  "  Die  Totalablen- 
ixuig  lässt  sich  aber  nicht  augeben,  so  "wenig  als  die 
eigentliche  Richtung  nach  der  zu  das  Loth  aogelenkt 
wirdf  nur  iso  viel  ist  einleuchtend,  dass  sie  nach  ei- 
nem Punkte  des  Horizonts  zu  ffeht,  der  auf  der  süd- 
lidien  Hälfte  des  Horizonts  befindlich  ist 


§.    240. 

Wollte  man  die  peruanische  Gradmessung  von 
diesen  Untersuchungen  ausschliessen ,  so  hat  man 
leicht  die  Fundamentalgleichung  für  x  und  y  in  die- 
sem Fall.  Mau  braucht  nämlich  nur  zu  den  yorigen 
beiden  Fundamentalgleichungen 

0  =  —    66,84  +  2100,90  u  +  1763,16^    ' 
0  =:  —  173,78  +  1763,13  w  +  9348,66  r 
wie  man  bei  geringer  Ueberlegung  sieht,    die  Glei- 
chungen 

0  =  +    26,87  —    62,94  m  —    310,68r 
0  ;=  -f  132,63  —  310,68  w  —  1533,48r 
zu  addiren,    wo    die  hinter  dem   Gleichbeitaseichen 
stehenden  Grössen  nichts  anders  sind^  als  die  Werthe 
von  11,2255'  und  50,38^'.    Man  erhält  dann:  . 
0  ==  —  39,97  +  2037,96  u  +  i4ö2,48r 
0  =;  —  41,15  +  1452,45  u  +  7815,18r* 
Hieraus  ergeben  sich  für  y  und  u  die  Werthe  ^ 
r  ==  +  0,0018677 
w  ;:=  -f  0,0182820. 

Abplattunsr  =  ^ 

^        ^        302,22 

Dreihundert  und  seehszispster  Theil  des  Erdineridiam 
^  57008,72  Toisen, 

Dieser  Werth  der  Abplattung  ist  von  dem ,  wel- , 
eben  Walbeck  fand,    nur  wenig  imterschieden ,    der 
mittlere  Werth  des   Grades  hingegen,    üe-gt  dem  §• 
236.   entwickelten  sehr  nahe«      Durch   diese  Werth«  | 
von  u  und  y  findet  sich  ^'  =  +  2,<3,  ^''  =  —  1"95» 
Die  übrigen  Fehl^i:  zeigt  folgende  Tabelle; 


201 

«'  =  —  0"40 ,    ®"  =?  +  0''40. 

9^'  =  +  3''54 ,     9^"  =  +  2"5ß ,     (f>'''  =  +  0''84, 

<p^  =  — 1''07 ,     9>^  =  —  ö''97 ,    9>^  =  +  0"98, 

^▼ui  -,  ^  3^/94^ 

y'  =  —  2"80 ,.    y"  =  +  Q'^SO-" 

«'  =  —  1''93 ,      e"  =  +  0''91 ,      «'"  =  +  3''00, 

e»^=-|.l"84,       e^    =— 3''83. 

a'  =  +  1''23 ,      a"  ==  _  1"23. 

Die  Samihe  tier  Quadrate  der  Fehler  macht 
154,99  5  dies  mit  23  —  8  =  15  dividirt  und  aus  dem 
Qaotienten  die  Quadratwurzel  gezogen,  giebt 

den  mittlem  Fehler  einer  Polhöhe  =  3''214 
also  um  0^^021  grösser  als  in   dem  Fall,    weim  man 
die  peruanische  Messung  mit  in  Rechnung  zieht«   Man 
erhält  ferner  das  Gewicht  von    u  =  1768,  • 

—        —        —     y  =  6785, 
den  mittlem  zu  befürchtenden  Fehler  in  u  =  0,07643 
—       —        —  —  —      —>;  =  0,03902 

nnd  hieraus    Aa  =  11,8,     A/ =  4,5,     indem    man 
nach  der  §.  238*  angegebenen  Methode  verfahrt. 

§.   241, 

In  den  folgenden  Rechnungen,  wollen  wir  immer 
die  §.  236.  angegebene  Abplattung  nebst  dem  Werthe 
des  dreihundert  und  sechszigsten  Theils  des  Erdme- 
ridians, od^r  den  mittlem  Grad  des  Meridians  zum 
Grunde  legen,  und  um  die  Rechnungen  zu  erleich- 
tern, sollen  die  briggschen  Logarithmen  dieser  Grös^ 
sen  ein  für  allemal  hier  mit  bemerkt  werden. 
log  a  =  7.5253196  —  10 
logf  =  4.7559408. 

Multiplicirt  man  die  Länge  /  =  57008,662  *roi^ 
Ben  mit  90,  so  erhält  man  die  Länge  des  Quadranten 
des  Erdmeridians  =  5130779,58  Toisen.  Nun  war  die 
definitive  Bestimmung  der  Länffe  des  Meter 
B3  0,513074  Toisen,  welcher  Wcrth  aus  der  franzö- 
sischen Messung  von  Formentera  bis  Dünkirchen  folg- 
te, indem  man  der  Länge  des  Quadranten  *des  Erd- 
meridian«  zehn  Millionen  Meter  beilegte ,  also  enthält 
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eigentlich  die  Länge   des  Erdquadranten  lOOOOOO?,?! 
Meter. 

§•   242. 

Wir  haben  aus  §.  225«  die  Gleichnng^ 
90/  =  i^ali  —  ia  +  tV  ««). 
wo  a  die  halbe  grosse  Axe  oder  den  HalbmeMer  des 
Aeqnators  bedeutet.  Bezeichnet  man  also  den  Qua- 
dranten des  Erdmeridians  durch  £»  den  Umfang  dei 
Erdaequators  durch  jg,  so  ist  jE  =  OQ/t  Q  =  2««| 
also  wenn  man  vermittelst  dieser  Werthe  die  Groi- 
senff  a  aus  voriger  Gleichung  eliminirt 

£  =  i  fi  (1  —  i  «  +  tV  ««) 

und  wenn  man  mit  dem  Coefficienten  von  Q  auf  bei- 
den Seiten  dividirt 

fi  =  4£  (i  +  ia  +  rVota). 
oder  in  Toisen  ausgedrückt  ^  findet  sich 
Umfang  des  Aequators  =  20567561  Toisen 
Da  dieselbe  Länge  auch  5400  geographische  Mei- 
len beträgt /so  erhält  man 

die  geographische  Meile  =  3806,955  Toisen 
—  —  —      =  7421,340  Meter. 

Ferner  ergiebt  sich  noch 
Halbmesser  des  Aequators  =  3271837,5  Toiacn  =s 
Halbe  Erdaxe  =  3260920,3     —       =* 

§.   243. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Krümmiuiffi- 
Preises  an  irgend  einer  Stelle  des  Meridians,  deren. 
Polhöhe  =  v  ist  durch  p,  so  ist  bekanntlich  fkdvssdi'f 
nun  haben  wir  As  §.  225.  die  Gleichung 

(1  —  ff  a  +  tV  ««)  —  i  a  cos  2v.] 
+  T^aa.  cos  4t;  J 

also  auch,    wenn  statt  ds^    ^dv  gesetzt  und  auf  bei- 
den Seiten  durch  dv  diyidirt  wird 
p  =  fl(l  —  Ja  +  xV««)  — f  Äacos2»  +  T^Äaa«)s4». 

Dies  giebt  in  Zahlen,  rermittelst  der  Wertkt 
Ton  a  ona  a 

P  =  3266356*  —  16451'  c6$2v  +  34'  cos  4». 
Für  V  .z=z  45''  erhält  man  p  =  3266322  Toisen.  . 


di  =  adv  U 
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§•  244. 


Setzt  man  die  Län^  des  Radios  Yectors  der 
£rde  für  einen  Punkt,  dessen  Coordinaten  vom  Mit- 
telpunkt derselben  ausgerechnet  x^  y^  z  sind,  gleich 
r,  d.  h.  die  Länge  derjeui<^en  Liiiie,  ^weiche  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  bis  an  den  besagten  Punkt  ge- 
Logea  wird,  so  hat  man 
^  rr  s=:  XX  4"  yy  4"  ^^* 

und  da.  §.  179.  für  das  elliptische  Sphäro'id 

x^=  a  cos  t.  cos  Uf    y  =^  a  sin  t*  cos  i/ ,     2  =  2p  sin  u 
gesetzt  wnrde,    so  hat  man  indem  diese  Werthe  in 
dem  Ausdruck  von  rr  substituirt  werden 
rr  =  aa  cos  m*  -j-  bb  sin  u*. 

Nun  war  ferner  a  tangu  =?  b  tangVf  also 


cosu*  = 


ua  cosv* 


aa  cosv^  -|-  bb  sinv^ 


bb  sinv^ 

Sin  u*  = , 

aa  cosv  '.-f'  bb  sinv* 

und  wenn  man  diese   Werthe  in  vorigen  Ausdruck 
mbsiituirt,  so  kommt 

Ä*  cos  r*  4-  Ä*  sin  v*    . 

rr  ■=. ; • 

aa  cos  v^  -J"  ^^  ^^^  ^* 
Setzt  man  statt  by   a(i  —  a),    so  wird  auch  mit 
Vernachlässigung  der  Potenzen  von  a  die   das  Qua-* 
drat  übersteigen, 

1  —  a  (4  —  6«)  .«/i  f* 
rr  =  aa.  ) { 

1  —  a(2 —  a)«/ii;« 
=:aa[i  —  2otsin  v*  — 4««  sinv"  +  ^o^asin  v*] 
WO  der  letzte  Ausdruck  dadurch  gefunden  ist ,  •  dass 
man  mit  dem  Nenner  wirklich  in  den  Zähler  dividirt 
hat.  Zieht  man  vermittelst  des  binomischen  Lehr- 
satzes die  Quadratwurzel  aus,  so  wird 

r  =  a  [1  —  asinv*  -{-  i  aa  sinv*  —  ja«  sin  «;♦]• 

Man  setze  sin  v*  =  J  —  i  cos  2v ,  sin  v^  = 
I — i  cos2v^r^  i  cos4Vf  so  erhält  man,  indem  der  Aus- 
druck von  r  nach  dem  Vielfachen  des  Winkels  v  ge^ 
ordnet  wird 

r  =  fl (1  —  J  «  +  tV ««)  -i-la  cos2v  —  A  ««  cos 4» 
oder  in  Zahlen  ausgedrückt 

r  »  326336Ö'  +  HSV  cos  2»  -*  11  eas 
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§.  245. 


BeT^eicIinet  man  den  Winkel ,    welchen   der '  Ba- 

diu8  Vector  r  mit  der  Ebene  des  Aequators   machl^ 

z 
durch  9^>  80  hat  man  —  =  sin<pj  nnd  dieser  WinLd 

r 

ist  nichts    anders  ^     als    die   sogenannte   geocentxi- 

sche  Breite  des  Ortes.     Wir  wollen  nun  aufsaclifn 

welcher   Unterschied    im  Allgemeinen    zwischen  in 

äeocentrischen  und  der  geographischen  Breite*,    oder 
er  Polhöhe  statt  findet. 


£s  ist   z  :=  b  sinuy   r  =  V*aa  cos u*  -^bbsmu^f 

h  sinu 
also        sin  (fi  =  , 

Vfla  cos  M*  -j-  bb  sin  u* 
b  tang  u 


\faa  +  bb  tangu* 
Setzt  man  hierin  statt  tangu^   —  tangVf  so  wir! 

bb  tang  v 
sin<p  =  -, 


aa 
cos^  =  —  -»    folglich 

V"a*  +  ^*  tang v ♦ 

tang  9  =  —  tang  v. 
aa 

oder  auch   tangtp  =  (1  —  a)«  tangv.      E«   wird  alM 

fp  immer  kleiner  als  v  bleiben^  setzt  man  daher  v^ 

^  -j-  i,   so  wird 

tang{v  —  X)  =  (1  —  a)*  tang  v. 

Hieraus  erhält  man  leicht 
tang  %  =  a  (i  4"  J  <*)  *'«  2i;  —  i  «a  sin  4v. 

DüTerentürt  man  diese  Gleichung,    indem  X  und 

V  als   yeränderlich  betrachtet  werden  und  setzt   A  \ 

^  0,    so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  WerthM 

dX 
von  v,   welcher  —  Null  macht 

dv 

0  =5  (1  +  4  a)  coä2»  ^-    a  cof  4f^    oder  auch 
0  ?»  (1  +  J  «)  cot2t^  —  2«  co*2i^*  — a. 
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d  man  findet  con  Ih^  ==  a  —  J  aa-,  und  bei  diesem 
^erthe  von  v  wird  der  Unterschied  X  zwischen  der 
^graphischen  und  geocentt*jLschen'  Breite  ein*  Maxi- 
vpa.  seyn* 

Will  man  statt  der  tangX  den  Winkel  X  selbst 
ben,  so  braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass 
X  =  tang  X  —  ^  tang  X*  +  ....  5 
lange  man  aber  alle  Potenzen  von  a,  die  höher  als 
s  Quadrat  sind ,  weglässt ,  wird  X  =  tgX  gesetzt 
erden  müssen,  da  das  Glied  tgX'^f  schon  mit  dem 
Ana  von  a  anfangen  würde.    £s  ist  daher  auch 

X  =  a  (l  -|-  J  o)  sin2v  —  i  aa  sin  4tv»    oder 

X  =  692"4  sin  2v  —  1"  sin  4v. 
en  Werth  von  v  WP  X  ein  tirösstes  ist,  findet  man 
:  44«  54'  15". 

§.   246. 

Ist  der  Abstand  eines  Punktes  von  der  Drehungs- 
ce  der  Erde  gleich  JR,  so  hat  man'  RR:=:  xx  -{-yy, 
1er  auch ,  da  x  =  a  cos  t  cos  u^  y  =  a  sin  t  cos  u, 
R  =  aa  cosu^.  Zerlegt  man  die  ganze  Erde  in 
aendlich  schmale  Scheiben,  indem  dieselbe  durch 
bwen  geschnitten  wird,  *  welche  dem'Aequator  pa- 
illS  liegen,  so  ist  der  körperliche  Inhalt  einer  sol- 
len Scheibe  die  als  ein  Cy linder  von  unendlich  klei- 
»n  Höhen  betrachtet  werden  kann  =  iiRRdz,  Nun 
'ar  aber  auch  2:  =  ^  sin  u ,  also  dz  =  b  cos  u  du ; 
eseichnet  man  daher  den  Inhalt  dieser  Scheibe  durch 
f,  so  wird  dV  =  aah  cosu^  du,  oder  da  cosu' 
s  i  cos  u  -f-  i  ^0^  3i^  9  so  ist  auch 

__        Ttaab 

dV  =  {cos 3m.  du  -j-  icos u*  du). 

4 

itegrirt  man  dies,  so  kommt 

'  Tiaah 

V  =  Const.  -| (I  sin  Zu  +  3si/i  u). 

4  ■ 

Am  Aequator  ist  z  =  0,  also  auch  u  =  0;  soll 
liier  am  Aequator  F  =  0  seyn,   so  ist  Const.  =  0, 

id         F=  iSsinZu  +  3«/ii£> 

•4 
Am  Pole  hat  man  z  =  J,    also  u  =  90*,    und 
eim  man  diesen  Werth  in  vorige  Formel  setzt,    so 
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erhält  man  den  körperlichen  Inhalt  des  halben  Erd- 

spharoids  =zi7taab,  also  den  Inhalt  der  ganzen  Erda 

=  i  naah.      Um  dies  in  geoopraphischen  Cubikmeilen 

auszudrücken,  schreibe  man  die  Formel  so 

1         h 
.    — .  (2ä5c)*.      Nun  ist  2an  der  ümfaiiff  des  Ae- 

=  5400  geo^aphischen  Meilen,  also  wird  der  Inhalt 
der  Erde   =  -L .    - .     5400)»   =  26502    MilUonea 

Cubikmeilen.      Der  Halbmesser    einer  Kugel    derea 
Inhalt  dem  der  Erde  gleich  ist,    wird 
=  yfaah  =  3268194  Toisen. 

§.   247. 

Der  Inhalt  der  Fläche,    welcher  von  zwei  Paral-  . 
lelkreisen  eingeschlossen  wird,  deren  Polhöhen  v  xaA 
V  +  dv  sind,    heträgt  2nRds  =  dSf    wo  R  die  Be- 
deutung   des   vorigen   Paragraphs  beibehält,    und  ii 
das  Element  des  elliptischen  Meridians  angiebL    Nun 

„               '                                          a  cosv 
ist     U  =  a  cosUf     cosu  =  — ■ 


VflÄ  cos  V*  -j^  bb  xiiüS* 

cos  V  a(i  —  gg)  dv 
f      ds  =  ^,  folglich 


dS  =  2^aa  (1  —  gg) 


(1  —  ee  sinv^)* 
=  2'^aa  (1  —  gg).  d.  sin  v.  [1  +  2es  9in  •■ 
+  3g*  sin  i;*] 
folglich  integrirt 

S  =  Const,  -|-  2'Jtaa  (1  —  ee).  sin  t;  (1  -f  f  «  *««  v* 

Es  ist  aber  auch 
*  sin  i; "  =  J  —  J  CO*  2t; ,   sm  v  *  =  f  —  i  cos  2v  *f-  i  cos49, 
also 
S  =  Consu  +  2^aa sin vUi  —  |  ge — t*A  « *) — (i  ««         ] 

oder  wenn  man  statt  der  Eccentricität  die  Abplattaaf 
einführt,  so  dass  «8  =  2«  —  olo, 
S==^Const.-{-2^aasinvni  —  ^a  +  Ä««) — (f«  1 

L  —  TV»«)cos2v4-Ti«acw4»J 


207 

Nimmt  man  da«  Integral  von  i;  =  0  bis  r  =  90*, 
lo  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  Erdsphäroids, 
Üe  wir  durch  i  S  bezeichnen  wollen.     £s  wird  dann 

2  =  4'naa  (1  —  §  a  +  A  ««) 
«reicher   Ausdruck  die   Oberfläche    der   ganeen  Erde 
ingiebt.-    Man  kann  diesen  Werth  auch  so  schreiben 

S  =  1— r^  (1  _  5  a  ^  A  aa).   . 

=  (£*22L(i_|a4.TSaa)  =  92611'?64Quadratm. 

Soll  o  Nnll   seyn   wenn   i;  =  0  ist,    so  fallt  die 
Constante  aus  dem  Integral  weg ,  und  es  bleibt 
S  =  2naa  sirivH!  —  5  a  -f  /ö  ««)  -^  (I «  —  Ä  ««)  cos  2v'] 

L  4-T5aa)coi4i',  J 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  andere 
2  =  A^aa  (1  —  |  «  +  t\  «») 
10  kommt,    wenn  auf  beiden  Seiten  durch  S  multi- 
pdicirt  wird 

9  rs  |Z  sinv  r(l—  f  a  —  A  ««)  —  (f  a—  ^  aa)  cmSv"] 
»  L  +  T ö «« <^o*  4t;.  J 

oder,    wenn  die  Coefflcienten  in  Zahlen  ausgedrückt 
werben 
S=4620257«/iv  — 10354 5m t;  co52i;  +  16  cosiv.  sinv. 

Man  findet  hierdurch  den  Flächeninhalt  einer 
Zone,  die  vom  Aeqnator  und  dem  Parallelkreise  eiu- 
reschlossen  ist  auf  welchem  die  Polhohe  v  statt  findet, 
in  Qoadratmeilen  ausgedrückt. 

'Wollte  man  nicht  den  Inhalt  der  ganzen  i^one, 
sondern  blos  den  des  Stücks  derselben,  welche  Ton 
der  Länge  t'  bis  zur  Länge  t''  sich  erstreckt,  so  wür- 
de man  um  diesen  Inhalt  x  zu  erhalten,  sich  der 
Proportion   S:x  z^  S60:t''  —  t*  bedienen  müssen. 

§.     248. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  §.  225« 
z=ii—ia{i  +  ia)sin9.  €0si2v+i) 

+  il  «/i  2 J  cos(4»  +  2 J) 
die  Amplitude  ^  gleich  einem  Grad,  so  giebt  dep  dar* 
«oe    hervorgehende  Werth   von   $   die   Uinge   eines 
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Grades  dessen  südlicher  Endpunkt  die  Pollitfhe  v  hat 
Man   findet  in   Zahlen    die   Formel   zur  Berechnnug 
der  Län^e  eines  Grades 
s  =  Ö7008S662  —  287S116  cos(2v+±'')    _ 
+  0*600  co*(4t;  +  2»). 
Bezeichnet   man  die  Längen   der   Grade  -die  bei 
den  Polhöhen  v  +  1%  «^  +  2°  anfangen,  durch  «-f  Ai 
und  « -j-2A5'-|- AA^,  so  hat  man 

A*  =  10,0217  sin(2v  +  2'')  —  0,0419  nii(4» +4*) 
AA*  =    0,3498  co5(2i;  +  3^)  —  0,0029  co*(4v  +  6'). 

§.     249. 

Wenn  zwei  Oerter  auf  einem  und  ebendemsel- 
ben Meridian  Jiegen,  so  lässt  sich  ihre  Entfemnif 
von  einander,  an  der  Oberfläche  der  Erde  gemessen, 
leicht  durch  die  Formel  welche  $  ausdrückt  berech- 
nen ,  da  ^  die  Länge  eines  Mer jidianbogens  ist.  Alleii 
wenn  beide  Oerter  nicht  unter  einerlei  Meridian  aidi 
befinden ,  so  ist  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Ent- 
fernung beider  Oerter  von  einander  nioht  sogleidi 
aufzulösen.  Wir  haben  nämlich  aus  §•  179«  das 
durch  ds  bezeichnete  Linearelement  der  Oberfläche 
der  Erde ,  indem  dieselbe  als  elliptisches  Sphäroid  b^ 
trachtet  wird, 

ds  =  V^GiÄ  cosu^  dt^  -^^  {aa  sin  u'  ^-  bb  cos  u*)  du*) 
wo  unter  dem  Wurzelzeichen  zwei  von  einander  uo- 
abhängige  Differentiale  dt  und  du  vorkommen,'  und 
man  wird  diesen  Ausdruck  nicht  integriren  kömien, 
wenn  nicht  vorher  eine  gewisse  Relation  zwischen  I 
und  u  eingeführt  wird ,  so  dass  t  als  Function  von  ■ 
angegeben  werden  kann,  und  die  obige  Fornnel  sich 
auf  ds  =  17.  du  reducirt,  wo  U  eine  bestimmte  Fonor 
tion  von  u  bedeutet.  Die  Voraussetzung,  da«  t  en 
ner  constanten  Grösse  gleich  sey,  gab  uns  eine  inta- 
^able  Formel,  und  zeigte  die  Länge  des  Meridian- 
bogens. 

Man  könnte  nun  auf  den  Einfall  kommen  diii 
Entfernung  zweier  Oerter  von  einander  auf  folg^ende 
Art  zu  bestimmen.  An  demjenigen  Orte,  der  des 
Anfang  der  Messung  ausmacht,  ziehe  man  eine  Ver- 
ticalJinie  oder  Normale,  und  l^e  durch  dieselbe,  ii 
Vfie  durch  den  zweiten  Punkt,  aessen  Entfemunj^  vwi 
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ersten  gesucht  wird,  eine  Ebene,  so  wird  die  La^ 
dieser  Ebene  vollständio^  bestimmt  seyn,  und  die  Ober- 
fläche der  Erde  in  einer  brummen  Linie  schneiden. 
Das  zwischen  beiden  Punkten  enthaltene  Stück  dieser 
krummen  Linie  kann  dann,  als  Maass  der  Entfernung  • 
angenommen  werden.  Allein  wenn  man  dieselbe  Ope« 
ralion  am  zweiten  Punkte  vornimmt  und  nach  dem 
ersten  zugeht,  so  wird  man  eine  andere  Länge  im. 
jy.llH^emeinen  erhalten,  da  beide  krumz^e  Linien  nicht 
snsammenfallen.  Sollte  nämlich  die  erste  Län.^e  mit 
der  zweiten  übereinstimmen,  so  müsste  die  krumme 
Linie  in  beiden  Fällen  dieselbe  seyn,  man  möchte  vom.' 
ersten  Punkt  oder  vom  zweiten  ausgehen,  und  hier- 
an würde  erforderlich  seyn,  dass  die  erste  Ebene 
auch  durch  die  am  zweiten  Punkt  gezogene  Normale 
hindurchginge,  folglich  mürbsten  beide  Normalen  sich 
schneiden.  Allein  diese  Bedingung  wird  nur  in  be- 
sondern Fällen,  wo  die  beiden  Punkte  eine  gewisse 
Lage  gegen  einander  haben,  erfüllt,  welches  sich 
leicht  auf  folgende  Weise  zeigen  lässt. 

Man  bezeichne  die  drei  Coordinaten  des  ersten 
Punktes  durch  o:,  ^,  r,  die  des  zweiten  durch  x\  y^ 
wf^  so  wird  man  vermöge  der  gegebenen  Oberfläche 
der  Erde  die  beiden  Difierentialgleichungen 

dz  =  pdx  -}"  ^^7  7  ^^  =  V*^^'  "I"  9'^y 
erhalten,  wo  p  und  ^  Functionen  von  x  und  y^  jf 
und  q  Functionen  von  x  und  y  sind.  Sind  die  alU 
gemeinen  Coordinaten  eines  Punktes. der  Normale  am 
ersten  Orte  ?,  >;,  4,  am  zweiten  4',  V,  ^',  so  hat 
man  die  Gleichungen  für  beide  Normalen  .- 

(5— ^) +  ;^(?-^)  =  0,   Cj-jk)  +  7«-^)==o. 
ß'— ^0  +  ;/'(4'-2')=:0,    (r;'-y)  +  q\^-z)^(s. 

Sollen  beide  Linien  sich  schneiden,  so  müssen  die 
Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  für  beide  Li- 
nien dieselben  seyn.  Es  wird  daher  für  diesen  Punkt 
5  =  §',  t;  ==  17,  ^  =  4'  werden.  Die  erste  Bedia* 
rang  s^ebt  die  Gleichung 

lie  zweite  Bedingung  erfordert,    dass 

Eiiminirt  man  aus  diesen  beiden  Gieichangen ..{, 
so  erhält  man  nach  einige  Reduction 
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und  diese  Glcichan^  müsste  gans  allgemein  erfüllt 
werden,  d.  h.  identisch  seyn,  wenn  immer  swei  aa 
teliebigeu  Punkten  der  Oberfläche  gezogene  Norma- 
len sich  schneiden  sollten.  Dies  ist  aber  keineswegci 
der  Fall. 

§.    260. 

Sieht  man  diese  Oberfläche  als  eine  durch  üm- 
drehung  einer  ebenen  Figur  entstandene  an,  wie  ei 
bei  der  Erde  der  Fäll  ist,  und  nimmt  die  Axe,  wel- 
cher die  Coordinaten  z,  t!  parallel  sind,  als  Umdre« 
bungsa^ce  an,  so  wird  die  Gleichung  einer  solcfaea 
Oberfläche,  wie  früher  gezeigt  worden,  durch  z  a 
ip^jcx  +  yy)  ausgedrückt,  wo  (p  eine  willkührlich 
VL  nehmende  Function  bedeutet.  Diese  Gleichnng 
giebt,  wenn  man*  diflerentürt 

dz  =  ^xdx(p{xx  +jy)  +  1ydy^(^xx  +J^r) 
dz'^  :ix'dx'f\x'x'+yy')  +  Qy'dyfXx'x'  +yy) 
Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  denen  in 
Torigem  Para^aph  angenommenen 

dz  =  pdx  4"  ?dy»     ^2'  =  p'dx'  +  q'dy 
jo  findet  sich 
p  =  <lx(p{xx  +  yy^^    9    =  2yf'(xx   +  yy) 
p'  =  !)x<pX^V  +  yy),    g'  =  2yfXx^^  +  y/). 
also  auch     py  z=  qx ,    py*  =z  q'x\ 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1),  z  z=z  z\  ao  rt- 
ducirt  sie  sich  auf 

2){x'-x)iq-<n  ==-{y-y){p-py 

In  die-rfm  Falle  ist  aber  (p(^xx  +  yy)  =  ^(xV 
yy) ,  also  auch  xx  +  y>-  =  xx  +  yy\  und  daher 
wird  <p\xx+yy)  =  <P\x'x' -{^yy),  folglich  geben  di^' 
Gleichungen  für  /?«  7,  p\  q\  die  beiden  neuen  Glei- 
chungen        px'  =  p'x^      qy'  =  qy. 

£ieht  man  bei  der  ersten  auf  beiden  Seiten  ps^ 
in  der  zweiten  auf  beiden  Seiten  97-  ab,  so  kann  maa 
dieselben  auch  so  schreiben 

p{x—x)  =  x{p'  —  p),     q{y~p)  =:  y{q'^m)^ 
Substituirt    man    die    sich    hieraus    eimb^dea 
Werthe  von  x'  —  x  und  y — y  in  der  Gleicfin&g  {2\ 
•o  wird 

p  9 
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oder  ^  =3  ^  f    X9  =  ^;?.     Diese  Gleichung  ist  aber 

identisch,  wie  man  ans  dem  vorio^en  sieht.  Ist  da- 
her s  =  2',  so  schneiden  sich  die  an  diesen  beiden 
Ponkten  gezogenen  Normalen  wirklich,  und  dieses 
indet  statt ,  wenn  beide  Punkte  auf  demselben  Paral- 
Ukreise  liegen. 

§.    251- 

6etEt  man  pq — pq  s=  0^  so  redncirt  sich  dio 
CUchnng  (1)  ebenfalls  auf  die  Gleichung  (2).  Zieht 
■u  von  der  Gleichung  pq'  =  p'q ,  die  identische  pq 
ep7  ab,   so  wird 

pW—9)  =  nip—p)* 

•ho  wenn  man  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth 
f  KU  q' — q  in  die  Gleichung 

(x  — x)  iq—q)  =  {y—y)  (p—py 
I  Ntst,  SO  erhält  man 

qix—x)  =  p{y—y). 
Indem  man  in  dem  Ausdruck  pq — p'q  =:  0,  die 
Werlhe  von  p,  p\  q*  q\  substituirt,  erhält  man  xy 
-y*'  =  0,  also  iy'—y)  x  ^  y  (V— y),  folglich 
Vcu  diese  Gleichung  mit  der  andern  q(x  —  x  =s 
t(y — y)  verbunden  wird,  so  kommt  qx  =:  py^  Mrel* 
diei  auch  identisch  Null  ist 

y  r' 

Die  Gleiclmng  xy'—yx   s=  0,    giebt  ~  =r~, 

X  X 

^y  sz  kXf  y'^=  kx  wo  k  eine  willkiihrliche  Gros- 
IB  iit  Man  sieht  hieraus,  dass  der  zweite  Fall,  dass 
&  Normalen  sich  schneiden,  dann  statt  findet,  wenn 
Üe  beiden  Punkte  auf  einem  und  demselben  Meri- 
bn  liegen. 

•  §.   2Ä2. 

Die  Xnifemang  zweier  Punkte  auf  der  OberflSche 
^  Erde,  lässt  sich  also  nicht  auf  die  frülier  ange- 
pkene  Art  bequem  finden.  Allein  man  kann  sehr 
iätich  ca  der  zweckmissigsten  Art  gelangen  die 
btftnmng  anszumitteln,  wenn  mnn  nnr  die  Methode 
betrachtet,    nach  welcher  dieselbe  mechanisch  dnrch 

14* 
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Maassstnbe  bestimmt  wird.  Indem  man  nämlich  tou 
einem  Punkte  der  Erde  bis  zu  einem  andern  mis^ 
legt  man  einen  Maassstab  horizontal  auf  Unterlagen, 
und  an  diesen  ebenfalls  horizontal  einen  zweiten ^  ao 
dass  beide  Maassstäbe  zwar  nicht  in  gerader  Linie, 
da  die  Erde  in  ihren  kleinsten  Theilen  gekrümmt  ist, 
aber  doch  in  einer  Ebene  liegen,  die  zugleich  dnrck 
die  am  Berührongspunkte  beider  Stücke  gezogene 
Normale  geht.  Genau  genommen  wird  freilich  dia 
Länge  der  ganzen  Linie  von  der  Länge  der  Maasi- 
Stäbe  selbst  abhängen,  die  desto  kleiner  ausJEallt,  je 
kürzer  die  gebrauchten  Maassstäbe  selbst  sind,  alleii 
man  sieht  leicht,  dass  die  Abnahme  eine  Gränze  ha- 
ben muss,  die  natürlich  dann  statt  findet,  -wenn  dil 
Maassstäbe  unendlich  klein  sind,  oder  wenn  man  dk 
ganze  Linie  in  ihre  Elemente  zerlegt.  Die  ant  dieie 
Art  bestimmte  Linie  heisst  di«^  geodätische  Liniei 
Um  ihre  Natur  analytisch  auszudrücken,  -wird  mia 
die  Gleichung  einer  krummen  Linie  auf  einer  Obe^ 
fläche  suchen  müssen,  welche  von  der  Beschaffenheit 
ist,  dass  eine  durch  zwei  in  derselben  auf  einander 
folgenden  Elemente  gelegte  Ebene,  zugleich  durch  die 
«m  Punkte  des  Zusammenstossens  beider  ElemeaU 
^zogene  Normallinie  geht. 

£s  seyen  daher  die  Coordinaten  des  AnfangspBuk« 
les  des  ersten  Elements  x  —  dx,  y — dy,  z  —  di\ 
die  des  Endpunktes,  welcher  zugleich  die  des  An* 
fang^spunktes  des  zweiten  Elements  sind,  2:,  y,  i; 
ujid  *aie  Coordinaten  des  Endpunktes  des  i-weiten  Ele- 
ments -r  +  dx^  y  +  dy  +  dcJy,  z  -^  dz  -{^  ddxi 
wo,  wie  man  sieht  dx  als  g  eichförmig  wachsend  an- 

äenommen   wird.      Wir  ;iehmen  an,    die    Gleichnof 
er  Ebene  die  durch  diese  drei  Punkte  seht  sev 
Z.  ^ÄZ  ^  BX  +^  C.  ^ 

wo  Jf ,  Yf  Z  die  allgemeinen  Coordinaten  jedes  Paul- 
tes  der  Ebene,  Af  B9  C  drei  noch  za  bestimmende 
Coefficienteu  sind.  Setzt  man  statt  JC,  K,  Z  nadi 
und  nach  die  Coordinaten  der  drei  Punkte,  «o  er- 
hält man 

z~dz  ==\4<«  — Ja:)  +  B(y  —  dy)  +  C. 

z  ^  Ax  +  By  +  a  ,|| 

Z'^dz.^ddz  =  A(x'j^dx)  +  B(y^dy'^dJy)^l9i 

welche  Gleichungen  sich  auf  folgende  reduciren        .«Ij 
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c  z=z  Ax  -^  Bf  +  C. 
dz   =  Adx  -f-  Bdy  5       ddz  =  Bddy. 

Zieht  man  die  erste  derselben  von   der  «Il^mei- 

ab,   so  bleibt 

Z  —  z  =  AiX—x-)  +  B{Y-yy, 

d  die  beiden  letzten  Gleichungen  gehen 

.         dzddy  T—  dyddz  ddz 

A  =  ^—   '  f     B  =^  -      » 

dxddy  ddy 

dass  also'die  vollständige  Gleichang  der  geoicfatea 
Bbene 

dxddy  ddy 

wird.  Nun  soll  aber  diese  Ebene  zugleich  die  Nor* 
■lale,  an  dem  Punkte  dessen  Coordinaten  x^  y^  z 
rfnd,  in  sich  enthalten.  Die  beiden  (^iehungen  f«r 
diese  Normale  sind  (§.  249.) 

>(Z-r)+(X-x)=:0,    ^(Z-r)  +  (i"-r>==^0 
folglich  wird,    wenn  wir  diese  Wertlie  von  X — ar, 
y  —  y   in  obige  Gleichung  substituiren ,    und   dam» 
dorch  ^x///3[^  multipliciren : 

■  dxddy  +  {dzddy  —  dyddz)  p  -^  qdxddz  =  0. 
Welches    die    Differentialgleichung    der    geodätischen 
Carve,    ohne  weitere  Rücksicht  auf  die  Gestalt  der 
Oberfläche  der  Erde,    blos  als  continuirlicb  krumme 
Oberfläche  betrachtet,   darstellt. 

Set£t  man  statt  dz  seinen  Werth  pdx  +  9^X1  »o 
kommt 
,  Cl  "t"  W)  d^däy  +  pqdy,  ddy  =  {pdy  —  qdy)  ddz. 

Nun  ist  aber  auch,    wenn  man  die  Gleichung  dz 
atz  pdx  +  qdy  differentiirt  ^ 

ddz  =  dpdx  4"  ^^^y  +  9^4y* 
tnd  wenn   man   diesen  Ausdruck  von  ddz  in   vorige 
GMchäng  setzt 
1  +  W  +  99)  dxddy  =  (jpdy  —  qdx)  dpdx  +  dqdy). 


§.  253. 

£^  lässt  sich  leicht  zei^^n,  dass  die  auf  diese 
Ijrl  durch  zwei  Punkte  gefiärte  Curve,  unter  allen 
ittdem  die  "kleinste  Länge  hat,  so  dass  also- die  geo- 
Bttifdie  Linie  die  kärzeste  Entüemtuig  misst.  '■    Maun 
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hat  nämlich,    wenn  ds  ir^nd  ein  Linearelement  be- 
deutet f 

ds  ==  ydx'^  +  dy^^-{^'d?  , 
oder  da  zwischen  den  drei  Differentialen  die  Relatioa 
dz  =  pdx  +  pdy  statt  findet,    so  wird  auch^   indem 
dieser  Werth  von  dz  in  ds  suhstitnirt  wird 

ds  =  \rrfr*  -{-  dy^  +  ppdx'^"\'  2pqdxdy  -f-  79^J*' 

Die  Relation  zwischen  x  und  y^  die  man  noch 
haben  muss  um  diesen  Ausdruck  integ^riren  zu  kön- 
nen, muss  nun  so  gefunden  werden,  dass  J'ds  den 
kleinsten  Werth  erhalte,  d.  h.  man  wird  ^.  fds  =  0 
haben  müssen,  wo  ^  das  Zeichen  der  Variation  b»> 
deutet.  Wir  werden  bei  der  auszuführenden  Varii» 
tion  blos  y  als  variabel  annehmen ,  da  zwischen  x 
und  y  keine  weitere  Beding'ung  vorhanden  ist,  lo 
dass  also  ^x  =  o  ^setzt  werden  kann.     Man  hat  alu 

d,ßfdx^  -^dy^  -^ppdx^  '^2pqdxdy  '■j'  qgdy*   =  0. 
oder  den  Grundsätzen  der  Variationsrechnongp  zufblge» 
auch 

/J.  Vflü?*  +  dy^  +  ppdx^  +  2pqdxdy  +  qqdy*  =  0. 

Führt  man,  die  Variation  wirklich  ans,  nnd  be- 
denkt,  dass  in  den  Grössen  p  und  q  auch  y  timn 
kommt,  so  wird,  da  ^^dy  =  d.^y^ 

0  ^/±  diy  +>.^  dxTip  +ß±  dx9p 
Nun  sind  aber  die  vollständigen  Variationen  im 

P  «öd  qt 

" = d) '^  +  (|) '•^• 

"  -  (I) '-  +  0  'r- 

da  ;>  und  ^  Functionen  von  x  und  >^  sind.     Wir  Mi- 
men  aber    t«  ss  0  an,    also    bleiben    die    Wtfiki 


m 


^P\  ^        ^  ^^7' 


^P  =  (^}  fyp    ig  —  Qj-^  iy^    Sctut  man  dies^  ia 
rorige  Gleichung^,  so  wird 

Alle  diese  Integrale  müssen  auf  die  ganze.  LSaf^ 
der  C'tirve  ausgedennt  werden;  sie  haben  daher  «o'« 
serlei  Gränzen.    Es  ist  nun 

=/b^ + ^^]  (1).  f  ^ 

.mod   eben  so  auch,  die  Summe  der  cwei  andern  In- 
tqprale 

Iblglich  alle  vier  Integrale  zusammen  genommen^  geben 

^•cd^ +<!)*•>■  "Vj'^--^ 

indem  man  bemerkt,  dass  in  der  Gleichung  dzsspdx^ 
4"  9^X9    ^^^  Grössen  p  und  g  so  mit  einander  ver- 
landen seyn  müssen/  dass  fj^  »  Ct*^'  ^^^  dann 
•tatt 

ainmt.      Auch  die  drei  übrigen  Integrale  lassen  sieh 
mch  etwas  zusammenziehen;   es  wira  nämlich  *:- 


e)^  +  ©*=* 
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^jdy  +  qdz    ^g^^ 

•0  dass  «ich  die  ganze  Gleichung,  die  vorher  au«  ««• 
ben  Gliedern  bestand,  auf 

reducirt.  Um  nun  aber  die  beiden  übrig  gebliebenen 
Iiilegrale  susammen  addiren  zu  können,  muss  man 
die  Grösse  d'^y  bms  dem  letzten  wegbringen  $  dies  se- 
9cbieht  leicht  durch  Integration,   indem  man  dasselbe 

aus  zwei  Factoren      '  und  d^y  bestehend  an- 

ds 

«ieht,    und  dann  nach  den  bekannten  Methoden  der 

theilweisen  Intefi;ration  vermittelst  der  Formel  Jud» 

«=  UV  — Jvdu  integrirt.     Hierdurch  erhält  man 

f±±J±  ddy  =  ±^±J±  Sy 
''dt  -^  ds         "^ 

^fdy.d.Q ^-~;. 

Man  bezeichne  die  Werthe  von  q^  y^   z^   s  Bt 

den  Anfangspunkt   der  krummen  Linie   durch  q\  f^ 

z\  s';  für  den  Endpmikt  durch  q",  y'\  z",  «"♦    so  -wird 

der  Werth  des  ausser  dem  Integralzeichen  stehenden 

^  ,  dy  '4-  qdz 

Gliede»  — — *  iy    von  der  ersten  bis  zur  leU« 

dB 

ten  GrSnze  durch  die  Differenz 

dd'  ''  ds'  '        •^» 

•tts^edrückt  werden  ^  hu^  e*  wird  das  swicchen  dob. 
Mlben  Gränzen  genommene  Intesnral 

''dt  "^  ds"'         "^ 


tff  _  q'da' 


9y—pyd.(±±j±') 


ds'  '  •^  \        d$ 

seyii.  {.Nun  ist  aber  za  bemerken;,  dass  da  die  beidor 
tadpunkte  suriBchen  denen  die  kruinme  Linie  gese^ 
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Jen  werden  soll,    fest  sind,    die  Ordinalen  y  nndy 
erselben,  keiner  Aenderung  fähig  sind,  also  ^y  z=(^ 
dy'  =^  0  ist ,    und  es  bleibt 

Man  hat  .daher  die  Gleichang  welche  das  Mini» 
mnm  ausdrückt: 

folglich,  da  das  DifTerential  derselben  ebenfalls  Null 
seyn  muss,  so  kommt,  indem  der  gemeinschaftliche 
Factor  iy  weggelassen  wird 

±±  _  d/^ÜUff^  =  0. 

ds  \        ds        y 

Differentiirt  man  Mrirklich,  so  kommt  nach  den  ge- 
hörigen  Reductionen 

(ddy  +  qddz)  ds  =  dds  (dy  -j-  gdz).  ' 

'  §.   254. 

Wir  müssen  nun  noch  zeigen,  dass  diese  Glei-' 
chnng  mit  der  im  vorigen  Paraffraph  gefundenen  iden- 
tisch ist.     Man  nehme  hierzu  die  Gleichung  (§.  2Ö2«) 

dxddy  -f-  {dzddy  —  dyddz)  p  +  qdxddz  =  0, 
die  man  auch  so  schreiben  kann  : 

{ddy  -{-  qddz)  dx  z=  p  (dyddz  —  dzddy), 
Muitiplicirt  man  auf  beiaen  Seiten  mit  dx,    und 
setzt  statt  pdx,  dz  —  qdy  t  so  kommt 

{ddy  -f-  qddz)dx^   =  dzdyddz  —  dz^ddy 

—  qdy^ddz  +  qdzdyddy. 
Man  addire  auf  beiden  Seiten  das  Product 

{ddy  +  qddz)  {dy^  +  dx^) 
SO  erhält  man  nach  einigen  Reductionen 

(ßdy  +  qddz)  {dx^-i-dy''  +  rfz*)  =  dzdyddz  +  äy^ädy 

*  r^-qdzdyddy-^^qdz^daz 

=  dy  {dyddy  -f-  dzddz)  +  qdz  {dyddy  +  dzddz) 

s=i(dy  4"  qdzy  {dyddy  4"  dzddz). 

Nun  war  aber  ds^  =  dx^  -|-  dy*  +  ^«*»    olao 

wenn  man  differentü^t ,    und  den  frühem  Annahmea 

sufolge  ddx  =  0  setzt 

.  dsdds  =  dyddy  -f-  dzddz 
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und  man  sieht  hieraus,  das«  rorige  Gleichiinif  lich  ia 
diese  verwandelt: 

{ddy  +  qddz)  ds»  =  (dy  +  qdz)  d$.  dds. 
oder  wenn  man  durch  d$  dividirt 

d«  {ddy  +  qddz)  =  dds  (dy  -f-  gdte) 
und  diese  Gleichung  ist  mit  derjenicren,  welche  durch 
die  Bedingung  des  Minimum  gefunden  wurde ,    TöUi| 
identisch. 

§•    255. 

um  nun  die  Gleichung  der  geodätischen  laius 
fär  den  besondern  Fall  zu  finden,  dass  wir  die  Erd- 
oberfläche als  ein  elliptisches  Sphäroid  betrachtefli 
könnten  wir  die  Werthe  von  x  und  y ,  weldve  den 
Sphäroid  entsprechen,  in  voriger  Gleichung  substitni- 
ren.  Allein  da  wir  gefunden  nahen ,  dass  die  geodi- 
tische  Linie  immer  mit  der  kürzesten  Linie  sv^ischea 
zwei  Punkten  völlig  übereinstimmt,  so  ist  es  für  dit 
Rechnung  vortheilhafter,  gleich  vom  bequemsten  Aus- 
druck des  Elements  des  elliptischen  Sphäroid«  auszu- 
gehen, und  aus  demselben  die  Gleichung  der  geodi- 
tischen  Linie  durch  die  Variationsrechnunff*  zu  audien. 
Wir  hatten  in  §.  179«  für  das  Linearelement 
den  Ausdruck 

ds  =  yaa  cosu*  dt*  +  (aa  sin  «"  +  bb  cos  u*)du*  $ 

sucht  man  hieraus  die  Variation  des  Integrals,  indem 

man  blos   t  als    variabel   betrachtet  und  setzt   diest 

Variation  Null,   so  wird 

,  aa  cosu*  dt 

d ; ==  0 

ds 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist«  Durch  Inte|ra* 
tion  erhält  man 

aa  cos  u*  dt 

wo  e  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  ist.  Da 
a  cos  u  dt  immer  kleiner  als  ils  ist,  also  um  so  mehr 
a  cosu^  dt  <Z  dSf  so  wird  auch  die  Constante  c  klei- 
ner als  a  seyn,  und  wir  wollen  daher  statt  dieser 
einen  Winkel  6  einführen ,  so  dass  e  =  a  cosS'y  dam 
wird 

tf  cof  u*  dt  =  ds.  cos  6. 
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Mler  wenn  man  cpiadrirt  und  «tatt  ds  «einen  Wertli 
letzt  ',   -    ' 

aa  cos  u^  dt*  =z  aa  cos  u*  cos  6*  dt* 

+  (aa  sin  m»  +  bbcosu*)du*.  cos  6*. 
Hieraus  fol^ 

{aa  sinu*  +  hb  cos  u*)  cos  6    . 

dt*  =  "^ — 7- — s -. —  ^"' 

aa  cos  u*  (cos  u   —  cos  o* 

tifio  wenn  man  diestn  Werth  von  dt*   in   dem  Aotf- 

drack  des  Linearelements  ds  substitnirt^ 

^aa  sin  u*  +  ^^  ^o*  ^* 

ds  =  cosu  du.  V . 

cos  u^  —  cos  o* 

Die  Integration  dieses  Ausdrucks  ist  unter  end«* 

lieber  Form  nicht  auszuführen.    Man  setze  der  Kurse 

wegen  sin  u  =:  sin  6  sin  o ,   so  erhält  man 

du,  cosu  =  sin  &  cos  o.  d(s> 

sinu*  =  sincn*  sin  6*^ 

cos  u*  =  cos  6*  +  cos  m*  sin  6* 

folglich,    wenn  man  diese  Werthe  in  vorigen  Ana« 

druck  setzt  y  so  kommt 

ds  s=  den  y(aa-^bb)  sind*  sin  6*  +  bb 
llder  wenn  man  statt  bb «  aa(i  —  ee)  «ubstituirt 

ds  — -  .    - 

— .  s=  i2(D  y*l  —  ee  (1  —  sin  ©■  sin  6*) 
a 

Entwickelt  man  das  Radical  bis  zur  vierten  Po« 

tenz  von  t  mit  eingeschlossen,   so  ist 

di 

—  s=5  ^o  ' —  \ee  d&  (1  —  sin  o*  sin  6^) 

a 

—  is^  £2(0  (1  —  2sino*  sinS* 

Setzt  man  statt  der  Potenzen  von   cd  die  Vielfaohen 
dea  Winkels  u»  vermittelst  der  Gleichungen 

4ino*  =i  —  icos2&f    sino^  ==1  —  icos2a»+icoi4o« 

ds 

a 

+  1  sin6^)  —  docos2G>'  —  «mß"(l+M(l — i«« 

4 

sin6*y).  —  da.cosiw,  — .  sin  6*. 

64 

Integrirt  man  diesen 'Ausdruck,    indem  zugleidi 

•tatt  ssy  2«  — *  «»9  wo  a  die  Abplattung  bedeutet ,  ge^ 
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setzt  wird,  und  alle  Potenzen  von  o  die  das  Quadrat 
übersteigen,  weggelassen  werden,  so  erhält  man 

.—  =  Const.  +  o  [1  —  a  (1  —  i  *wi  «•) 

a 

—  I  aa  51/1 6«  (1  —  J  «71 6«)]. 

—  sin2<o  5m««-[l  +  ja(3~t#iiid*) 

4 
aa 

—  5m  4©.  sin  o*.  — . 

64 


§.  256. 

Wir  haben  nur  noch  nöthig  den  Winkel,  t  m 
bestimmen,  welches  durch  Aufsuchung  der  endlichen 
Gleichung  der  geodätischen  Linie  geschieht.  Z^  die- 
sem Ende  müssen  wir  die  Gleichung  zwischen  dt  und 
du  §.  25ö.  vornehmen ;  sie  ist 

du  cos  6        JOLa  sin  u^  ^  bb  cos  u* 

dt  = V 

acosu  cosu*  —  C05  0* 

oder  wenn  man  an  die  Stelle  von  bb,  £2a(l  — sc)  a^st 

cos  6  du       -  1  —  es  cos  u* 

dt  =   '^ —    V  . 

cos  u  cos  u^  —  cos  6* 

Man  betrachte  zuerst  das  Differential 

cos  6  du 
dt  =  , 

cos  u  ^cos  tt*  —  cos  6* 
welches  wie  man  sieht,  aus  dem  Allgemeinen  dadurch 
gebildet  wird,  dass  e  ==  0  genommen  ist,  und  da 
diescl^  der  Fall  bei  einer  Kugel  seyn  muss,  so  erhal- 
ten wir  durch  Integration  dieses  Ausdrucks  die  Glei- 
chung für  die  geodätische  Linie,  wenn  die  Erde  als 
Kugel  betrachtet  wird.  Um  obiges  Differential  sa 
integriren,  hat  man 

du  du 


cos  u  ^cos  u^  —  cos  6  *         cosu^  V*l — cos  ^* — cos  6^ig  u 

d»  tang  u 


^"^sinS*  —  cos  6*  tg  u* 
also  auich 
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,  tL  cot  6.  tg  u 

it  Ä 

Vi  — cot  6*    tg  li»  . 

ttnd  integrirt  r  =  C  -f-  Are  sin  (=  (cot  6  tgu))^  wo 
C  eine  arbiträre  Constante  ist.  Man  setze  daher  nm 
4as  allg^emeine  Differential  leichter  integriren  zu  kön« 
nen^  cot  6  tgu  =  ^z'/t^,  so  wird 

cot  6^ 

cos  M*    =r .  • 

und  man  erhält  den  yollständio^en  Werth  von 


ee — ■  Entwickelt  man 

die  Wurzelgrösse   durch   den   binomischen  Lehrsatz, 
•o  wird 

cot  6*  d^  cot  6*  d^ 

co^6"-f-.s2>i4'*  (cot  6*  +-^''»  >}'*)'* 

fa  dass  wir  also  die  Integrale  der  beiden  Difierentiale 

cor  6*+ 52/1  tV''    (cot6^  -{'Sin^^y 
iu  suchen  haben 

£s  ist  nun  indem  wir  Zähler  und  Nenner  durch 
cos  ^^^  dividiren 

d^ 

d^  cos  ^' 


cot6*  +  $in^*  ^„   ,   tang^^ 

cot  9*  -f- 


sin  6* 

_    fang ^ 

.... tf,  -. -^ 

CO*  o 

tangü,  sin  6  — -— 

.    .  tangy^f"" 

i  + 


I  • 


cos  6* 
folglich  auch 

^^^ — — : s=  ^iing6: sin S.  Are  tang(t=i  -  -  °   v), 

coi6*-|-#//2i}/*  cof  ^  •    .: !  r.,, 

wodurch  das  Integral  des  ersten  iDifiTerentials  gefiin* 

den  ist      Um   das  Int^Ml  des  zweiten  zn  erliahen, 

braucht  man  gar  nicht  zu  integriren^    sondern  blos 

das  Integral  aes  ersten   zu  differentüren  ^    denii  be-^ 
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I 

zeicbnet  man  das  Integral  des  ersten  durch  P,  s« 
kann  man  P  auch  als  Function  von  S  betrachten  un< 
•^  als  constant  annehmen  ^   man  hat  dann 

I Z — ' =^  P- 

cot  o*  -|-  sin  ^^ 

and  wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  6  differentiirt 
2— >,-  cotS  f 


—  =  dP 


sm6»  '        -^  (cot  6»  +  smij/*)« 

wo  sich  das  Zeichen  der  Inte^ation  blos  auf  die 
änderliche  Grösse  -^  bezieht.     Bezeichnet  man  daher 
daa  Intesrral  des  zweiten  Differentials  durch  O»  ao  i»t 

2d6.  -^.  ß  =  dP. 


Sin 


6^ 


dP. 


j2  =  J  Cdi)'  ^^^S^'  m6*. 
Nun  war  aber  gefunden,   dass 

P  Ä  tang  6.  sin  6.  Are  tangQ=s  — £Z) 

cos  6 
also  wenn   man  die  Differentiation  rücksichtlich  der 
Grösse  6  ausführt 

/'dP\  ^   1  +  coÄ«* 


VTiJ  =  '"''^^- 


cosS 
+  tang  6  sin  6*, 


Are  titng(= 


tangf^ 
casS 


) 


tangi^f 


cos 6*  -{-tätig 6* 

Multiplicirt  man  dies  noch   mit    i  tang  6  sin  6*^ 
§0  kommt 

j2  ==  i  tang  6^  sin  «  (1  +  cos  ««).  Arc(tang(=  ^f^) 

cosS 

+  itang6'  sinS*^         '^"^^ , 

cosS^^tangy^* 
Nun  war  aber 

t  =  ^^  —  4  es  eotS*.  P  —  {  «♦  cot6^  Q  +  C. 
fola^lich  wenn  man  diese  Werthe  vo>n  P  und  Q  hierin 
aubitilairt 

t  —  C  Ä  +  —  ittcosS  Are  tang(^  ■       v ) 
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. 


fang,  i|r 
—  tV  •♦  f of  6  (1  +  coi  «•)  Are  tans(:=:  — 5«. ; 


coitf 


—  fVt*«wi2«^ 


tang^ 


COM  6*  4"  Jflwß4* 


•  • 


§.  257. 

h  der  Aujübunr  ciDd  die  zu  berechnenden  Ent« 
hungen  Mwöhnlidi,  rücksvchtlich  der  GrÖMe  der 
Ue,  TOD  denseiben  Dimensionen  als  die  Abplattnn^^ 
fo  dui  wir  der  leichtern  Rechnung  wegen  nur  ihre 
«ste  Potenz  oder  das  Qnadrat  von  et  beibehalten 
wollen;   dann  wird 

i^  C  =^  ^  —  a  cosß.  Arctang(=    ^^^     ). 

cos  6 

Die  Grösse  t  ist  hierbei  bekanntlich   die  Lfinj^ 

da  Ortj ,    und  >)/   hän^   blos  yon  der  geographischen 

Breite  und   einer  constanten  Grösse  ab.      £s  sey  nun 

diu  ^graphische  Länge   des  Aniingspnnktes  ft    der 

diemi  entsprechende  Werth  von  ^ ,  >)/',  so  wird 

r  —  C  =  y^^'  —  a  cos 6  Are  lag  =  IfZfJl. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  obem  ab^ 
«nd  bemerkt,   dass 

An  une(=.  if2li)  -  Are  lang  =  (!f^) 


COS  6 


=s  ilrc  tang(= 


eas6 
eo9  6(tang^  —  tang^y 


kemmt 


cos  6*  4~  ^A/>g4  toiigi)^ 


,) 


t— 1*  =s  ^  —  >},' — a  CO«  6.  Are  tg[= 


C0S«(A^lJ/  — f^>}/7 


■]• 


eosS*  -^  tgt\f  tg^* 
Setst   man    die  Liünge   des   letzten   Punktes   der 
ImIi  =  i'y    und   den  entsprechenden  Werth  vdn   i)i 
"f  ^\  so  wird  auch 

^Wu  dieser  Gleichung  muss  nun  6  bestimmt  werden. 
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§.   258. 


Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung^  des  vorigen 
Paragraphs  auf  beiden  Seiten,  sowohl  die  Sinns  als 
auch  die  Cosinus  nimmt,  und  der  Kürze  wegen 

cos  o.  Are  tang\=z  — - — ; j  =  [u 

cos  0*  +  tang-<if  \  lang  v 

setzt  ^  so  erhält  man 

sm{t"  —  r)  =  sin(^'' —  i)/')  cos  aft —  co5(t)/". —  iJ^O  sin  a^h 

cos(t"--  t)  =  co^IY'-iY)  cos  <AyL  ^  sini^" —  i^O^inaft. 

oder  wenn  man  bemerkt,  dass  cos otfi  =  1 1  si/zafcssap 

gesetzt  werden  bann 

sin{t"—t)  =  sin{Y—-if')  —  «f*-  co*(t}/"— +0     ■ 

co.<r— 0  =  co5(%j/"— ^0  +  af«.  sm(>J.''— ij;0      • 

Bezeichnet  man  das  Linearelement  des  Parallfil* 
iLreises,  dessen  Lage  durch  den  Winkel  u  bestimmt 
wird,  durch  dar^  so  wird  dor  =  a  cos  u  dt^  folglich 
wenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (§.  2dö*) 

a  cos  u^^dt  =  ds,  cos  6 
substituirt,  so  wird|f^cr  cosu  =  ds,  cos  6^  nun  sejrim 
Anfangspunkte   der  geodätischen   Linie    der   Winkel, 
den  ihr  erstes  Element   mit   dem   durch  diesen  Punkt 

fehenden  Meridian  macht  =  A  ^  so  wird  der  Win- 
el  des  Elements  mit  dem  Parallelkreise  =  ÖO  —  Ä 
werden,  da  bekimnllich ,  wie  schon  früher  bewiesen 
worden  ist,  Meridiane  und  Parallelkreise  sich  immer' 
unter  rechten  Winkeln  schneiden,  also  auch  dtr  = 
ds  cof!{W  —  ^)y  der  diesem  Anfangspunkt  entspre- 
chende Werth  von  u  sey  gleich  u\  so  hat  man 
ds.  cos  {90  —  A)  cos  u*  =  ds.  cos  6. 
cos  6  =  sin  A.  cos  u\ 

-  .sin  A.  cos  u 

cot  0  =    ■    ■■■  —  . 

\^1  —  sinA''  cosu'^ 

Nun  setzten  wir  §.  256.  c^t6  tangu  sss  sm^t 
also  wird  auch 

cot  6  tangu*  =  sz/i^',       cot  6  tangu"  =s  sm^", 
und  inr^n  man  hierin  statt  cot  6  seinen  Werth  setiti 
und  ftach  cos-^*,  cos^"  sucht, 

.     , .  sin  A,  sin  u* 

$in^^  r=z  ■  -  ■         ■,  •■  -■'' 

Y'i  —  sin  4*  cos  tt'* 
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a»A. 

cos  Tf '  = 


sin-^''  = 


» 

VI- 

sinA 

-sinA^ 
cosu' 

tangu" 

9 

yTi- 

sinA^ 

'  cosu'^ 

yfcos  u"'^  — 

sin  A^  cos  h 

i^^ 

;i 


cos^"  =  

•    cosuf'  V^i  —  sinA^  cosu^} 
Es  ist  aber  auch 

*i/i(T)/"r-'^0  =  sin-^'^  cos^'  —  cos-^"  sin-^ 
cos(^*' — 40  ==  cos  4^"  cos  4'  +  sin  ^"  sin  ij;' 
also  "wenn  man  vorige  Werthe  hierin  sttbatituirt,  und 
der  Kürae  wegen  die  Wurzelgrösse 

yTcosu''^  —  sinA^  cosu'^  =  R. 

setzt,  so  erhält  man  folgende  Gleichungeii - 

»  rw/      , /v .       sinAcosu'sinu'cosA — sinAsinu'.R 

$inW' — 4^  )  = 

cosu^Xt  —  sinA^^cosu'^) 

m/\.n      1 A         ^^*  -4.  Ä  +  sin  A^  sin  u'  cos  u'  sin  u" 
co^^  — ^)  =  cosu'\),  —  sinA^'c^'^y^. 

Sabstituirt  man   diese   Werthe   in   beiden   Glei-* 
Chancen  t 

sin(t''—t')  =  5Z7i(i)/''— a)/0  —  cosW~yi,')a^ 

cos(t"—t')  =  cos{y—<i^')  +  «7i(^''— il;0«5^ 

so  kommt 

^  . .        ^       "^^'»  ^  cos  u'  sin  u"  (cos  A  —  au  sin  A  sin  u') 

sinCt'' — rO  = ^ — ^ • 

cos  w''(l  —  sinA^  cosu'^) 

R  (sin  A  sin  u'  -f-  cos  A  a\i) 

cosu*\\. —  sin A^  Cos u'^) 
sin  A  cos  u'  sin  u"(sin  A  sin  u*  +  a/x  cos  A) 
^  ^  cos u'' (1  —  SinA''  cos zi'*) 

R  (cos  A  —  «fi  5m  A  sin  u*) 
"^    cosu''(1—sihA^  cosu'^y 

Man  mnUiplicire  die  erste  Gleichung  mit  xosA 

aft  sin  A  sin  u';     die  zweite  Gleichung  mit 

sin  A  sin  u'  +  cos  A.  afi.    und  addire   die  Prodttcte, 
so  erhält  man 

IS 
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co»A  sinit^—t")  +  sinA  sinu'  cos(t"—t') 

-f  «fc  {cos  A  cos(t"  —  t')  —  sin  A  sin  u'  sin(t" — t')) 
sin  A  cos  u'  tin  u^'{cos  A^  '\-  sinA^  sin  u'*) 

cos  i*"(l —  sinA^  cos  u'^) 

wo  die  in  aa  multiplicirten  Glieder  -weggelaasen  sind. 

Man  sieht  nun  aber  leicht,  dass 

cos A"^  +  sinA'^  sinuf^  =  1  —  sinA^  cosuf^ 

ist,  also  wird,    wenn  man  die  ganze  Gleichung  noch 

durch  sin  A  dividirt , 

cot  A,  sin{t''  —  t')  +  sin  vf  cos(t"  —  «0 

.  '^aiilcotAcos(t"—t')  —  sinu'sin{t^^—t')] 

=  cos  u' .  fang  u". 

Hieraus  erhält  man 

cos  utang  v!' —  sin  m'co.?(^'— ^«')+  a\i  sin  uisinif-^t) 
cot  A  ==  ' 

sin{t"  —  t') -^aih  cos{t" — rO  . 

cos  u'  tang  u"  —  sin  u'  cos{t**  —  i') 

"^  sinit"  -  %') 

sin  u'  -^  cos  u'  tang  u''  cos{t"  —  t*) 

^  sin{lL"—ty  '*''• 

W^nn   der  Unterschied   «"  —  t*   nur   gering  ist, 
so  wird  dieser  Ausdruck   zur  Berechnung  \on  ^  et- 
was  unbequem  seyn^    man   setze   daher    lieber  statt 
cositf*  —  t*)  die  Eutwickelung  des  Radicals 
yfW-^  sinit'' —  t*Y'\  =  ±  —  isin{t"—t'y 
—  i  sin{t''  —  t'Y^     wodurch 

cos u" cot A  t=  -^r—n 7^  +  isinu'sin(t''-^tO 

sin{t" — t')  ^  ' 

+  \  sin{t"  —  t")*  sinu' 

~  sin{t"—t')    ^sin{t''—t') 

—  I  cos  u'  sin  u"  sinit" —  t*) 

—  \cosu*  sinu"  sin{tf' — O*]- 

Wir  haben  nun  noch  die  Grösse  ft  auszudrücken; 
diese  ist 

^      .  cost  (tang  y  —  tang  -d/O 

(£  sr^t  CD«6»  Are  tang  s=  — —-: — 2J^ SJU, 

cos6^  -{^  tang  i}/''.  tang ij/' 
^  Da  nun  ^"  und  i]/'  nur  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind,    so   wird  die  Tangente,    von    welcher 
der  Bogen  genommen  werden  soll,    nur  klein  8ey% 
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und  man  kann  beide  mit  einander  vertauschen«  Fer- 
ner wird  fi  in  a  multiplicirt,  und  da  wir  alle  höhern 
Potenzen  von  a  vernachlässigen,  so  werden  wir.  in 
der  Berechnung  der  Grösse  ft,  a  =  0  annehmen 
können.     Es  wird  also 

cos  6^  {fang  >J/"  —  tang  ^') 

cos 6 ^  -|-  tang  i}/'  tang  ^" 
oder  wenn  wir  statt  cos  6  seinen  Wcrth  nnA  coivf 
setzen 

sin  A^  cos  u'*  (tang  ^'' — tang  4'0 

ff,     ;^—  ■  ■  ■» 

sin  A ^  cos  u'*  +  tang ^'  tang  tJ/" 
Es  ist  aber  auch  aus  den  für  sim^\  cos-^%,sin^^% 
cos  i}/"  gefundenen  Formeln 


C0S-i\f^'   C05  4' 

(1  —  sinA^  cosu^^) cosu" 


cosAV^cosu'^^ — sinA^cosu^^ 

sin  A^  sin  u'  cos  u'  sin  u'* 
tang^'.tangY    = 


'.sin(t''»t') 


cos  A  ycos  u"  *  —  sin  A  ^  cos  u*  * 

folglich 

^  ^       cosu'  cosu^'  sinit"  —  t*^ 

ft  =  iX^sinA''  cosu"')     .      ,    .      ;  "" 7    ^     - 

^  sin  u'  sin  u"  -f-ncosA  cos  u' 

wo  B  =  yfcos  u"^  —  sinA"^  cos  u'^.  In  diesem  Aus- 
druck kommt  zwar  noch  A  selbst  vor,  allein  man 
wendet  ohne  weiteres  den  Werth  an,  welcher  aus 
der  ersten  Foipmel , .  die  cos  n*^  cot  A  ausdrückt ,  mit 
Hinweglassung  des  in  a  multiplicirten  Gliedes,  folgte. 

§.   2|0. 

Geht  man  bei  der  Berechnung  der  Länge  des 
Bogens  ebenfalls  blqs  bis  zur  ersten  Potenz  der  Ab- 
plattung a  fort,  so  giebt  die  Formel  (§.  2öö.) 

—  ==  Const.  +  ©  (i  —  a  -|-  J  a  «/i  0»)  —  sin2(o.  sin 6^  — . 
a  /  4 

Um  die  Constante  wegzuschaffen,  seyen  ©'  uAd  &'* 

die  Werthe  von  0  für  den   Anfangspunkt  und   den 

Endpunkt  des  Bogens,  so  wird 

15* 
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1  =  (o"  —  o')  (l  —  «  +  J  a  «Vi  6») 
a 


und  man  hat,   da  5i/iu  ==  tiiiß.  «t/to» 


a  « 


liigfi^  SS.    ■■    ^-^      $mm'* 


sin  6  yin  S 

wodurch  /»',  o"  bestimmt  jsind.  Die  Winkel  w',  a" 
selbdt  müssen  aus  den  beiden  Polh6hen  v',  v^\  ver- 
mittelst der  Formeln,  atangu*  ^^  btangv%  apangu" 
TS  btangv^\  oder 

lang  u'   i=  (1  —  a)  fö/ig  v' 

tangu*'  =  (1 — a)  lon^v^V 
berechnet  weiden. 

§.   260. 

I 

Die  ganse  Rechnung  -wird  daher  folgenden  Gan; 
nehmen  müssen.      Es  seyen  r',  t'\  v\  v'    Ale  geogra- 
phischen Längen  und  Breiten  der  beiden  Oerter,  de- 
ren Entfernung  gesucht,  wird,    so  berechne  man 
taug  uf    =;:  (1  -^  a)  tang  v\ 
tang  u"  ==  (1  —  a)  tang  v'* 
\  sinit''  -^  rO  [1  +  i  sinit''—  ty^  =  E. 
sin{u'' — u')  sinu' 

oos  uif*.  sin\t"-^  t")         COS  uf' 


4mA\  t^suf  =  smg.y    ^  —  sink. 

cos  u" 

tos  g^ .  ^cos  u\ 


i*«bi^biiaa>iap<B 


sin  u*  sin  u"  -j-  cosh  sosA'.  cos  u'  cos  u" 
sin  vif  +  cos  ^ksin  u*' 


=  F 


cosu*^ 


€0t  A  :s=zc6tA*-^  aF  cos  u'^  {cot  A'  —  ÄJB). 
COS&  t=:  sinA»  cosu'. 

.  sinu'  ,  sinvf' 

9tn&'  Äx  >>.  -■  >.'.     sin^'' 


ö'^— ö'    Ä    a 
«  2 
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\ 


§.  261. 


Wir  wollen  nun  noch  als  Beispiel  der  Anwen- 
dung dieser  Foribeln,  einen  Fall  in  Zahlen  berechnen. 
Der  Anfangspunkt  der  Linie  sey  Mannheim,    der 
Endpunkt  derselben  Götttingen.     Man  hat  hierbei 
die  geögr.  Breite  ;von  Mannheim  =  49**  29'  18''=  v' 

—  —        —        —    Götlingen  =51«  31'  4«"=  t;'' 

—  —     Länge  von  Mannheim  ?=  26°   7'45"=i' 

—  —        —       —     Göttingen  =  27«  36'  15"=  t'* 

t"  —  t'  =  1<*  28' 30*' 
log  tangv'  =  0.0683221-^ 
log  (1  — «)  =  9>9985418. 

0.0668639  =  tangii$ 

u'  =  49^  23'  35"90 
log  tangv"  =  0.0998616^ 
log{i  —  o)  =  9.9985418. 

0.0984034  =  log  fang  yf' 
W'  =  51«  26'  10"  56 
tt"  — a'  =    2«^    2'  34^66- 
log  iin{t"  —  t')  =  8.4106214. 

2lo6sin{tf'^t')  =  6-8212428. 
log^  =  0>602060Q. 

6.2191828  =  logUin{t"—t'y 
Hierzu  die  Zahl        0,00016564. 
loe{l-{'\sin{t''—ty)  ==  0.0000718- 
sin{t''—t')  z=r.  8.4106214 
tog  J  =  9.6989700 

8.1096632  =  Zogfi 
log  sin  u'  =  9.6803536. 
Compl.  log  sin  w"  =  0.1068404 

"  B  sin  u* 


8.0968572  =  lag 
E  sin  u' 


sin  u" 


sin  m" 


=  0,0124985. 


log  sin{u"'^u')  =  8.5520458. 
log  sin^t^—t')  =  8.4106214 

0.1414244 
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0.1414244 
log  cos  u"  =  9.7047429. 

0.3466815. 


Hierzu  die  Zahl  =  2,2216797. 
^"■""'  =  0,0124985 


sm  u' 


2,2341782  =  COtA'^ 
log  cütÄ'  ^  Q.3491179. 

A'  ^  24-  6'  46"  42. 

log  sinA'  =  9.6112302. 
log  COM  vf  =  9.8134893. 

#-  9.4247195  =  log  sin  g.  \ 

log  co$u''  ^  9.7947429 

9.6299766  =  log  sin  h. 
g  =  15^  25'  13''73 
h  =  25*»  14^  57'' 22 
log  cosh  ^9.9563898. 
log  cos  A^  =  9.9603481 
log  cosu'  =  9.8134893 
log  cos  u*'  =  9.7947429 

9.5249701. 


die  Zahl  =  0,3349424. 

log  sin  u^  z=z  9.8803536 
log  sinu'^  =  9.8931596 

9.7735132. 


die  Zahl  =  05Ö936264. 
+  0,3349424 

0,9285688 


Tsugeliör.  Log/ss:  9,9678142  ^ 

log  cosg^  =9.9681544 
log  cos  u'  =  9.8134893 

9.7816437 
9^9678142 

9.8138295  =  log  F. 
log  cos  u'  =  9.8134893  . 
log  sinu"  =9.8935196 

9.7070089  =  log  cos u\  sinuf 
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eos  u'  sin  u'^  =  0,5093142 
sin  u'  =  0,7691953 


.    1,2685365  ^cosu'sinu^'  +  sinu'. 
Zogehör.  Logar.  =  0.1033029. 
cosu'^  =  9.7947429 

0.3085600  =  logn. 
logE  =  8.1096632 

8.4182242  =  lognE. 


nE  =  0,0261953. 
cot  A'  =  2,2341782 

2,2079829  =  cotÄ'  —  nE 

log  (cotA'~nE)  =  0.3439958. 

log  cos  w"  =  9-7947429. 

log  F  =  9.8138295. 

loga  =  7.5253196. 

7.4778878." 


Hierzu  die  ZaliU=  0,0030053. 
cotA'  =  2,2341782 


2,2311729  =  cotA' 


log  cotA  =  0.3485333 

A  =  24^  8'  30''00. 

log  sinA  =  9.6117171 
log  cos  u'  =^  9.8134893. 

.  9.4252064  =  log  cos  6. 
6  =  74^  33'  42^45. 

log  sin  u'  ==  9.8803536 
log  sin  6  =  9.9840401 

V.8963135  =  log  sin  ©'. 
(9^  =  51"  57'  47'  15". 

log  sin  u*'  =  9.8935196 
log  sin  6  =  9.9840401 

9.9094795  =  log  sin  ©" 
o"  =  54"  16'  40"  00 
ö'^  —  ©'  =  ß  =    2**  18'  52"  85 

=  0,040398797 
w''  +  o'  «=  loe*»  14'  27"  15. 
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Zogd  — a+ Ja  «n6>)  =  9.9992199 

logQ  =  8.6063685 
loga  =  6.5147916 

5.1203800 


Hierzu  die  Zahl        131941,06  Toiscn- 
log  J  a  sin  6^'  =  7-1923698 

sinO,  =  8.6062495  '  , 
'  C(M(a)"  +  oO  =  9.4466554  » 

Zoga  =  6.5147916       . 

1.7600663/1 
Hierzu  die  Zahl  —  57,55  Toisen. 

Addirt  man  die  vorige  Zahl  zu  dieser  negathr 
genoriiuienen ,  so  erhält  man  die  Entfernnng  Ton 
Mannheim  bis  Göttingen   *  =  131998,61  Toisen. 

Weitere  Untersuchungen  und  Anwendungen  der 
geodätischen  Linie  werden  späterhin  vorkommen. 

§.  262.   . 

Wir  haben  bisher  immer  blos  die  Messungen  der 
Breitengrade  in  Betracht  gezogen,  um  die  Gestalt  der 
Erde  zu  bestimmen,  allein  man  kann  ebenfalls  die 
Messungen  der  Längengrade  zu  diesem  Zwecke  ei- 
nigermassen  benutzen,  doch  wird  man  nie  die  Ge- 
nauigkeit der  Breitengradmessungen  erreichen  km- 
nen,  da  die  Beobachtung  der  Zeit,  welche  beiden 
Längengradmessungen  erfordert  wird,  immer  einen 
grössern  Fehler  in  der  Beobachtung  selbst  zulasst,  ab 
die  Bestimmung  der  Polhöhe.  Man  hat  auch  Tie! 
später  angefangen  Längengradmessungen  aus£uführen 
als  Breitengradmessungen,  indem  man  wohl  annehr 
men  darf,  dass  Cassini  im  Jahre  1733  der  erste 
w^r,  welcher  einen  Bogen  eines  Parallelkreises  ma» 
Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  des  Linear- 
elements der  Oberfläche  eines  elliptisehen  Spfaäroids 
ds  =  V"[fla  cosu^  dt'^  -f-  (aa  sinu^  -f-  bb  cosu^)dü^\ 
das  Diiferenlial  du  gleich  Null,  so  wird  z^  selbst  und 
daher  auch  ^  die  geojjrapliische  Breite  constant  8ey% 
da  u  blos  von  der  Breite  und  nicht  von  der  Länge 
abhängt,  und  alle  Elemente  liegen  dann  auf  eines 
und   demselben  Parallclkreise.      Bezeichnet  man 


I 
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I 

SHoI'jhes  Element  durch  ^<r,  eo  hat  mand<yz=:a.cosu.dtf 
liad  -wenn  man  ihtegrirt 

er  =  Const.  +  ^  cos  u.  t. 
-wo  bekanntlich  t  die  geographische  Länge  bedeutet. 
Es  sey  nun  die  Länge  des  Anfangspunktes  der  Mes- 
sung =  t^j  die  Länge  des  Endpunktes  derselben  =  r", 
so  ist  die  lineare  Länge  des  zwischen  beiden  Punkten 
enthaltenen  Bogens  des  Parallelkreises 

or  =  a.  cosu  (tf' — t'). 
An  die  Stelle  des  Winkels  u  müssen  wir  die  Pol- 
idöhe  V  einführen,  zu  welchem  Endzweck  wir  uns 
&r  Formel  a  tang  u  =s  b  tang  v ,  bedienen.  Setzt 
man  statte,  fl(l — a),  so  \fird.  tang u  ^=  {i  —  ot)tangVy 
und  hieraus 

cos  u^ 

cosu^  =   • 

1  —  (2a  —  aa)  sinv"^ 

Zieht  man  die  Wurzel  auf  beiden  Seiten  wirk- 
lich aus,    so  kommt 

cos tt  =  CO*«;  [1  +  a  sinv'^  —  iaa  sinv'^{\  —  3  sin v'^)]. 
€r=za*cosv{t" — t')[i'\-asinv^ — iaasinv'^{)i-r^sinv^% 

Auf  einem  andern  Parallelkreise,  dessen  geogra- 
phische Breite  v'  iit,  sey  ein  Bogen  gemessen^  dessen 
Endpunkte  um  dieselbe  Meridiandifferenz  r" — t'  ver- 
schieden sind,  und  die  Länge  des  Bogens  des  Paral- 
lelkreises =  a'  gefunden  worden,  so  hat  man  eben* 
falb,  indem  man  in  der  vorigen  Gleichung  statt  o* 
und  v^  o'  und  v'  setzt 

a^=  a.  cos  v' (t'' —  t')  [1  +  a  sinv'^ 
_  jaa  sinv'^  (1  —  3  sinv^)]. 

Man  nehme  der  Kürze  wegen 


o*      cos  v' 
0-'       cos  V 


=  1  —  fi. 


so  erhält  man,  indem  die  beiden  Gleichungen,  welche 
<r  und  c'  ausdrücken ,  durch  einander  dividirt  werden 
l-j-a«/it;2  — iaa  sin  v^  (1  —  3  sinv'^^ 

~^  ^  i'\'  a  sinv'^  —i  aa  sin v^^  {i  — 3 Sinv'^y 
Wäre  die  Erde  eine  Kugel,  so  würde  a  =  0,  also 
auch  ft  =  0  werden  5  es  igt  daher  ft  eine  Grösse, 
welche  gleichen  Rang  mit  a  hat,  und  man  darf  das  Pro- 
duct  aaft  als  in  gleichem  Range  mit  dem  Cubus  von  a 
stehend,  vernachlässigen.    Es  wird  danu;  indem  yian 


/• 
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auf  beiden  Seiten  mit  dem  Nenner  dtefi  Bnuches  mid- 
tiplicirt 

a  (sin  v''^  —  sinv^)  —  \oa  zinv'^  iX  —  3  «m v**) 

=  ft  +  fta  sinv'^  -^  i  aa  sinv'^  (1  —  3  tinv^\ 

Ausserdem  setze  man  auch 

f*  ^ f^ j^ 

sin  t;'*  —  sin  yi^         sin{v' — t;)  sin{v'  +  v) 
so  wird 

a  —  i  aa(l  —  3  sinv'^  — 3*i/iv*)  =  X  —  Xa  sinv'^) 
und  nehme    a=Xr-f~'^^^    ^^9   ^o  wird,   'wenn  mal 
diesen  Werth  in  diese  Gleichung  substituirt 

I  XX  (1  —  3  sinv'^—Ssinv'^)  =  XX  sinv'^  +  nXX 
also        71  =  J  —  I  sinv'^  —  |*mi;*f 
und  daher  endlich 

a  ==  X  +  |U  (1  — 5  «ni;'»  —  3*mi;*). 
Hat  man  hieraus  a  gefunden ,  so  giebt  eine  der 
obern  Gleichungen  für  er  oder  <t'  den  Halbmesser  o, 
so  dass  also  zwei  Längengradmessungen ,  eben  so  "wiS' 
zwei  Breitengradmessungen ,  die  Gestalt  der  Erde  be- 
stimmen. Es  sind  aber  keine  zwei  Gradmessnngen 
vorhanden,  welche  man  für  zuverlässig  genug  hatten 
könnte,  um  sie  zu  dieser  Bestimmung  anwenden  m 
können.  Der  in  Ostindien  unter  12^  32'  30"  nord- 
licher Breite  gemessene  Grad  des  Parallelhreises ,  ist 
57294  Toisen  Yang  gefunden  worden,  bei  welcher  Be- 
stimmung aber  auf  jeden  Fall  ein  grober  Fehler  vor- 
gefallen seyn  muss,  da  aus  unsern  früher  nach  den 
Breitengradmessungen  angestellten'  Berechnungen,  der 
Grad  des  Aequators  nur  zu  57104  Toisen  fol^t 


§.     263. 

Gewöhnlich  wird  der  Meridianunterschied  «"— 1* 
in  Zeit  ausgedrückt,  und  wir  wollen  annehmen,  die 
Zeiteinheit  sey  die  Secunde,  so  dass  der  Zeifunter- 
schied  beider  Meridiane  T  Secunden  betragen  mag. 
In  der  Formel  o*  ==  a  cosu  {t" — t')  hingcffen,  muss 
der  Unterschied  t" — t^  in  Theilen  des  als  Einheit  an- 

äenonimenen  Halbmessers  ausgedrückt  werden,    und   ,, 
er  bequemern   Rechnung  wegen,    wollen   wir  statt 
dieser  Differenz  t^'  —  t'  Sie  Zeit  T  einführen. 
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Setzt   mau  den  in  Graden  ansffedrückten  Meri- 
ianunterschied  ==  Mj  >  so  wird  die  Proportion 
-jt  :%"—%'  =  180*^  z  H 

l" t' 

att  finden  müssen,   also  Jf  ==  ■  180**  5  multi- 

licirt  man  dies  nodi  mit  3600,   so  erhält  man 

t'^ t' 

.  190-  3600  Bogensecundeo , 

nd  da  der  ^leich^eltende,  in  Zeitsecunden  ausg^e- 
pftckte  Meridianonterschied  T^  in  Bog^ehsecunaen 
f  T  beträgt ,   so  wird 

.  180.  3600  =  15  r.* 

o  auch 


180.  3600 

Femer  war  (§.  225.),  wenn  /  die  Länge  des  mitt- 
n  IMCeridiangrades  bedeutet 

90/  =  J  tjra  j(l  —  i  a  +  xV  ««)• 
>  auch 

180/  1 

a  =  ■»    \ 9 

w         1  —  J  a  -f-  tV  aa 
1  hieraus  ergiebt  i^ich 

T  f  1  ' 


or   = 


240        1— ia+rV«» 
Tcosu  1 


240         1— la+xVaa 
240  er 

ar  =  7 d-ja+rv««). 

/  cos  u 
[>  o-  in  Toisen  ausgedrückt  seyn  muss,  da/  in  dem- 
Iben  Maass  angegeben  ist. 

Zur  Berechnung  der  hierbei  vorkommenden  Con- 
inte  hat  man 

1  =        1,0000000 
—  i  a     =  —  0,0016749 

0,9983251. 
-j-^TVaoc  =  +  0,0000003. 

0,9983254  =  f— ä  «  +  rV««- 


J 
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log  ;±=  9.9992722. 

Zog  240  =  2.3802112. 

C.  logf  =  fi.2440592 

7.C235426. 
Man  hat  daher  in  Logarithmen  die  Formel 
logT  =  Zoga  +  7-6236426  —  10  --log  cosu. 

\ 

§.  264. 

• 

Nimmt  man  z.  B.  den  von  Ma renne 8  ik 
nach  Padua  durch  Brousseaud  und  Nicollet 
^messencn  Bo^en  eines  Parallelkreises  von  1010996,18 
Meter  unter  der  Polhölie  von  46*^  43'  12'%  so  mm 
man  zuerst  die  Meter  auf  Toisen  reduciren,  indem 
der  Meter  =  0,513074  Toisen  ^ 

gesetzt  wird.     Man  erhält  dadurch 
log  er  =  5.7149295 

Da  hierbei  v  =  -45°  43'  12",  so  wird 
tangv  =  0.0109161. 
logiX—a)  =  9.9985418. 

0.0094579  =  tang  u 
u  =1  45°  37'  25" 78» 

logix  =  5.7149295 
'      '  +  7.6235426 

3.3384721. 
log  cosu  ==  9.8447045 


3.4937676. 
T  =  3117",221- 
Die  Messung  selbst  ^ab  den  Meridiannnteradiied 
zwischen   Marennes    und    Padua    zu   51'  56"  248  — 
3116"248,  also  um  0"973  zu  klein  an. 

Bei  derselben  Messung  sind  zugleich  mebiw 
andere  Zwischenpunkte  ,  sowohl  rücksichtlich  .  d« 
Meridianunterschiedes,  als  der  Länge  des  Bogens  d« 
Parallelkreises  unter  45°  32'  12"  bestimmt  worden 
namiich  ^ 

Marennes   bis  St.  Preuil      228"990        74407*30 

—  —  Sauvagnac    6 12 ,  084      198589 ,  610 

—  —  J|^on  1023,475      331935,121 

—  —  Gcneve        1741 ,  296      565022 ,  50S 
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Marcnne«  bis  Milano«       2470''865r     801739*900 
—  —  Padua  3116,248    1010996,176. 

Qerechnet  man  nach  voriger  Formel  die  Meri- 
lanunterschiede  ans  jden  gegebenen  Linearentfernun- 
sn,  so  erhält  man 


Maretme«  bis  St  Preuil      229''422- 

—  —  Sauvagnac    ßl2"006. 

—  .  —  Jsson           1023"461. 
_  —  Geneve        1742"143. 

—  —  Milano        2472''018. 
_  ^  Padu«         3117''221. 


+  0''432 
-^  0"078 

—  o''oi4 

+  0''848 
-f  1''153 
-f  0^^973. 


§.   265. 

Man  kann  nnn  untersnchen,  welcher  Fehler  an 
ideni  Orte  rücksichtHch  der  Zeitbestimmung  began- 
m  seyn  wird,  damit  die  aus  den  als  richug  ange- 
>inmenen  terretrischen  Messungen ,  nach  der  früher 
^stimmten  Gestalt  der  Erde,  berechneten  Meridian- 
Äerenzen  am  genauesten  mit  der  vorhin  angegcbe- 
^n  Gestalt  der  Erde  übereinstimmen*  Es  sey  daher 
e  wahrscheinliche 

==  O^'ÖOO  +  a 
==  228,990  +  6 
=  612,084  +  r 
^  1023,475  +  8 
=  1741,295  +  c 
=;=  2470,865  +  i 
=  3116,248  +  n 
»  werden  die  Fehler  a,  ^9  ^  •  .  .  .  so  zu  bestimmen 
vyn^  dass  die  Summe  der  Quadrate  ein  Minimum 
rird.    Man  hat  also  die  Gleichung 

€ta  -f  66  +  yy  +  ^^  +  «ß  +  ii  +  Tfin  =  Minim. 
laher  wenn  man  6y  f^  8  .  ,  .  ,  als  Functionen  von 
i  ansieht 


Länge  von  Marennes 

—  —  St.  Preuil 

—  —  Sauvagnac 

—  —  Jsson 

—  -p-  Geneve 
— •  —  Milano 

—  —  Padua 


d6 


äy 


d8 


de 


^  ^  ^-1 f-  T-rr  +  3»-^  +  e.-; \r  i 


da 


+ 1 


da 
dn 
da 


da 


da 


£1 
da 


=  0. 


Aus  der  Vergleichung  der  berechneten  Meridian- 
lifferea^cn  mit  den  beoba^htoteJd,  folgt  aber 
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6  =  a  +  0"432 ,     y  ==  a  —  0"078,     »  =  a  —  tf '014» 

e  ==  a  +  0"848,      ^  =  «  +  1"153,      «I  =  a  +  (T^. 

d6       dy 
Die  Differentialcoefficienten  — ,    -— •  •  •  •  •  m 

daher  alle  der  Einheit  gleich,  also 

a  +  6  +  r  +  S+  e  +  n  +  i  =0 
oder        7«  +  3"3i4  =  0-,  .         , 

Hieraus  folgt 

a  =  —  0"473 ,  aa  =  0''224 
6  =  _  0"041 ,  ««  =  0"002 
y  =  —  0"551 ,  rr  ==  0"303 
a  =  —  0"487 ,  W  =  0^237 
£  =  +  0''37ö ,  w  =  0"141 

4  =  +  0''680,  ^^  =  0"462 

-n  =  +  0''500,  1^1?  =  0"2öO. 

Man  findet  also  die  Sumine  der  Quadrate  der 
Fehler  =  1^^619 ;  dividirt  man  diese  Summe  durch  7 
und  zieht  aus  dem  Quotienten  die  Quadratwurzel,  lO 
ergiebt  sich 

mittlerer  Fehler  =  0''4809. 
Dies  macht  in  Bogensecunden  7''213,    welches  ptwM 
über  doppelt  so  gross  als  der  mittlere  Fehler  bei  den 
Breitengradmessungen  ist. 

§.   266. 

Der  Ausdruck  für  den  Meridianunterschied  §.  26S- 
240  0- 

_f  cos  u 

£eigt,    dass  T  bei  gleichen  Werthen  der  gemeMe&en 

Länge  o*  und  Polhöhe  v ,    desto  kleiner  aosfSllt,  je 

grösser  /  angenommen  wird.     Die  Formel  (§.  262«) 

cos  v^ 

cos  u^  =  

1  — (2a  —  OLot)  sinv^ 

zeigt  ferner,   dass  cosu  desto  grösser  wird,   je  mehr 

240  er 
a  wächst,  folglich  wird  das  Product  ,  abneh- 

f  cos  u 

men  während  man   die   Abplattung  und   den    "Wertfc 

des  mittlem  Meridiangrades   wachsen  lässt,    und  dl 

ausserdem  der  Factor    1  —  i  «  +  tV  «<*    ebenfalls  mit 

einer  wachsenden  Abplattung  a  abnimmt  >  «o  wird  t 
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I 

abnehmen,  wenn  man  dn*  Abplattung  sowohl  als  dem 
jj^ttlern  Grade  des  Erameridians  grössere  Werthe 
Müegt.  Unsere  definitiven  Werthe  dieser  beiden 
Grössen  gaben  den  Meriaianunterschied  zwischen  Ma- 
rennes  und  Padua  zu  gross  an.  Wir  wollen  daher 
sehen ,  welche  Werthe  den  Meridiandifferenzen  sich 
M^eben,  indem  wir  die  grösstmöglichsten  Werthe 
-«ioir  Abplattung  und  des  Meridiangrades  zum  Gründe 
ll|ien.     Wir  haben  dann  ' 

1 

die  Abplattung^  =  , 

^  ^         287^6 

den  mittlem  Meridian^rad  =  57013  Toisen 
und    man   findet  nach   oipn  Rechnungen   §.  263    und 
f.  264. 

1  =  1,0000000 
—  i«  =  0^017385 

0,9982615. 
'  -f-  tV  aa  =  0,0000004 

0,9982619  =  i  —  j^  g  +  tV  g«. 

log  t=  9.9992445 
Zog  240  =  2.3802112 
C.  logf  =  5.g440261 

7.6234818 
log  tangv  =  0.0109161 
log{X  —  a)  =  9.9984873 

0.0094034  =  log  tang  u 
u  =  45**  37'  i2"87. 
log  er  =  5.7149295 
+  7.6234818 

3.3384113 
log  cos  u  ==  9.8447323 


3.4936790 
T  =  3116'' 585. 

Bei  den  vorherigen  Annahmen  der  Abplattung 
md  des  mittlem  Meridiangrades,  -^ar  r=  3117,221 
^«fimden  worden,  folglich  müssen  alle  früher  berech- 

1 
Beten  Meridiandifferenzen   um  ■         vermindert  wer- 

4900 

Aen.     Man  erhält  dadurch 
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Mariennes  bis  St.  Preuil  ,  22ö"376 

—  —  Sauvagnac    (Jll"881 

—  —  Jsson  1023"2Ö3 

—  —  Geneve        1741"788 

—  —  Milano        2471"öl3 

—  —  Padua  3116''585 
Zur  Bestimmnng  der  Fehler  a, 

man  die  Gleichungen 

6  =  a  +  0"386,    /  =  «  — D''203, 
e=a  +  0"493,     «  =  a  +  0"648, 

und  hieraus 

a  =  —  0"205 , 

6  =  +  0''181 , 

7  =  —  0"408 , 

3  =  —  0''427, 
e  =  +  0"288 , 

4  ==  +  0''443, 
=  +  0''132, 


+  0^386 

—  0"203 

—  0''222 
+  0''493 

—  -  0''648 
+  0"337.  . 

6j  r  .  .  \  erUUt 


=  a  +  0"3» 


aa  ==  0,042 
66  =  0,033 
rr  =  0,166 
33  =  0,202 
«fi  =  0,083 
ii  =  0,196 
Tin  =  0,017 


folglich  die  Summe  der  Quadrate  =  0^^7299  und  da 
mittlem  Fehler  =  0''3249. 

§.     267. 

Man  sieht  aus  allen,  in  diesem  Abschnitt  bidier 
angestellten  Rechnungen^  dass  die  Yoraussetsmigy  dii 
Erde  sey  ein  elliptisches  Sphäroid,  mit  den  Messn- 
gen  die  man  theils  vegen  der  grössern  Geübtheit  dtf ' 
Beobachter,  theils  wegen  der  gebrauchten  feinem I^ 
Strumente,  für  die  zuverlässigsten  halten  kann,  ss 
nahe  übereinstimmen ,  dass  die  besagte  AwitiAm« 
durchaus  keinem  Zweifel  unterworfen  seyn  kann,  dl 
die  Unterschiede  zwischen  den  durch  Rechnung  tili 
durch  Beobachtung  gefundenen  Resultaten  den  etwüii- 
gen  Beobachtungsfchlern  und  den  durch  unrq^efanii- 
sige  Anziehungen  hervorgebrachten  Ablenkungen  Sfr 
geschrieben  werden  können.  Aus  dem  in  §.  223«  p" 
sagten  ergiebt  sich  freilich,  dass  man  wohl  nie  bot 
fen  darf  im  Stande  zu  seyn,  aus  der  gemesaenenA» 
plitude  eines  Bogens  die  Länga  desselben  genan  äk 
zuleiten,  und  umgekehrt,  allein  jede  neue  Sleiiuf 
trägt  doch  dazu  bei ,  die  Genauigkeit  der  BestinimH 
der  Abplattung  und  der  Grösse  des  mittlem  Mtff 
diangrades  zu  vermehren. 
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Es  giebt  ausser  den  Messungen  der  tiängengrade 
nnd  der  Breitengrade  noch  eine  dritte  Art,    die  Ab- 

Siattun^  durch  Beobachtungen  m  finden  |  nän^iich 
nrch  die  Beobachtung  der  Anzahl  der  Schwingungen, 
die  ein  Pendel  an  den  vf^vschiedenen  Oertern  der 
Erde  in  einer  bestimmten  Zeit  macht.  Die  bi^^rbei 
SU  befolgende  Methode  wollen  wir  aber  bis  an  einen 
andern  Ort  aufsparen,  und  zuerst  sehen,  was  uns 
die  Theorie  über  die  Gestalt  der  Erde  zn  lehren  im 
Stande  ist 


Theoretische  Untersuchungen  üher  die 

Gestalt  der  Erde. 

§.  268. 

Die  regelmässige  Gestalt,  welche  wir  bei  dem 
Irdkörper  finden,  lässt  uns  schiiessen,  dass  Anfangs 
ie  Materie,  aus- welcher  die  £rde  besteht,  nicht  m 
iesem  erstarrten  Zustande  gewesen  seyn  lanu,  weil 
in  fester  Körper  durch  die  Wirkung  von  Kräften 
a  seiner  Form  gar  nicht  oder  nur  wenig  geändert 
rird«  Der  anflmgliche  Zustand  der  Erde  mnBB  ^Iso 
o  gewesen  seyn,  dass  die  kleinsten  Theile  ihrer  Ma« 
ene  sieh  durch  die  geringsten  Kräfte  verschieben 
fiesieO)  bis  sie  unter  der  Wirkung  derselben,  die 
Lage  des  Gleichgewichts  angenommen  hatten,  und 
irir  sind  daher  tu  der  VoraussetÄung  gfeno'thigt,  die 
Erde  habe  sich  in  einem  tropfbar  -^  flüssigen  oder  )i- 
raiden  Zustande  befunden^  der  durch  Abnahme  der 
rempe^atur  erst  späterhin  in  eine  Erstarrung  über- 
g^egügen  sey.  Ob  dieser  liquide  Zustand  gleich  der 
erste  gewesen  sey,  oder  ob  sich  noch  yorher  die 
Mfatene  in  gasförmigen  Zustande  befunden  habe, 
kommt  hierbei  nicht  weiter  in  Betracht ,  da  allen 
mueren  Erfahrungen  zufolge  jedes  Gas  erst  tropfbar" 
UXiBäig  wird  ehe  es  erstarren  kann,  so  dass  wir  also 
nur  den  vor  der  ersten  Erstarrung  vorhergehenden 
Zustand  als  liquide  Flüssigkeit  zu  berücksichtigen 
laben« 


16 
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§.  269. 

Man  hat  über  den  frühem  Zustand  der  Erde 
vieler i«i  Hypothesen  aufgestellt ,  die  aber  nicht  ia 
den  mathematischen,  sonmrn  in  den  physischen  Thefl 
der  Geo^aphie  gehören ;  wir  begnügen  uns  mit  der 
Auflösung  der  Angabe:  Es  ist  eine  liquide  Flüs- 
sigkeit gegeben,  die  eine  Drehung  angenom- 
men hat,  und  deren  einzelne  Theilchen 
einer  gegenseitigen  Anziehung  unterworfen 
sind,  aie  sich  direct  wie  die  Masse  und  um- 
gekehrt wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
zweier  auf  einander  wirkender  Theilchen 
verhält,  man  sucht  die  Gestalt  welche  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  annehmen  wird, 
nachdem  sie  unter  aer  Wirkung  dieser 
Kräfte  ins  Gleichgewicht  gekommen  .ist 
Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  hat  seit  Ne^vtons  Zei- 
ten die  grössten  Mathematiker  beschäftigt ,  und  ei 
ist  zwar  gelungen,  dieselbe  nähcümngs weise  aufzulö- 
sen 9  allein  mit  vollständiger  Genauig&eit  hat  dies  bii 
jetzt  noch  nicht  geschehen  können. 

§.   270. 

Dass   alle  Materie  eine  Anziehung  gegen  einan^ 

der  ausübt,    die  der  Masse   direct  und  dem  Quadrat 

der  Entfernung   beider  sich  anziehenden  Massen  W 

einander   umgekehrt   proportional    sey,     fand    zuent 

Newton  aus  der  Untersuchung  der  Kräfte,   weldi» 

die  Bewegung  der  Planeten  und  die  Sonne,  nach  den 

schon  vorher  von  Kepler  aus    den  blossen   Beoback- 

tungen  abgeleiteten  Gesetzen  der  Planetenbahnen,  hfl^ 

vorbringen.     Bezeichnet  man  also  durch  fi-  die  Msüi 

eines  materiellen  Punktes,    durch  r  seine  Entfemiing 

von  einem  andern^    so  wird  die  Kraft,    welche  der 

uf 
erstere   auf  den   letztern  ausübt,     durch   -^   ausgf- 

rr 

drückt ,   wo  f  eine  für  alle  Materie  gleiche  constanis 

Grösse   ist.       Durch    dieses   Gesetz    der   allgemeiaen' 

Attraction,  das  sich  durch  alle  Beobachtungen  immtf, 

mehr  und  mehr  bestätigt  hat,  ist  man  allein  im  Standi 

gewesen,  die  Bewegungen  der  Himmelskörper  so 
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iarznstellen ,  als  es  jetzt  wirklich  der  Fall  ist,  imd 
ie  astronomischen  Beobachtungen  können  nur  dazu 
ienen,  die  bei  diesen  Bewegungen  vorkommenden 
imstanten  Grössen  immer  genauer  in  Zahlen  aus« 
adrücken.  | 

§.  271. 

Es  dürfte  nicht  überflüssig  seyn,    über  die  An- 
iehung  der  Materie  einige  allgemeine  Betrachtungen 
ier  beizufügen.      Wenn  wir  ,b!os  die  Erscheinungen 
BFiicksichtigen,    welche   die  Verbindungen  der  ver- 
Jiiedenen  Materien  auf  der  Erde  zeigen,    so  ist  die 
nnahme  einer  gegenseitigen  Anziehung  der  Materie 
lamgänglich  nothwendig ,    umP  diese  Erscheinungen 
snügend  zu  erklären,  und  nicht  blos  die  so^enannjten 
mderablen  Materien,  ^ deren  Anziehung   auroh   die 
iSnomene    der   Cohäsion ,    Capillarität ,    chemische 
srwandtschaft  u.  s.  w-  angezeigt  wird,  sondern  auch 
5  imponderablen  Materien  als  Licht,  Wärme,  Elec* 
citat,    Magnetismus,    gehen  sowohl  unter  einander 
auch  mit  der   ponderablen   Materie ,    sehr  enge 
»rbindungen  ein.     Doch  ist  zu  bemerken,  dass  ^ese 
so  grosser  gegenseitiger  Nähe  der  sich  anziehenden 
frper  vorgehenden  Erscheinungen,  nicht  wohl  durch 
»  von  Newtoh  angegebene  Attractionsgesetz  zu  er^ 
[Ten  sind,  indem  dieselben  eine  viel  stärkere  Kraft 
fordern,  als  aus  der  dem  Quadrate  der  Entfernung 
igekehrt  proportionalen  Anziehungskraft  hervorgeht. 
tn  hat   daher  einen  Unterschied   zwischen  der  in 
Etesem  Entfernungen  wirkenden  Attraction  und  der 
der  Berührung  wirkenden  gemacht,    und  erstere 
X  allgemeine  Anziehung,    letztere  die  Molecularan« 
almiig  genannt. 

§.   272. 

Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dass  die  Molecnlaran« 
^bnng  und  die  allgemeine  Anziehung  im  Grunde 
le  und  dieselbe  Krailt  sind,  nur  dass  bei  ^össern 
itfemnngen  alle  Glieder  der  Functiort,  welche  das 
stetz  ausdrücken  soll,  bis  auf  das  eine,  dem  Quadrat 
r  Entfernungen  umgekehrt  proportionale,  ku  kll^ifid 

16* 


-  -  -  -  - 
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Werihe  erhalten  y  als  dass  dieselben  nnsern  Beobach- 
tungen merklich  werden  könnten ,  und  im  G^en- 
theile  bei  der  Berührung  der  Orper  grade  die  vor- 
her unmerklich  gewesenen  Glieder,  die  grösste  Wir- 
kung thuu.     Eine  solche  Function  würde  £Uin  Beispiel 


(t)' 


seyn^  wo  r  die  veränderliche  Entfernung  und  a  eiiie 
sehr  kleine  Grösse  bedeutet.  Denn  entwickelt  man 
diese  Formel,  so  kommt 

wo  alle  Glieder  bei  grössern  Werthen  von  r,  dsi 
erste  ausgenommen,  welches  das  yewton'sche  Ancie^ 
hungsgesctz  giebt,  verschwinden,  hingegen  bei  solchfei 
Werthen  von  r  die  kleiner  als  a  sina,  gerade  du 
erste  Glied  am  unwirksamsten  wird. 

Schon  Clairant  kam  bei  seinen  TTntersuchnnjni 
über  die  Mondsbewegung  auf  die  Idee ,  dass  dasGe- 1 
set£  vder  Anziehung,  wie  es  Newton  angab,  nicU 
ganis  richtig  seyn  könne,  indem  er  eine  nach  diem 
Gesetz  berechnete  Ungleichheit  des  MondsJaufes  nur 
halb  so  gross  fand,  als  sie  die  Beobachtungen  anp- 
ben,  und  er  nahm  an,  dass  man  noch  ein  Glied  bui- 
s&ufügen  müsste,  welches  dem  Biquadrat  der  Entisr- 
liung  umgekehrt  proportional  seyn  sollte.  IMeica 
widersprach  aber  Buffon,  indem  derselbe  meint^ 
die  JNatur  befolge  immer  die  einfachsten  Gcictii^ 
und  deswegen  müsse  man  das  wegen  seiner  Eii^Kk- 
beit  sich  auszeichnende  Newtoniansche  Attractioi^ 
gesetK  als  vollständig  wahres  Gesetz  der  Nator  sd- 
nehmen.  Obgleich  nun  ("'iairant  bald  daranf  seM 
fand,  dass  er  sich  in  seinen  Rechnungen  geirrt  haXtt, 
indem  er  mehrere  Glieder  als  zu  unbedeutend  weg- 
gelassen hatte ,  die  aber  doch  einen  so  nierkKcbn 
Einfluss  hatten  ,  dass  die  gesuchte  Grösse  wirUiek 
verdoppelt  wurde,  so  hat  doch  meiner  Ansicht  lud 
der  von  Buffon  ansregebeiie  Grund  keine  Ilaltbarlciti 
indem  man  die  Einfachheit  der  Naturgesetse  nicU 
nach  dem  Maassstabe   der  grössern   oder   geringe^ 
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Complication  unserer  analytischen  Formeln  beiraöb- 
ten    darf. 

§.  273* 

Da  wir  bei  den  Untersnchnngen  über  die  Gestalt 
der  Erde  blos  die  in  die  Entfernung  wirl^ende  An- 
'  siehung  nach  dem  von  Newton  angegebenen  Gesetz 
berücksichtigen  werden ,  so  mag  dieses  Wenige ,  über 
die  Molecularkraft  gesagte,  hier  hinreichend  seyn, 
imd  wir  wollen  uns  jetzt   zur  Betrachtung  der  Kraft 

*  wenden ,    die  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  in  ei- 
nem  Kreise  wirksam  wird.      Diese   Kraft  wird  die 

'  Cei^trifugalkraft  oder  Schwungkraft  genannt. 
Wenn  sich  ein  Körper  um  eine  Axe  dreht,  so  be- 
schreibt jeder  Theil  desselben  eine  Kreislinie,  deren 
''  Mittelpunkt  in  der  Drehungsaxe  liegt,  und  deren 
^  Halbmesser  der  Entfernung  des  Theils  von  dieser 
^*-Axe  gleich  ist.      Dieser  materielle  Punkt  wird  daher 

*  »e£wungen ,   auf  einem  Kreise  sich  zu  bewegen ,    in- 
dem er  mit   dem  übrigen  Körper  verbunden  ist,    da 

^  «r  ausserdem  nach  der  Berührungslinie  des  Kreises, 
'  in  welchem  er  sich  bewegen  muss,  fortfliegen  würde, 
.  und  man  kann  fragen  wie  gross  die  Kraft  sey,  wel- 
che im  Stande  ist  ihn  in  dieser  Lage  zu  erhalten. 
.  Es  ist  einleuchtend,  dass  man  der  Kraft  eine  Rich- 
tung beilegen  muss,  die  mit  der  Normale^  also  mit 
der  Verlängerung  des  Halbmessers  zusammenfällt^ 
denn  wenn  man  auch  eine  andere  Richtung,  annähme, 
so  könnte  man  die  Kraft  wieder  in  zwei  andere  zer- 
legen, von  denen  die  eine  nach  der  Normale,  die 
andere  nach  d^r  Berührungslinie  des  Kreises  wirken 
'Würde  ^  die  letztere  trägt  aber  nichts  dazu  bei  den 
Punkt  auf  dem  Kreise  zu  erhalten,  sondern  wird 
eeine  Bewegung  nur  beschleunigen  oder  verzögern. 
*Wir  wollen  mese  *  der  Centriftigalkraft  entge^enge- 
«etste  Kraft  durch  R  bezeichnen,  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  zwei  sich  rechtwinklicht 
«chneidende  Aren  legen,    so  wird  die  nach  der  Axe 

Rx 

der  X  gelegte  Kraft  durch  •— ,  die  nach  der  Axe  der 

Ry 
'    y  zerlegte  Kraft  durch  —  ausgedriickt ,    wo  a  den 
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Halbmesser  des  Kreises  bedeutet.  Bemerkt  man,  dau 
diese  beiden  Kräfte  die  Coordinaten  x  und  y  zu  ver- 
kleinern streben,  so  hat  man  aus  den  bekannten  Fun- 
damentalgleichungen der  Djrnamik, 

wo  wie  ^wohnlich  dt  das  als  constant  betrachtete 
Element  der  Zeit  angiebt. 

Nun  soll  die  Kraft  K  so  bestimmt  werden,  dttt 
eine  Bew^ning  im  Kreise  hervox^eht^  man  hat  dahor 
zwischen  aen  Coordinaten  x  und  y  die  Relation  xt 
-f-  yy  =  aa^  differentiirt  man  diese  Gleichung  zwei- 
mal hinter  einander,  indem  man  die  Grössen  x  xud 
y  als  Functionen  der  Zeit  t  ansieht,  so  kommt 
ddx    .        ädy    .    dx^     ,    dy^ 

dt^   ^  -^  dt^    ^  dt^    ^  dt^ 

dx^         dy* 

Die  Summe  der  beiden  Quadrate 1 — —  ist 

^  dt^    ^   dt* 

aber  bekanntlich  nichts  anders,    als  das  Quadrat  dv 

Geschwindigkeit,    die  der  Punkt  besitzt  $     beseichnct 

man  dieselbe  daher  durch  v,   so  wird  auch 

ddx    .        ddy    , 

dt''   ^  -^  dt''    ^ 
Die    beiden   Gleichungen   der   Bewegung  gdMt 
aber  auch 

^ddx  ddy  xxj\-yy 

folglich  erhält  man,    Ra  =  vv^  oder.  R  =  — • 

Die  Centrifugalkraft  ist  daher  dem  Quadrat  te 
Geschwindigkeit  direct,  und  dem  Halbmesser  dtf 
Kreises  umgekehrt  proportional.  Man  kann  bemer^ 
ken,  das«  dieser  Satz  sich  auf  die  Bewegung  einei 
Punktes  in  jeder  beliebigen  krummen  Linie  aus- 
dehnen lässt,  da  das  Element  einer  krununen  Linie 
immer  als  ein  unendlicher  kleiner  Kreisbogen  be- 
trachtet werden  kann,  der  mit  dem  an  dieser  Stelle 
statt  findenden  Krümmungshalbmesser  beschrieben  irf^ 
und  m^n  daher  blos  statt  a  den  Ausdruck  des  Krüm- 
mungshalbmessers zu  setzen  braucht* 


247 

Ist  die  Oefichwindigkeit  des  Punktes  constant,  so 
wird  dieselbe  gleich  dem  Umfaii|pe  des  Kreises,  divi- 
dirt  durch  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht  um 
die  Peripherie  zu  durchlaufen  ^   bezeichnet  man  diese 

durch  Tf   so  hat  man    v  =  -^>  folglich 

a      ' 

TT 

Bei  gleichen  ümlaufszeiten  •  ist  daher  die  Centri- 
fii^alkraft  dem  Halbmesser  des  Kreises  proportional. 


§.  274. 

Die  einfachste  Methode  die  Gestalt  der  Erdober- 
fläche aus  theoretischen  Gründen  zu  finden,  schreibt 
sich  von  Huygens  her.  Der  Gang  der  dabei  ge- 
brauchten Schlüsse  ist  im  Allgemeinen  folgender:  £s 
ist  leicht  vorauszusehen ,  dass  eine  Flüssigkeit,  welche 
«ich  um  eine  Axe  dreht,  rücksichtlich  dieser  Axe 
eine  symmetri^he  Figur  annehmen  wird,  und  in  der 
Mitte  der  Länge  dieser  Axe  wird  der  Mittelpunkt 
deci  Körpers  sich  befinden.  In  diesem  Mittelpunkte 
nehme  man  eine  anziehende  Kraft  F  an,  und  bestim- 
me die  Lage  jedes  Punktes  des  Körpers  durch  drei 
rechtwinklichte  Coordinaten  Xf^^  z,  von  denen  die 
letztere  der  Dreh'ungsaxe  parallel  ist,  und  die  beiden 
andern  in  einer  Ebene  liegen,  die  senkrecht  auf  der 
DreBnngsaxe  steht,  und  zugleich  durch  den  Mittel- 
punkt geht^  Zerlegt  man  die  anziehende  Kraft  V 
nach  den  drei  Axen,  und  (setzt  der  Kürze  "weg^ 

XX  -f-  yy  ^  zz  =  rr 
iO  wird  man  die  drei  Seitenkräfte 

Vx 

— ,  nach  der  Axe  der  x 

r 

Vy 

—— ,  nach  der  Axe  der  y 

r 

— • ,  nach  der  Axe  der  z 


erhalten.   Die  Centrifiigalkrafl  wird  durch  fV^^  +77 
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aiMgediilckt ,  wo  /  die  coostante  Gräase  -«j»  angiebt 

Dieao  ^i^bt  die  Seitenkräae 

fx  nach  der  Axe  der  x 
fy  nach  der  Ax6  der  y 
0  nach  der  Axe  der  f  • 
Bezeichnet  man  nun  die  £ti«ammeii)(eQOiiinieiieD 
Kräfte  die  auf  jeden  Punkt  der  flüssiffen  Maga^  ifir- 
ken ,  nach  den  drei  Axea  durch  X,   x  f   Z  9  tind  be- 
denkt,    da««  die  Centriftigalkraft  der  Ansidiung  ent- 
gegenwil'kt ,  «o  hat'  man 


t 

r 
Vz 


fy 


r 
Set£t  man  die  hieraus  entstehende  Mittelkraft 

und  bojteiohttet  die  Winkel  ^  welche  die  Mittelkraft 
mit  den  drei  Axen  machte  durch  4»  ^)  4»  ao  hit 
man  bekanntlich 
X^TJf^%s  Y  ^  0  co^n^  ZiTiUcaii. 
Nuu  besteht  aber  die  HanpteiMnscItaft  der  tüi^ 
«igkdteu  darin»  dass  ihre  Theile  durch  die  rerui|iti 
Kraft  verschubeu  werden  können;  aoU  datier  dii 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  unter  der  Wirkaag  der 
an^gebenen  Kräfte  in  Ruhe  bleiben  oder  im  Qeicb« 

{gewicht  seyu)  so  hmss  die  Mittelkraft  an  allen  Stal« 
en  senkrecht  auf  die  Oberfläche  gerichtet  seyn*  ÜeM 
wäre  dieselbe  nicht  senkrecht  gegen  die  Oberfliall 
gerichtet)    so  könnte  man  sie  m  ^wei.  andere  seria* 

S^eU)  von  denen  die  eine  nach*  der  Normale  geriML 
st)  die  ändere  in  der  Berühruagsebene  an  der  Ober* 
fläche  liegt,  und  die  letztere  würde  eine  Yerachie* 
bung  der  Theile  hervorbringen  müssen«  Da  ^ 
nun  (iber  die  Gestalt  der  Flüssigkeit  suchen  5  wem 
sie  sich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  befindet »  sa 
muss  die  nach  der  Berührun^scbene  verlegte  Kraft 
Null  seyn  ^  folglich  wird  die  Blittelkraft  mit  der  Nor^ 

male  selbst  zusammenfallen  müssen» 
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Es  werden  daher  die  drei  Winkel  5 ,  ^ ,  ? ,  die- 
jenigen seyn ,  welche  die  Normale  'mit  den  drei  Axen 
der  Xf  y^  z  bildet. 


§.  275. 

Nun  werde  die  Differentialgleichung  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  durch  die  nelation 

dz  s=  pdx  4"  qdy 
ausgedrückt  9  so  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der 
Normale  an  irgend  einem  Punkte  derselben 
(«  -  z)  p  +  (§  -  :r)  =  0 

(^  ~  2)  9  +  (>?  -  r)  =  0 
und  man  findet  leicht,   dass  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale   mit  den  drei  Axen  bildet,    fol- 
gendermassen  ausgedrückt  wocden 

€08%.  yfi^pp^  qq    =  +  p. 

^^n*  Vi  +  P;y  +  99  5=5  4-  9. 
cos^.  V*i  +  p;'  +  w  —  —  !• 

•  Es  ist  aber  vermöge  der  Gleichung  der  Ober- 
fläche  pdx  +  qdy  —  dz  sss  0,   also  aucui 

cos  §.  dx  +  cos  17.  dy  -|"  cos  {.  dz  z=z  Q. 
Setst   man  hierin  aus  vorigem  §•  statt  der  drei  Co- 
«iiius,    ihre  Werthe  durch  die  Kräfte  ausgedrückt, 
#0  kommt 

r 

Welches  die  verlangte  Differentialgleichung  für  'die. 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  Um  diese  Urleichung 
sn  integriren ,  muss  man  für  V  eine  bestimmte  Func- 
tion der  Entfernung  r  annehmen ,  indem  jede  mögliche 
Ansiehung  blos  von  der  Entfernung  abhängen  Kann, 
ond  wir  wollen  ganz  einfach  V  =s  mr*»»  setzen,  wo 
m  und  n  ein  paar  constante  Grössen  sind«    Da  femer 

xdx  4*  y^y  +  ^^^  =*  ''^''» 

so  erhält  man  auch 

mr'*dr  '•^  f{xdx  4*  y^y)* 
,  und^ese  Gleichung  giebt,.  wenn  mau  dieselbe  integrirt 

c  -I ^.  r"-f  1  ~  ifi^x  +  yy)  ^  0 

n  4-  1 
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WO  c  eine  Constante  ut,  die  aus  der  g^ebetien  Men- 

S^e  der  FiÜDsigkeit  bestimmt  werden  moM.     Wir  wol- 
en   /i  ==  —  2   «etzen,    so  wird 

c ij{xx+  yy)  =  0. 

r 

Bezeichnet  man  femer  den  Winkel ,  wel^Ii^n  der 

Radius  Yector  r  mit  der  Ebene  der  x  und  y  machti 

durch  ^,  so  ist  orx  -{"  77  =  ^^  co$'^^t   folglich  aadi 

s         1«  I    2c  ,2/11, 

r^  co9Vf^  =  -^ — '^  r  coB-^  —  —  co5if 

welche  Gleichung  aber  kein  elliptisches  Spharoid 
giebt.  Bios  in  dem  Falle,  wenn  man  n  =  ±  setzte, 
würde  man  ein  solches  erhalten,  üebrigens  ist  diese 
ganze  Annahme  gar  nicht  der  Natur  angeniessen,  da 
die  Voraussetzung,  dass  der  Mittelpunkt  blos  anzie- 
he, nur  dann  statt  finden  würde,  wenn  die  ^anxe 
Erde  aus  einer  Materie  von  unendlich  geringer  Dich- 
tigkeit bestünde,  und  in  ihrem  Mittelpunkt  ein  ma- 
terieller Punkt  von  unendlich  grosser  Dichtigkeit  be- 
findlich  wäre. 

§.    276. 

Wir  wollen  daher  nun  zur  allgemeinen  Theorie 
übergehen,  und  zeigen,  dass  den  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  der  Flüssigkeit,  wirklich  durch  die 
Gestalt  eines  elliptischen  Sphäro'ids  Genüge  geleistet 
wird.  Hierzu  ist  es  aber  nothwendig,  vorner  die 
Eutwickelung  der  Anziehung  eines  Sphäroids  auf  ei- 
nen Punkt  darzustellen. 

Es  seyen  daher  x^  y^  z  die  rechtwinklichten  Co- 
ordinaten  irgend  eines  Punktes  des  anziehenden  Ker- 

£ers  ,  so  kann  man  denselben  in  lauter  unendlich 
leine  rechtwinklichte  Parallelepipeda  zerlegen ,  derea 
an  einander  liegenden  Seiten  durch  dx^  dy,  dz  be- 
zeichnet werden.-  Ninmit  man  den  ganzen  Körper 
als  gleichförmig  dicht  an ,  setzt  das  Element  der 
Masse  =  dM^  und  die  Dichtigkeit  =1^  so  ist 

dM  =  dx,  dy*  dz. 
Die  drei  Coordinaten   des    angezogenen   Ponktei 
seyen  4)  ^9  4?   dio  dem  vorigen  parallel  angenommen 
werden  $    und  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  ir^ 
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gend  einem  der  Elemente  =  r,  so  hat  man  bekanntlich 
rr.=  (§  -  *)»  +  (1  -  r)*  +  (^  -  z)^ 

Die   ffanze  Ani&iehüng    eines  Elements    anf   den 

dk 

Punkt  wird  nun  durch  nach    dem   Newtoniani- 

rr 

sehen   Attractiönsgesetz    ausgedrückt  ;     zerlegt    man 

diese  Anziehung  nach  den  drei  Axen,  und  bezeichnet 

die  drei  Seitenkräfte  durch  d*X,  d*  F,   d^Z,    wovon 

die  erste  parallel  mit  der  Axe  der  x,  die  zweite  mit 

der  Axe  der  y^    die  dritte  mit  de;:*  ^xe  der  z  wirkt, 

j   so  hat  man 

r* 

Substituirt  man  in  diesen  Gleichungen,    an  die 
Steile  von  dM  und  r,  ihre  Werth'e,    und   int'egrirt 
.  dreimal,  so  erhält  man 


5     ' 


Jg.  _    rrp (§  — ar).  dxdydz 

[«  -  xy  +  {n-  yy  +  (§  -  zY^l 

y  ^fff (>?  —y)  dx  dy  dz 

Z  ^  JJJ -; 

l^^-xY^^n-yY^'^i-zY^i 

so  dass  X^    Yf\Z   die  Anziel^ungen  des  ganzen  K^ör- 
pers  auf  den  Punkt  angeben. 

■ 

§.   277. 

Unter  dieser  Form  würde  aber  die  Ausführung 
der  Integration  grossen  Schwierigkeiten  unterworfen 
seyn.  £s  ist  daher  besser,  statt  oer  rechtwinklichten 
Coordinaten  x^  y^  i,  drei'^andere  Bestimmungsstücke 
einzuführen,  welche  diese  Form  vereinfachen.  Wir 
*  wollen  daher  x^  y,  z  durch   die  drei  neueaverän- 
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derlichen  Grössen  ty  u^  v  ausdrücken,  und  anndi- 
men,  es  sey 

dx  =s  p  dt  '•\'  ^  du  ^  sdv 

dy  z=:z  p  dt  •\-  q'du  -f-  t' dv 

dz  =  pf'dt  +  q"du  +  tTdv. 
wo  die  neuen  Coefficienten  p^  q^  »  •  •  •  •  Fanctionoi 
von  t^  Uj  V  sind.     Obige  drei  Inte^ale  sind  unter 
der  Form 

fff  f(^f  y%  «)•  d^'  dy*  dz. 

enthalten,  und  wenn  man  statt  x^  y^  z  ihre  dnrd 
t^  u^  V  ausgedrückten  Werthe  substituirt,  so  erhitt 
man  fff  "^{ty  u,  v).  dx,  dy.  dz. 

Um  nun  statt  der  Differentiale  dXf  dy^  dz  9  die 
andern  dt^  du,  dv  einzuführen,  bedenke  man,  daci 
wenn  nach  x  integrirt  wird,  y  und  z  als  constant 
betrachtet  werden  müssen,  folglich  dy  =  0,  <iz  =  0 
seyn  wird.  Eliminirt  man  daner  aus  den  drei  Glei- 
chungen r 

dx  7=^  p  dt  -^  q  du  -^  s  dv 
0  5=  p'dt  +  q^du  4-  s'dv 
0  =  p"dt  +  q''du  +  s''dV 
die  Differentiale  du  und  dvf    so  erhält  man,    indem 
der  Kürze  wegen  gesetzt  wird 

pqs    —  psq    +  spq    —  qps 

+  7«y  —  $qy  =  «. 

(5.  dt. 

qs  —$q 
Eben  so  erhält  man  dy  aus  den  beiden  GleichuDpB 
dy  =  q'du  +  *'dt;, 
0  =  q"du  +  *"dv, 
indem  man  dv  aus  denselben  eliminirt 


e^if 


qt 


>  -J* 


sq 


dy  =  ^—^  du. 

und  endlich 

dz  =:  s"dt^. 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  ein- 
ander, so  erhält  man 

dxdydz  =  6.  dt.  du.  dvy 
und  das*  Integral  wird  durch  diese  Substitutionen  die 
Form  • 

fff  ^(fy  u,  v).  6.  dt.  du.  dVf 
erhalten. 


\ 
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§.  278. 


Um  diese  allgemeine  Auflösung  auf  unsem  be- 
0ondern  Fall  knzu'vvenden ,  wollen  wir  die  rechtwink- 
lichten  Coordinaten  durch  Polarcoordinaten  ersetj^en, 
die  ihren  Mittelpunkt  im  angezogenen  Punkte  selbst 
haben.  Bezeichnet  man  dann  den  Radius  Yector 
durch  V ,  den  Winkel ,  welchen  derselbe  mit  einer 
durch  den  angezogenen  Punkt  mit  der  Axe  der  z 
parallel  gel^?ten  Linie  macht,  durch  90  — u,  den 
vVinkei,  welchen  die  Ebene,  die  durch  diese  Paral- 
lellinie  und  die  Axe  der  z  gelefft  wird, »mit  der  Ebene 
der  Xy  z  bildet,  durch  i,  so  hat  man  bekanntlich 

4  —  X  =  V  cost  cosu 

1?  —  y  =  V  sin  t  cosu 

4  —  ;e  =  v  sin  u*  \ 

Hieraus  erhält  man  durch  DifTerentiation 
p  =      V  sint  cosuy  q  snvcostsinuj   s  =  —  cost  cosu. 
p'  =  —  V  cos  t  cos  u ,   q'  =zv  sin  t  sin  Uj   s'  =.  —  sin  t  cos  u. 
p"=      0*  ♦    q"= — vcosu   ,   s"=  —  sinu. 

da  4»  77,  4  constante  Grössen  sind;    fok^ich  wird 

6   =  pq's"  —  ps'q"  +  sp'q"  —  qp's'' 

=  —  vv  sin  t^  sin  u^  cosu  —  vv  sih  t^  cosu* 

—  vv  cost^  cosu*  —  vv  cost^  sinu}  cosu 

=  —  np  cos  u» 

'WO  wir  das  negative  Zeichen  nehmen  werden,    um 
positive  Ausdrücke  für  die  Anziehungen  zu  erhalten» 

§.•  279. 

Durch   die   Substitution    dieser  Werthe  in    den 
Intejpralen  §.  276.  erhalten  wir  also 

X  =  SSJdv.  cos  t,  cos  u^  dt.  du* 

Y  =  JJJdv.  sin  t.  cos  u^  dt,  du, 

Z  =  JJJdv.  sin  u,  cos  u  dt.  du. 
Bei  der  Ausführung  der  blos  angezeigten  Integral 
tionen,  muss  man  die  beiden  Fälle  unterscheiden ,  ob 
der  Punkt,  welcher  angezogen  wird,  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Sphäroi'ds  liegt»  Den  zweiten  Fall 
brauchen  wir  allein  zu  betrachten.  Die  Gleichung 
des  elliptischen  Sphäroids  ist ,  wenn  wir  die  Coordi- 
naten Xf  jTf  z  von  seinem^  ]\f iitelpunkte  aus  rechnen. 
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und  dnrch  a  nnd  h  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine 
Axe  bezeichnen 

aazz  +  hh  {xx  +  yy)  =  aabb. 
Setzen  wir  hierin  statt  x,  y,  z  ihre  Werthe  ans 
vorigem  Paragraph 

X   =   (   — •  V  COSt.   COSUf 

y  ssz  11  —  V  iint.  coiUf 

z  =  i  —  V  sin  lu 
fio  kommt   die  Gleichung   des  elliptischen  Spharoids 
in  Polarcoordinaten  : 

vv  (aa  sin  u^  4"  ^^  ^^  **') 

—  2v(aaC9inu  -{-  bb  i  cost  co^u  +  itJ?  sin t  cos u). 
z=z  aa  bb  —  aa  il  —  bb  (45  +  »?»?)• 
so   dass  jedem  beliebigen  Werthe  von  t  und  u  zwei 
verschiedene  Werthe  aes  Radius  Vector  v  zugehören, 
den  Fall  ausgenommen,  wo 

aabb  —  oa  44  —  ^^(54  +  »?^)  =  0  5 
dann    w;ird    ein   Werth    des   Radius   Vectors   immer 
^ull  seyn,  und  der  angezogene  Punkt  selbst  liegt  auf 
der  Oberfläche  des  Ellipsoios. 

§.    280. 

Sind  nun  v'  und  v"  die  beiden .  Weitfie  des  Ra- 
dius Vectors,  so  muss  man,  im  Falle  dass*  der  ange- 
zogene Punkt  innerhalb  des  Sphäroids  liegt ,  die  erste 
Integration  nach  t;,  von  v  =  —  v  bis  v  =  v'  aus- 
dehnen.    Hierdurch  erhält  man 

X  =  ff{v*  -f-  v")  cos  U  cos  u^  dt.  du 

Y  =  //(v   +  v")  cos  t,  cosu^  dt.  du 

Z  ==  ^(v   -f  «'")  cos  u.  sin  u.  dt.  du. 

Nun  ist  bekanntlich  in  jeder  quadratischen  Giei- 
chung  der  Coe£&cient  von  v,  dividirt  durch  den  von 
vvj  aie  Summe  der  Wurzeln;    man  hat  daher 

,_,     „      ^  aa^sinu-^bblicost  cosu'\'bbrisint  cosu 

aa  sinu^  4*  ^^  cosu^. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  drei  Integrale 
nnd  integrirt  nach  r,  so  kommt,  da  das  Integral  von 
^  =  0  bis  t  =  ^  ausgedehnt  werden  muss« 

V  r         «    j  bb  %  cosu 

X  ==  n  jcosu^.  du.  -^ , 

amsinu^'i^bbcosu^ 
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\ 


Y  =  7t  fco9ü^>  du 


bb  rj  CO»  u aai  »in  u 

aa  »in  u^  -^'bb  cosu* 

4 

2aai  »inu bbnco»u. 

n 


Z  =:  n  /  CO»  u  »in  u.  du  — 

aa  »in  u*  +  bb  casu'^. 

Diese  Integrale  niibsen  von  neuem  nach  u  zwi- 

ichcD  den  Gräncen  tf  =  —  in  bis  ii  =  -|~B^  genom- 

mea  werden.    SeUen  wir  daher 

CO»  u*  du  . 

=  A. 


f: 


f. 


aa  »inu^  -f*  ^^  co»u* 
co»u^  »inu du 


I: 


aa^  »in  u^  •-\-  bb  co»  u^ 
co»u.  sinu'^  du 


=  B. 


^  C 


aa  »inu^  -f-  bb  co»u^ 
»  erliaiten  wir  die  VVerthe 
X=    Tc  bbi.  A. 
Y  =     Ttbbr,.  A  —  Aaai.  B 
Z  =  2^  aa^.  C  —  Abb  v-  B. 

Den  Ausdruck  Ton  B  brauchen  wir  gar  nicht 
weiter  zu  entwickeln,  da  man  bei  einigem  Nachdenken 
Mgleich  sieht,  dass  er  Null  werden  muss.     Denn  es  ist 

-^         /•   —  cox u^,  d.  cos  u 

^  aa — {aa  —  bb)co»u^ 
welches  Integral  gewiss  eine  Function  von  co»  u  wird ; 
i»mm  cosu  einerlei  Werth  behält,  man  mag  statt 
»,  -j-  f  oder  —  i  w  setzen ,  so  wird  die  Differenz 
lerWerthe,  die  durch  Substitutionen  beider  Grössen 
BiGh  der  Integration  herv'ortreten ,  nothwendig  Null 
tcfs  müssen. 

Um  A  zu  finden,  setze  man  »inu  =  <Of  so  wird 

-         P     (1  —  oo)  d»i> 


bb)  oo  4*  ** 
p  dtA 

•'bb  +  (aa — bb)  oo ' 


aa 


aa 


aa  n       dci 

—  hh         *f  aa  — 


bb 


aa 


b{aa—bb)i 


Are  tg(=  I )  — 


o 


aa — bb 
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und  da  0)  von  —  1  bis  -|~  1  genommen  werden  mius 
A  = ' — -  Are  tg(=  1 ) 


Ferner  hat  man 

bb  A  -jr  aa  C  sn  /cot  u  du  ^sz  2 

,  ^       2-bbA 

also  C  =5  — — — — . 


aa  —  bb 


aa 


oder  wenn  man  statt  A  seinen  Wertli  seist 

2b 


C  == 


2aa 


^aä^^hb 

Are  tg(=^ ;; ). 


aa — bb        {aa — bb)^  b 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich  |  indem  wir 


V*aa  —  bb 

b 
aa    1 


=  8  setzen  9 


X  =5  2^  5  — •  r-  [Are  tang(:=z  8)  — -      .   ^1 ; 

y  :=  2w  ij  — .  tr-  VAre  tang(ss  8)  —             1 ; 

W  8*  L             ^^       ^       1  +■  88J  • 

Z  =  4w  ^  -|.  —  [8  —  Are  tangi^d^  • 


§.  281. 

In  so  fern  wir  8  als  sehr  klein  betrachten  ^  Ui- 
nen  wir  nach  den  bekannten  Formeln  ^ 

Are  tangi^^)  :==  ö  _  «  3»  +  >  j,  _  ^  j, 

— i—  =:  8  -^  8>  +  3*  ~  8'' 

1  +  38  ^ 

setzen«  und  man  erhält  dann 

8 
Are  tang{=:  8)  --  ^^ 

--  5  8»  — .  4  8«^  +  f  8' 

8  —  ^rc  tang{=  8) 

=  1  3»  —  i  8*  4  7  ^''• 
Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  noch  mit 

aa  1  +  ^^ 

"j    und   substituirt   die  Producte  in 


bhTi^  8* 

die  vorigen  Gleichungen  y  so  kommt 
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Z=  1  TT  4  (1  +  J3^  _  ,^3-).     . 

Will  man  statt  der  Grösse  d   die  Abplattung  a 
emfShren,  so  hat  man  die' beiden  Gleichungen 
aa  —  ÄÄ  =  iÄ  3(J 

W  =  aa  (1  —  a)« 

folflich  ^  =  1  +  M;  hieraus  folfft  M  =  2« 

(l  —  ay 

T  3aa,    sobald  man  sich  auf  das  Quadrat  von  a  be« 
Kbrimkt,  und  man  erhält  "" 

X  =  ini,.  {\  —  \a—  Ä«») 

y=  S«i:.  (1  —  5«  —  ^\aa) 

Z  =  I  w  ^.  (1  +  I  a  +  fj  aa). 


§•   282. 

Da  die  Lage  der  Axe  der  X  willkührlich  ist,  so 
bnn  man  dieselbe  immer  so  annehmen ,  dass  97  £=  0 

wird.  Dann  hat  man  die  Mittelkraft  R  =  y^XX+ZZ^ 
^^io  wenn  man  sicli  auf  die  erste  Potenz  der  Abplat- 
H  beschränkt 

Nennt  man  den  Winkel,    den  die  Richtung  der 
Kraft  mit  der  Ebene  der  x,  y  macht,  Wy  so  hat  man 

tangw  =  -1  ==:  ^  (l  +  Ja). 

Uq;t  der  Punkt  auf  der  Oberfläche  des  Sphliro'ids ,  so 
inis  die  Gleichung 

aaü  4*  ^^s$  ==^  ^^^ 
^  finden  $  setst  man   i  =  b,  sinV^    k  ^  b*  cos  {7, 
wwird 
45+44  ^  aa  cosU'  +  hb  sin  V^ 
SSI  aa  (i  -^-^  2a  sin  U^). 

tt  -^  44  =  afl  CO*  CT*  —  bb  sin  Ü^ 

=  aa  {cos  ü^  ^  sin  U^  +  2a  stn  tP\ 

-:-  :i=:  — .  lang  Uy    folglich  auch 

h  ^  X-sta  V'[l  —  t  <»  +'  la  sin  V"]. 

17 
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b 
lang  M^  =  —  (1  +  $  a)  tang  V^ 

hb 
=  —(1+  %a)  tangV 

€Ui 

=        Cl  —  ia)  tangV 
"WO  V  die  Polhöhe  bedeutet,   indem  %'  tgtf  =  bt§T 
ist.      In  der  Formel  für  R  kann  man  sog^leich  für  ü^ 
die  Polhöhe  V  setzen ,  da  beide  Winkel  nur  um  eine 
Grösse  verschieden    sind^     die    mit    der    Abplattung 

Sleiche  Dimension  hat  und  man  hat  mit  Ansziehung 
er  Quädrat^vurzel 

R  =  !^  na  [i  —  ia  +  r%a  sin  CT^]. 
Uebrigens  sieht  man,  dass  die  Richtong^  der  An- 
i,ieh\mg  R  einen  kleinern  Winkel  mit  der  Ebene  der 
X  und  y  macht,  als  die  Normale,  welche  auf  das  i 
'  Sphäro'id  an  demselben  Punkt  gezogen  wird,  aber  1 
einen  grössern  als  der  aus  dem  Mittelpunkt  gezogene  I 
Radius  mit  derselben  Ebene  bildet.  Di«  Richtigkeit 
der  erstem  Behauptung  ergiebt  sich  aus  der  Gleii^nng 
tang M/  =i=  (1  —  \oi)  tang  r,  was  die  zweite  anbelangt, 
so  bat  man  auch  aus  den  obigen  Formeln 

tang  w  t=i  *^  tang  F  (1  +  4  a) 
bo 

hh 

allein  nach  §-242.  wird  —  tangV  =  tangfp^  wof 

aa 

den  Winkel  des  Radius  Vectors  mit  der  Ebene  der 

x^  y  ausdrückt^  folglich  tangw  =  tang  <p  (i  ^  ^a], 

also  u)"^  (p.      Man  müss  aber  wohl  berücksichtigeiiy 

dass  bei  diesen  Schlüssen  die  Schwungkraft  nicht  mit 

in  Betracht  gezogen  ist,    sondern   das  Sphäroid  idi 

ruhend  angesehen  wird* 

§*    283. 

Die  Anz^iehun^  eined  Ellipso'idd,  daiS  xticht  durch 
Umdrehung  entstanden  ist,  lässt  sich  ebezifalls  bis  n 
einem  gewissen  Punkte  der  Rechnung  auffinden,  al- 
lein man  ^langt  zuletzt  zu. einem  Integrale,  welchci' 
nicht  durch  die  gewöhnlichen  Functionen  ausg^Iröcid 
werden  kann.  Bezeichnen  wir  die  drei  halben  Ax» 
desselben  durch  Of  bf  ci  so  dass  a  auf  der  Axe  der  4 
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h  auf  der  Axe  der  y^   c  auf  der  Axe  dei*  z  liegt  ^   3Q 
ist  die  Gleichung  eines  solchcin  Üllipsoids 

Substltuirt  man  hierin  die  Wejrtbe  Von  ^%  y^  t 

(§.  279.) 

'  X    =:    %    -^   V   COS  ii    COä  Ü  i 

y  SS  n  —  ^  iin  t.  cos  Uj 
z  =  5  —  v  sin  Uf         -  X 
go  erhält  man 

•    vv  [a^b^  sinu^  +a^c'^  Sitit^  cösu^  ^  b^c^  cost^  tosu^]i 
—  2v  [a^b^  ^sinu-jr-a^c^nsint  cosu-^-b^c^  ^Cosi  iöäu]^ 
=t  a^b^c^  "  a'^h^i^  --  a^c^n^  --.  b^c^^^.     - 

Nimmt  man  nun  die  I^ormeln  des  §.  280. 

X  t=^  SJip'  +  i^")  cost  cöiu^,  dt  dm 

Yi=ff{v'  +  v'S  sint  c(^u^.  dt  du, 

,  Z  =  //{v'  +  D")  coi  üi  ^tn  u.  dt.  du. 

vmA  bemerkt,  dass  ans  demselben  Cruiide  als  §.  280. 

,    H  _^  «  fl^^^C  sin  u  4^  a^c^ij  sin  t  ^os  u   4-  i»VJ  cos  t  cos  ü 
^  +^    —     aH^  sin  U*  4-  ä'^c^Tint'^  co8  u»  4.  AM  cost'^  cos  u« 

SO  erhält  män^    wejH  der  Kürze  wegen  der  Neuner 
des  ßruches  ^T 

adbb  sin ü^  +  aacc  sin t'^  tw t«*  4-  2>fccc  tos  t'^  cosu^  ?=  iV* 

gesetzt  AVird,  die  drei  Seitenanziehurige'n  dcs  Ellipsoids 
auf  einen  Punkt  innerhalb  desselben 

cos  t  dt 
X  =  2a^Z»2(J  fj    ,        .   ^^^^2,  sin  u  du 

N 

+,2a»c^n  ff '  cösu^dU 

,      j  ,-  cos  t*  dt 

y  =e  2a^h^iff"  '^'     töiu^  sinu  du 

..sin  t'^  dt  i    . 

+  2a^cH  ff         -     i^  ^öfü»  rfi^ 

.    -j       ^    ^^iint.  cost  dt  .    , 

i7* 
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dt 
Z  =  !2fl^Ä*4  ff '"'-^  cosu.  sinu^  du 

+  2a^c^n  ff  eosu*  sinu  du 

N 

cos  t  dt 
+  2fc^c*§  ff =;; coiu^  sinu  du 


§.  284. 

Diese  Integrale  müssen  zuerst  von  t^=0  bis  ^=x 

genommen  werden^  man  sieht  aber  leicht,  das«  yfeim 

T  eine  Function  von  sint  und  cost^  bedeutet,    dai 

zwischen  den  besagen  Gränzen  genommene  Integral 

fT.  cost.  dt  =:  fT,  d,  sin  t  =  0  werden  muss. 

Hierdurch  fallen  die  Integrale 
P  cos  t.  dt  p  sin  t.  cos  t.  dt 

J       N.      '     J  N  ' 

ganz  weg,  und  es  bleiben  blos  die  Ausdrücke 

cos  t^  cos  u^  du  dt 
X  =  2bH*%  ff ^    T      , 

....    ,««i«  t  CO»  u*  sin  u.  du  dt 
Y  =  2a*Ä»§  ff -— 

.     .  .  .      i-/.*'»'*  coau*  du  dt 
+  2a»«»n  ff , 


Z  =  2a»i»4  ff 
+  2a»c»»j  ff 


N 
cos  u  sin  u^  du  dt 

N      "^  • 
sin  u  jcos  u^  sin  u.  du,  dt 

N 


§.     285. 

Von  den  noch  übrigen  fünf  Integralen  fallen  srf. 
gleich  noch  zwei  heraus;  denn  man  kann  auch  znent 
nach  u  integriren,  indem  man  die  Gränzen  u=s,  —  in» 
"  =  +  ff  ^  nimmt.  Bezeichnet  nun  U  eine  Fnnctk» 
von  cos  u  und  sih  n^  ^  so  wird  das  zwischen  dieses 
Gränzen  genommene  Integral  fU^  du.  sin  u  s=  0  wen- 
den.    Es  ist  daher 
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\ 


/COS  u'^  sin  u,  du 
-^ N =0 

und  man  erhält  also  : 

cos  t*  dl^ 
X  =  2h'^c'^%JJ cos u^. du. 

xr  ^^  ^i"^  f^     dt  ^       _ 

¥  =  2a^c^ri  // cosu^  du. 

Z  =  2a'^b''riff—'  cos  u  sinu''  du. 


§.    286. 

Wir  behalten  folglich  noch-  drei  Integrale  zu  be- 
trachten übrig ,  die  wir  zwischen  den  Granzen  t  =^0 
bis  t  =  n  genommen ,  fplgendermassen  bezeichnen 
Vollen 

/dt  '       psinf^  dt  „      pcosf^  dt 

Von  diesen  brauchen  wir  nur  das  eine,  etwa  A 
durch  Integration  zu  suchen ,  da ,  wie  man  leicht 
sieht,  die  übrigen  beiden  durch  die  Gleichungen 

B  -{•  C  ^  A. 
Aa'^h'^  sin  u^  +  Ba^c^  cos  u'^  +  Cb^c'^  cosu^=^/dt  =  n 
gefunden  werden  ^  man  erhält  hieraus 
_         ^  —  Abb  (an  sinu'^  -f-  cc  cosu'^) 


C  = 


cc.  cos  u"^  (aa  —  bb) 
Aaa  {bb  sin  i/^  -|-  tc  cos  u'^)  —  n 


cc.  cos  u'^  {aa  —  bb) 

I 

§.    287. 


^fmm» 


dt 


Snbstituirt  man  im  Ausdruck,  -—r ,    statt  N  sei- 

N 

ncn-Werth  aus  §.  283. ,   so  kommt 

l±^f— -. ^i-S — 

^  N      ^  aabbsin  a^  -f"  ^^^^ *^ **  C05m* -j-  bbcc.  cos  t'^  cos  u ^ 

Nimmt    man    sin  t^  =  J  —  i  cos  2t  ,     cos  t"^,   = 
i  -^  i  cos2tj    und  sejzt  der  Kürze  wegen 


I  \ 


36?l 


aahb  sin  ti^  ^  i  CO  cos  u>  {aa  ^  bb)  3^  m 
i  cc  cos  u^  (jia  f-^  bh)  ==  n 
«M  erhält  man 

Um  dies  2U  inieffriren,  s^tse  mai|  P9t2^  9rs'«^v^i 
«Q  wird 


mn^^^~r 


d$  == 


<2f( 


1+;^^'         ^       J  +  PP 

m  r^  n  +  (''» +  ^)  W 


/' 


III  — n  ^p^2^  == 


m-^i^  cos  2P. 


yTmm 


i+PP 
r  ^P 

Zf^        f  ■  '■■■'  L     II!       II   I  II  MH 

V  }i»  ^ /l -f  (m 'j- n) /?^ 
t/m  +  « 


al4Q 


^f"^"^* 


Man  hat  4^^^^ 


(Q<2| 


^ifini  -9^  ^ii|     ., 


m 


1  --.  n» 

Aus  der  Gleich^nff  ccw2l  ==;  '^\  .■'% — ^    aieht  mu 

^her^    das«  p  vA<M^>  ^^dera  ist  9is  ^ßngU      Foiglidi 
Vfird  für 

t  s=:  Oj    Are  t^ugi^p  yf    .  '  .:  )  ?s  0 


m 


m  ^  n; 


«I1 


Hieraus  ergiebt  sich,  ijasli 


"=-1 


Mi^BMIl*«^ 


)?eyn  mnss.      Man  hat  ferner  aus  den  W«r*hen  voa 
m  und  n. 
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m  +  n  =  aahh  sinu^  +  aäcc  cojfu^ 
m  —  /i  ==  aabb  sin  a*   +  bbcc  cos  u^ . 


'^mm  —  nn  =  ab  '^bb  sinu^  +  cc  cosu^, 
yfcia  sinu^  +  cc  cosu* 


folglich 

if=  ^ 


i=: 


ab  V'bb  sin  u^  +  cc  cos  u^.   V^a  5i/i  u*  +  ^^  ^^  *** 


C  =  7r 


CC  cos  u^  (aa  —  bb) 

b  r/öÄ  sin  u*  •{-  cc  cos  u^ 

-  jt  ■■  ■■         '■'  ■*      '  - •   ß^   -— ^ 

acc  cosu^  (aa — bb)  bb  sin  u^  +  ^^  ^^*  "' 
a                      t/bb  sinu^  +  cc  cosü> 

bcc.  cos  u^  {aa — bb)  aa  sinu^  -jr  cc  cos  u^ 

n 


cc  cos  u^  (aa  —  bb)  . 


§.    288. 

Nimmt  man  der  Kurse  w^^n  41 

^bb  sin  a*  4"  ^^  ^^^  ***•    V*^»^  *"*  «*  +  cc  cosu^  =  P 
md  bemerkt,  dass  die  drei  Anzaehmigskräfte 
X  =  2bbcc%  J  C.  cos  u^  du 
y  =  2aaccn  J  Ä  co5 1^*  <;?» . 
Z  =  2aabbi  f  A,  cos  u^  sin  m*  <ft« 
fflid,    80  erhält  man  dnroh  Substitution  der  Werthe 
vn  A,  B9   C,    indem  man  zugleich   die  direct  inte- 
gnblen  Th'eile  von  u^  —  in  bis  u=^-\-ip  integrirt 
ud   die    zwischen    denselben   Gränzen  genommenen 
-  In^gralen  • 

/sin  u^  cos  u  du 
=  £ 

/cos u  du  _ 
^ =  F   setzt, 

X=  Juli.  [a{bb-cc)  JB  +  «cc  f  -  2b] 

aa  —  bb  ^ 
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Z  ==  2:Fr  ^a6  E. 
Nimmt  man  sf/i  u  =  9 ,    so  hat  man 


\fcc  +  (&6  —  cc)  qq .      \rcc  +  («« —  ^^)  ^' 

dar 

F=./-—  .         , ~ 

V"cc  +  (^^  —  cc)  99  .      Vcc  +  {aa  —  cd)  qq 

WO  die  Integrale  von  9  =  —  1  bis  9=+!  anige- 
dehnt  werden  müssen;  allein  diese  lassen  sich  unle* 
endlicher  Form  nicht  angeben,  und  es  bleibt  nicht 
anders  übrig,  als  dieselben  in  Reihen  zu  entwickeln 
wobei  wir  ans  aber  nicht  aufhalten  wollen. 

§.   289. 

Wollte  man  diese  allgemeinen  Formeln  auf  d^ 
Revolutionsellipsoid  anwenden;  indem  man  c  als  di 
Umdrehungsaxe  betrachtet,  so  muss  man  a^s^h  aetsec 
Hierdurch  werden  die  Formeln  für  X  und  IT  uhcnd 
X  lieh  gross.  Allein  dies  ist  nur  scheinbar  und  b« 
votlständi^r  Reducirung  der  Werthe,  fallt  der  Fa« 
tor  a  —  6,  der  das  unendliche  hervorbringt,  wiede 
heraus.  £s  ist  nämlich,  wenn  man  hb  =  aa — 2ia  seti^ 
wo  i  eine  sehr  kleine  Grösse  bedeutet ,  fr  =  a  —  i, 

X  =  ^'^^^—^^^  [^  {aa—2ia-cc)  JS  +  äcc  JP— 2(a-i]. 
2ia 

2ia 
Femer  hat  man  durch  dieselbe  Substitution 

^cc  -f-  {Jbh  — :  cc)  qq  .     "^cc  +  {aa  —  cc)  qq 
==  "^[[cc  +  <fla — cc)  qq\  ^  —  21099  [cc^+  {aa  —  cc)  fü 
=     cc-^-  {aa  —  cc)  qq  —  Ü199. 
also  auch 

E  =  / ^ +  ia  /■  ''^^       - 


CC  +  {aa  —  cc)  qq  [cc  +  {aa — cc)€Jl!^ 

F  xss  j  ■■  ■■  ■        ■  -p  ia  j' 


cc  4"  {cLa  —  cc)  qq  \cc  +  {aa  —  cc)ti\  * 


* 
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Hieraus  folgt  nan 
{aa  —  2ia^cc)  JS  +  cc  JR  =fdq—iaf 


qqdq 


cc-^ißa — cc)qq 


=  2  — 


2ia 


+ 


aa  —  cc        {aa — cc)l 
{a—i)  [iaa—cc)  E  —  cc  F] 


.  Are  tg{^ ) 


=f(ia-'i)dq  +  ia^  f 


qqdq 


cc  +  (flÄ — cc)qq 


=  2a+ 


2icc 


aa 


—  cc        {aa — cc)l 


2iaac        ,              y/aa—cc^ 
.ÄrQtgr=z{l ). 


_,  „ .                          ,     \aa  —  bb       ^  ■.«••* 

Früher  setzten  wir =  0,  wo  6  die  Um- 

b 
drehungsaxe  des  Sphäro'ids  war,    und  da  im  vorlie- 
genden Fall  die  Drehung  um  die  Axe  c  geschieht,   so 

^aa  —  cc 
können  wir =  ö  setzen.    Man  erhält  dann 


2ÜZ 
2w» 


ccS8 


H r;  Are  {tang  —  3)  —  2a  +  21*1 

ei:  ao  -1 


Arc{tg=!t)\ 


oder  wenn  man  die  sich  aufhebenden  Glieder  weg- 
>  läast,  cbirch  üi  dividirt,  und  dann  das  noch  übrig 
^'-  bleibende  i=:X)  nimmt,  so  kommt 

welches  dieselben  Formeln  sind  als  §.  280«  geftinden 
wurden. 

^  §.  290. 

Bei  der  Theorie  über  das  Gleichgewicht  sowohl 
als  die  Bewegung    der  Flüssigkeiten,    muss  man  als 


t 
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Grundsatz  annehmen,  dass  der  Druck,  welcfien  ir- 
gend ein  Theilchen  der  Flüssigkeit  erleidet,  denselben 
nach  allen  Seiten  fortpflanzt,  und  der  Fläche  propor- 
tional ist.  t)enken  wir  uns  also  die  Flüssigkeit  in 
lauter  unendlich  kleine  Parallelepipeda  zerlegt,  die 
dadurch  entstehen,  dass  wir  dän  drei  Coordinaten- 
ebeuen  parallel  unendlich  viel  andere  Ebenen  legen, 
welche  ^on  einander  die  unendlich  kleinen  Abstände 
<£^,  dn,  d^  haben,  indem  wir  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  des  flüssigen  Körpers  durch  ^ ,  77 ,  ^be- 
zeichnen, so  wird  die  Masse  eines  solchen  unendlich 
kleinen  Parallelepipedum 

dm  =  p  d%.  du*  d^ 
seyn,  wo  dm  das  Element  der  Masse  und  p  die  Dich- 
tigkeit der  Flüssigkeit  bedeutet.  Der  Druck,  wel- 
chen das  Element  in  der  einen  Richtung  erleidet, 
wird  gefunden,  indem  man  den  auf  die  Flächenein- 
heit sich  beziehenden  Druck  p  mit  der  Fläche  dei 
Parallellogramms ,  das  die  Seitenfläche  des  Element! 
bildet,  multiplicirt.  Man  erhält  dadurch  den  Dracl  , 
in  der  Richtung  der  drei  Axen, 

nach  der  Axe  der  4  9  P*  dn»  d^^ 
nach  der  Axe  der  97,  p.  d%.  d^^ 
nach  der  Axe  der  4  9    P'  d^'  dn* 

Nun  ist  p  im  Allgemeinen  eine  Function  von  % 
V9  iy  es  werden  daher  die  Pressungen,,  welche  auf 
d^e  andern  Seitenflächen  in  solchen  Richtungen  wir- 
ken, die  mit  den  Axen  zwar  parallel,  aber  der  vo- 
rigen Richtung  entgegengesetzt  liegen,  durch 

(dp\ 
-- J  dy.  dn.  d^,  nach  der  Axe  §-, 

[p  —  t—  ^  dn].  d^,  d^.   nach  der  Axe  r^ , 

(dp\ 
—  J  d^].  d%,  dn*   nach  der  Axe  ^ , 

ausgedrückt  werden.     Der  Druck,    welcher  das  Ele- 
uicut  nach   der  Richtung  der  drei  Axen  treibt,    wird 

also  ♦ 

C^).  d%.  dn>  d^. 
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r-^.*^.  dri'  d^- 


J) .  d%.  dn.  di. 

Bezeichnet  man  die  beschleunigenden  Kräfte,  die 
ich  den  drei  Axen  wirken,  durch  F^  Q^  R,  so  sind 
le  bewegenden  Kräfte  P.dm^  Q.dm^Ü^dm^  sollen 
cm  aber  Theilchen  der  Flüssigkeit  in  Ruhe  seyn,  so 
lüssen  diese  Kräfte  dem  Druck  des  Elements  das 
leichgewicht  halten,  und  man  erhält  die  drei  Giei- 
lungen 

QJL^ .  d^.  dn.  di  =»  P.  dm 
(—^ .  'd%.  dn.  d^  =:  Q.  dm 

(  — K  d^»  dn.  d^  =  it.  dm» 

Multiplicirt  man  die  erste  durch  d^y  die  dritte 
irch  dij  und  addirt  die  Producte,  so  kommtv,  indem 
An  noch  bemerkt,  dass  dm  =;  p.  d^.  dn.  di  ist 

(|>  ^ + (It)- ^' + (|)  ^^ 

=  f^{Pd%^Qdn  +  Rdi). 

Das  vor  dem  Gleichheitsseicben  stehende  Glied 
t  aber  nichts  anders,  als  da5  vollkommene  Difie- 
mtial  von  p^  also  vrird 

dp  =  piPdJ^'^'  a^n-^  Rdi), 

^ches,  die  gesuchte  Gleicjbiung  ist« 

/  ■  • 

§.  291. 

An  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  der  Druck 
ntweder  Null,  oder  eine  constante  Grösse;  man  hat 
idier  für  die  Gleichung  der  Oberfläche  dp:=zO^  oder 

Pd§  +  Qdn  ^  Rdi  =.0 
pd  hieraus   folgt  laicht,    dass  der  Druck  oder  die 
Cttelkraft  aller  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte ' 
mkrecht  auf  der  Oberfläche,    die  die  flüssige  Masse 
jidet,   stehen.      Denn  nach  §.  275*   sind  die  Cosinus 
jer  drei  Winkel^    Ayelche  die  Normale  mit  den  drei 
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Axen  macht,  so  beschaffen,  dass  wenn  wir  dlescliM 
durch  4^  ^-t  i'  bezeichnen 

cos  i;  =i'-co$ i\  C—:^ ,    cos 71=-^  cos i'.  (--r) • 
Da  nun  die  Gleichung  der  Oberfläc}ie  dpzzzQ  od 

ist  9  80  wird 


Ü_         /^il^ ^^^n^ 

dp^  ^driJ  /■dp 


diJ  \dlJ 


d^y  Vdi 

alao  auch 

und  da     cosli'^  +  cosi?'*  +  cos^'^  =  1  ist,    so  ei 
giebt  sich 


(±') 


'• 


40'+GD"+(D'] 


COS  li   = 


(fD 


<(D'+  C|)"+  (D*] 


COS  ^'  =r 


(^  ' 


4(D'+(|)'+(D'] 
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Die  Mittelkraft  erhält  man  =  V^PP  +  QQ+RR, 
also  die  Cosinus  der  Wintel ,  "vrelche.  dieselbe  mit 
den  drei  Axen  bildet: 


tm— 


VPP  +  QQ  +  RR 
Q 

R 

vpp  +  üu-^  rr! 

ind  diese  drei  Ausdrücke  sind  mit  denen  der  drei 
l^inus  ganz  identisch,  wenn  man  nur  statt  der  par- 
iellen  Differentiale  von  p^  ihre  durch  P^  Qy  R  aus- 
gedrückten  Werthe  setzt.  Wir  schliessen  hieraus, 
lass  die  Richtung  der  Mittelkraft  mit'  der  der  Nor* 
nale  zusammenfallt,  welches  §.  274*  etwas  anders 
chon  bewiesen  wurde. 

§.     292. 

Die  in  unserm  Fall  vorkommenden,  auf  die  Flüs- 
igleit  wirkenden  Kräfte,  sind  die  Anziehungen,  die 
.  280.  vollständig  entwickelt  sind,  und  die  Centri- 
DgaUkraft,  welche  aus  der  Drehung  der  flüssigen 
Hasse  entsteht.  Die  letztere  fanden  wir  in  der  ]wt* 
IHmung  a  von  der  Axe  §.  273. 

4^wr 

Lud  wenn  wir  29r^  =  TT^  setzen,   so  wird  dieselbe 

n  der  Fntfernung   V*(55  +  ^^0  von  der  Axe 

=  2/"  VSS  +  ^^'  Zerl^en  wir  diese]j>e  nach  den 
^den  Axen  der  %  und  77,  so  erhalten  Vir  die  Sei- 
enkräfte  derselben  2/4  und  2fn  y  diese  wirken  der 
üu&iehung  entgegen,   man  hat  daher 

p  =  px-2f%,  ß  =  9'y  -  2A,  Ä  ^  p'z, . 

ro  JST,  F,  Z  die  §.  280.  angegebenen  Bedeutungen 
laben ,  und  p'  eine  der  Dichtigkeit  proportionale 
vi^össe  ist,  die  als  Factor  zugefügt  wird,  um  die  der 
Sasse    proportionale  Anziehung    auszudrücken.      Es 
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folglich   erhält   man  den  Aufidmck  für   die   Schwere 
an  der  Oberfläche  des  Sphäroids 

G  =  — ^    ^     ^^     [^  —  Arc  tüngQ^  «)]. 

3»  Vi  -|-  35  cosv* 


§.   296. 

Um  nun  die  beiden  Grössen  B,  8  aiu«iiinitteli^ 

miisscn    \vir    die   Beobachtungen    der    PendellänM 

und  einer  Gradmessung  zu  Hülfe  nehmen.     Es  ist  oe- 

kannt,    dass  wenn  man   durch  l  die  Länge   eines  S^ 

cundenpendels  ausdrückt,    so  wird  G  =  n^l^   indem 

die  Zeit  einer  Secunde,  oder  der  86400ste  Theil  dei 

mittlem  Sonnentages,    als  Einheit  angenommen  wirdi 

Setzt  man  diesen  vVerth  von  G  in  vorige  Gleichiu^ 

so  wird 

45(1  +  M)e'      ^^        .  ,     ^,. 

«ri  =  '       ^^-  [9^Arc  tang{=zt)]^ 

9*  V'l  +  dd  cos  v» 

Nun  ist  aus  §.  M±6, ,    wo  ds  das  Element  des  d- 

liptischen  Bozens  bmeutet, 

AABB  dv 


^ÄAcosv^^BB  sinv^^ 

_      (1  +  33)  B.  dv 

Vi +  33.  co*i;>    * 

Da  nun  innerhalb  enger  jGrränzen  von  v^  14*^ 
cosv'^  seinen  Werth  nur  sehr  wenig  ändert,  so  kau 
man  bei  der  Integration  diesen  Factor  ohne  mcik- 
lichen  Fehler  als  coostant  betrachten ,  und  man  c^ 
hält  dann 

(1  +  38)  Bv 

s  =  '     ■         ■         ■— » 

V1*H"  ^9  cosv^ 
Ist  nun  s  die  Länge  eines  Grades ,    so  mnss 

statt  Vy  -—  setzen,  so  dass 

Ä(l  +  33)  180«    ,,    I  ;..x'   ^,    ,x 

.  (1  +  öo;  co$v^)* 


Vi  +  ^5  C05V2 


n 
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Es   wird    daher   auch,    ivenn  man  diesen  Werth 
in  die  Gleichung  für  :r/  lubstituirt, 

nl  =  — —  /(l  +  5Ä  cos  v*)  [8  —  Are  tang{=z  5)], 
^  =  4~  (l  +  i'^»  «>*  t;»)  [«  -  Are  tang(=  8)].      ' 

p  TT  -/  0* 

Miiltiplicirt    man    diese    Gleichnnj^    mit    dieser 

/  ^^ 

—  =  -^Fr»    so  kommt 

9vp        m  i*i%o* 

§-    296. 

Unter  dem  Aeqnator  it>t  die  Pendelläno^e  ==30,01520 
eno^lische  Zoll  gefunden.  Nimmt  man  das  Verhält» 
niss  des  englischen  Zoll  sum  französischen  wi« 
1:  1,^^575,  so  erhält  man  die  Län^  dos  Secunden* 
lendels 

/  =  -^ — ^^ —   französische  Zoll 


1,0(:57,') 
39,01520 


Toisen. 


1,0(^07  5.  7? 
Die  Län^e  eines  Grades  unter  dem  Aequator  fin- 
let  sich  aus  (§.  248.) 

8  =  5f)722  Toisen. 
Die  Umdrehungfizeit   T  der  Erde   um  ihre  Axe 
^  gleich  dem  mittlem  5$onnentaff,  mnlüplicirt  durch 
)999727,  und  da  wir  für  die  Zeiteinheit  die  Secnnde 
Ingenommen  habend   so  wird 
/  =  8640f».  0,88727. 
Man  findet  daher  den  Constanten  Factor 
14401    _       1440-  56722>  72^  1,06575 

TT.Ln^  n.  39,01520.  86400»  (0,99727)» 
=  0,00f;887558 
Iftd  wir  wollen  denselben  der  Kurse  weffen  durch 
a  bei^ichnen.      Da  in  diesem  Fall  sn^leich  die  PoU 
%9ke  vs=0  ist,  so  hat  man  coivssl,  also 

16 


# 


V 

■ 
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§.   297. 
Dividirt  man  in  der  Gleichung  (§.  292.) 

(3w  +  ^,  55)  5 
■         '• =  w  Are  tang(=  5) 

/ 
auf  beiden  Seiten  noch  durch  3r,  und  sucht  -r^,   w 

kommt 

/    _  —  35  -f  (3  -f  55)  Are  tang{==  5) 

75^  ""  5»  ' 

folglich  wenn   man  diesen  Werlh  von   —7— ,   dem  im 

vorigen  §.  gefundenen  gleich  setzt 

F  (1  +  ^^)  [^  —  ^rc  tang(^  5)] 

=  —  35  +  (3  +  55)  Are  tang(=:  5). 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  nun  5  bcstimineB;  I 


! 


lla  aber  dieselbe  transscendeiit  ist,  so  kann  dies  all- 
gemein nur  näherungsweise  geschehen;  indem  wir 
aber  wissen,  dass  5  eine  geringe  Grösse  sey,  so  dn^ 
feu  wir  die  Kreisfnnction  in  eine  Reihe  entwickeb^ 
so  dass 

Are  tang(=:z  5)  =  9—  5  5*  -}-  »  5»  —  4  3'^ 
gesetzt  wird.     Man  erhält  dadurch 

f*(f+55»  — V35*)  =  ^5^— U'^ 
oder  wenn  man  mit  dem  Factor  von  fx  dividift 
^  =r  45»  —  IM  5*. 

Nun  ist  aus  §.  281.  wenn   a  die  Abplattung  k6- 
beutet,   55  !=e  2a  -j-  3«^,  folglich  auch 

p,  ^=s  i  a  -^  m  na, 
SelKt  man  also  «  =s  |  ^  -f-  ^51»,    so  wird 

/  =  !*  +  ^^(4  ß  —  tVi),  • 
folglich  0  =3:  jlj^,  und  hierdurch  a  =  f  ^(1  ^^^^ji): 
Nimmt  man  statt  ^  «einen  numerischen  Wertfai  ^ 
<erhält  man 

1 
die  Abplatteing  =£ 


i4MMa 


231,3 

welche  bedeutend  grösser^    als  die  aus  dea  Brcitai' 
gradmessungon  gefunden  ist« 
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§.  298. 

Bezeichnet  man  durch  G'  die  Kraft  der  Schwere 
1  Aequator,  so  hat  man,  indem  in  der  letzten 
eichung  des  §.  294-  statt  G  und  v,  G'  und  Null 
setzt  werden 

An'Bp'  V^l  +  W  r^        .  ^ 

G  =  ^ ^  j;    ^     .  [5  -  Arp  tang  =  S], 

id  wenn  man  mit  dieser  Gleichung^  die  allgemeine 
r  G  diyidirt,  so  kommt 

G  =  & /'ZlIEIL. 

1  -J-  o J  cos  v^ 

Nun  war  ferner,  wenn  l  die  Län^  des  Secnn- 
(npendels  unter  dem  Aequator  bedeutet,  G*  =  nnlj 
Iglich  auch 

1+35  COS  v^ 

stzt  man  hierin  statt  dd,   2«)    und  entwickelt  das 
ildical,  so  kommt 

G  =  otttZ  (1  +  <»  «nz;') 
id  wenn  man  statt  l  seinen  in  französischen  Fnss 
isgedrückten  Wertli  aus  (§.  29f)-)  nimmt 
G  =  30,109  +  0,129  sinv^. 

Bedeutet  L  die  in  der  Breite  v  statt  findende 
änge  des  Secundenpendels,  so  hat  man  G  ^^^^  'xitL^ 
ad  daher 

Z  =  Z  (1 -f- a  «/i»*). 
ies  giebt  in  französischen  Zollen  ausgedrückt 
L  =  36,608  +  0,168  sinvK 

Han  findet  endlich  noch  den  Wer th  von  >^9  aua 

tir  Gleichung 

=  i  ft  Lt  +  t  tt*  +  n  a*J 
==  0,002303814. 


18* 
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§.  299. 

An«  der  Gleichung,     dit  nur  BcaUmmniiy  tobIi 
diente , 


(3  + 


M)it 


=  Are  {lang  =:  3) 


3  +  *^3 

flieht  man  leicht,    dass  ausser  dem  schon  ffeftiadeiMl 
sehr  kleinen  Werthe  Ton  d,    noch  ein  anderer  mIt] 
grosser  da  seyn  %vird.    In  diesem  Fall  wird  Are  (t£^ 
von  irr  weni^  verschieden  seyn;   man  setxe  daher 

Are  {taug  =  ö)  =:^  i  TT  —  £, 
dann  wird  ^  =  tang6f  folglich 

(3  ^  -i-,  cor  <**)  cor  6 

^ ^in-6. 

3  +  cor  6* 
Diese  GleidioRsr  kanq  man  auch  so  ichreiben 

3rang6«+^ 

ii^em  statt  des  Winkels  6^  der  sehr  klein  seyn 
näherangsweise    tang  6  —  {  tang  6*   gesetzt  w 
.kamu    Ordnet  man  diesen  Ausdruck  nach  den  I 
jften  von  tang  6^  so  erhält  man 

and  man  sieht  hieraus,  dass  man 

,„,.  =  1   (4:)  +  K^y  +  ».  C^)' 

•nnehmen  darf,    wo  p  und  ^  unbestimmte 

/ 
ten  sind,    die  iiicht  von   tang  6  und   -^ 

iTm  dieselben  ssn  bestimmen,  snbstitnire  malt 
genommenen  W^rth  von  tang  6  in  die  yorte 
•o  kommt 

0  ==  (i  ^P  -  -7)   r -~) 


«p 


-  •  iJ 


%-•• 


E 
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I  man  hat  daher  znr  BectimiUBiij^  dtr  Goefilici«iitea 
lad  9  die  Gleichtmeen 

ibp  ,12 

32                8(128  —  3»«) 
»    P  "  —:>    9  •=  : • 

iB  hat  hierdurch 


1  rJ.^  +  B.  (IS 


1  es  ergiebt  sich  in  Zahlen   fang  6  n  0»0014723, 

)    «  «=  — ^  =  679,25. 
tang  o 


Da  wir  A^=B  Vi  +  dd  gesetzt  hatten,  so  ergiebt 
1,  das«  die  grosse  Axe  des  Sphäroi'ds  beinahe  r?80 
1  grösser  als  die  kleine  seyn  würde.  Es*  ist  ferner 
BS  -4(1  —  a),  wo  a  die  Abplattung  bedeutet,  folg- 

1 

I   I a  =  — -_.  ,    und    durch    den  eben  ge- 

Vi  +^^^ 

denen   Werth    Ton    ^ ,    würde    die    Abplattung 
0,99852  betragen. 

'    §.    300. 

1b  dürfte  wohl  der  Mühe  werth  seyn,  zn  unter- 

B|B|  ob  die  Gleichung  aus'  welcher  wir  8  ableiten, 
'  ibcfa  mehr  Wurzeln  habe,    ausser   den   zwei 
Minen.     Um  den  Bruch  zn  vermeiden,    wollen 

'-^  SS  k  setzen ,   so  dass  also 

j^^  .  ü  -  Are  tang(_=.  3)  =  0 

I..    TVir  können  nun  8  als  die  Abscisse  der  Punkte 
t  krummen  Linie  betrachten ,    deren  zugehöpi^'^ 
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Ordinaten  durch  A  beseichiiet  werden'  follen,  und 
die  Gleicbang  dieser  Icniniineii  Lini«  wird  dnrch 

«usgedrUckt  werden  können.  Setxt  man  A  ^  0,  m 
geben  die  diesen  enUprechendeu  Werthe  von  Ü  di« 
Punkte  an,  wo  die  krumme  Linie  die  Absci«eiilliua 
sclmeidct ,  und  so  viel  solcher  DupcbschnittspuiiktB 
vorbanden  «iud,  so  viel  Wurzeln  wird  die  Gleichuiig 
A  =  0  auch  besitzen. 


§.   301. 

Wenn  man  die  Gleichung  A  =  .  .  .  difiierentiir^. 
so  erhSlt  man 

^  =  39  3fr  — ?f3  — 5t)i^*+W 
lä  ■      (3  +  »aj»  (l  +  «3)  .      ja 

und  da  bekanntlich  dA  =0  die  Itfaxima  und  miiii» 
von  A  angiebt,  so  wird  die  Gleichung 
3fc  — 2(2  — 5Ä)3»  +  ÄÄ*  =  0 
die   entsprechenden  Werthe   von  9  enthalten, 
findet  daraus 


M»  =  2  — 5A  +  V'4  — 20*+22A' 
Die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  GröM 
ist  immer  kleiner  als  2 — 5^,  and  da  2'^5k,  so  ir<^ 
den  beide  hieraus  sich  ergebende  W^ertbe  von  3*  i|^ 
sitiv  seyn,  folglich  hat  die  Gleichung  dA=0  ^"f^ 
reelle  Wurzeln,  die  einander  paarweise  gleich,  Att 
en^egengesetzt  sind. 

§'302.  «1 

Setst  man    3:=0,    so   wird   stich   A  =  Oy' 
schneidet   die    kromme  Linie    die  Abscissenliiiie  i< 
Anfangspunkt  der  Coordinaten ;    nimmt  man  ferner  i 

sdir  klein,  so  wird  -rr-  t=  3H3,    also  positiv ,"m 

do 
lieh   müssen  die  Incremente  dA  und  dB  gleiche  Vo^ 
»eichen  liaben.      Geht  man  daher  auf 
Seite  von  3  fort,    60  wird  auch  nahe  beim 
puBkt.^, einen  positiven  W«rth  haben,    folglich 


1 
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^bt  sich  die  krumme  Linie  über  die  Ab&elssenlihie 
id  erreicht  ihre  grösaie  Höhe  für 

,      Jl  —  bk—  V"4  —  20k  +  22/c» 

* 
Dann  nähert  sie  sich  der  Abscisseiiliuie   wieder, 

irchschueidet  sie  in  der  Stelle,    die  der  isuerst  ge- 

adeueu   Abplattung    §.  297-    entspricht,     und    geht 

jin   auf  der  untern  Seite  derselben  weiter,    bis  5 

n  Werth 

,      ^2  —  ök  +  V4  — 20Ä  +  22A* 

k 
nimmt.  Dass  sie  nun  wieder  die  Abscissenlime 
Tchsclmeiden  muss,  folgt  aus  der  Gleichung  für  A^ 
nn  setzt  man  darin  h  sehr  gross ,  so  erhält  A  einen 
sitiven  Werth,  und  dieser  aweite  Durehschnitts- 
att  giebt  den  andern  §.  299.  gefundenen  Werth 
r  Abplattung.  Andere  Dnrchschnittspunkte  köniien 
f  der  positiven  Seite  der  3  nicht  vorhanden  seyn, 
nl  sonst  die  Gleichung  JA  :;=  0  wenigstei\s  noch 
rci  Werthc  für  ä  geben  mtisste. 

.  Die  negativen  Vi^erthe  von  5  brauchen  wir  nicht 
.  betrachten,  da  gleich  grosse  positive  und  negative 
^crthe  von  3  auch  gleich  grosse  entgegengesetzte 
^erthe  von  A  geben,  und  ausserdem  die  Abplattung 
li  blos  durcb  das  Quadrat  von  9  be^Ummt^ 


*  • 


§.  303. 


Die  bis  jetzt  geführten  Rechnungen  zeigen  deut- 
h,  dass  das  elliptische  Sphäroid  diejenige  Gestalt 
j  welche  die  Erde  habeu  muss,  wenn  sich  dieselbe 
t  eine  Axe  dreht,  imd'Vius  einer  gleichförmig  dich- 
%f  ^üssigen  Materie  bestehend  gedacht  wird.  Al- 
0/  die  letztere  Annahme  ist  nicht  mit  der  Natur 
ereinstimmend  f  denn  wenn  wir  auch  annehm^n^ 
is  anfaua^s  die  Erde  wirklich  flüssig  war,  so  ist  es 
^  den  über  die  Zusamniendrückbarkeit  der  tropfv 
f'en  Flüssigkeiten  angestellten  Versueheu  zufolge, 
Arscheiufich  ,  dass  die  Dichtigkeit  "  der  i'Iüssigeii 
Aerie  im  Innern  dcr^Erde  zunehmen  muss.  Aus- 
dem  ist  auch   noch    zu   berücksichtigen,    dass  die 
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Erde  Iq  ihrem  JeUijen  Zustande  ab  aa«  einem  fetten 
Kern  bestehend  angesehen  werden  moss^  welcher  mit 
einer  Flüssigkeit  überdeckt  ist^  deren  Tiefe  geg^en  die 
Grösse  des  Kerns  nnbedentend  ausfällt.  Wir  müssen 
daher  diese  Untersuchungen  noch  weiter  rerfolgen, 
um  so  mehr,  da  die  ans  theoretischen  Gründen  ab- 
geleitete Abplattung  §.  297-  j  von  der  aus  den  ^rad« 
mcssuxigen  §.  23b*  gefundenen  bedeutend  abweicht 


§.   304. 

Bezeichnet  man  wie  §.  276«  das  Element  der 
Masse  eines  Körpers  durch  äM^  die  Coordinafen  dei 
angezogenen  Punktes  durch  $,  77,  ^,  die  des  anzie- 
henden Elements  durch  x,  y^  z,  und  die  nach  den 
drei  Axen  zerlegten  Anziehungen  der  ganzen  Muie 
auf  den  ersten  Punkt  durch  a,  Y9  Zt  so  hat  mu 
ii.  a.  0«  . 


/ 


Ctt  -  *)».+  in  -  7)»  +  «  -  «)•]* 
in  —x)  dM 

t(4-af)»  +  {n  -yy  +  ii  -«)»]*  * , 

Z=/ ii-'')äM ■ 

Die  Gränsen,  zwischen  welchei|.  diese  Intepab 
genommen  werden  müssen,  sind  von  den  Co^rdinat« 
\y  n^  i  unabhängig ,  and  werden  blos  darch  die  Q% 
stalt  des  anzijßhenaen  Körpers  bestimmt. 

Man  sieht  Übrigens  leicbt,  dass  wenn  nuiä, 

Y  ^    ri  ^^ 

letzt,  die  drei  Anziehungen  auch  durch 

^—di)'  '-—C^)- .^=-(f> 

ausgedrückt  werden  l^önnen,  da  die.  Integrale  fjifik 
blos  auf  die  Ter  ander  liehen  Grössen  x,  y»- z  beij** 
hen,  und  dM  nicht  von  %^  17 ,  i  «thhängt. 
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§•  305. 


Die  Grösse  F  lässt  sich  aaf  eine  sehr  einfache 
Art  durch  eine  partieUei  Diirerential«fleichun^  darstel« 
len,  indem  dieselbe  äJs  Function  von  i^iy  n  be» 
Imchtel  ^ird.     Setzt  man  der  Kürze  w^cn 

so  ist     F  =  /  "^  •  ai»o  wenn  man  differentiirt 

/•ddr^  JM     .ddR^  dU     ,dR^* 

Addirt  man  diese  drei  Gleichonffen,  so  kommt 

Man  hat  aber  aus  der  oberu  Gleichonf 

.dR      _  (g-x)  ^ 

^'d%0  -       fl»       r 
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fddR^  _  RR  —  ii  —  zy 


^d^^y  R 


s 


j^ddR^        ^diflx         /'^^x  _  ^ 


d4»^   '  Vd,»/   •  \di 

und  man  sieht  hieraus,   dass 

ddV    ^.ädV.        .ddV 

seyii  rnuss.  Welches  die  verlangte  Gleichung  ist.  Es 
ist  aber  wohl  zu  merken ,  dass  dieselbe  blos  fiir 
Punkte  ausserhalb  des  anziehendep  Körpers  ffilt,  weil 
die  inuerhalb  statt  findende  Anziehung  nicht  durch 
eine  einzige  Integration  der  Formel  V  gefunden  wer- 
den kann. 

§•    306- 

Wir  wollen  in  dem  Ausdruck  von  V  (§.  304.) 
statt  der  rechtwinklichten  Coordinaten,  die  Polar- 
coordinaten  einführen,  und  setzen  den  Abstand  eines 
Punktes,  dessen  Coordinaten  x^  y^  z  sind,  vom  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  =r,  den  Winkel,  den 
dieser  Radius  mit  der  Ebene  der  x,  y  macht  =4', 
den  Winkel,  den  eine  durch  den  Radius  und  die 
Axe  der  z  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  der  JSt  i 
macht  =  (p.     Hierdurch  hat  man  bekanntlich 

a;  =  r.  cos  <p.  cos  y^ , 

y  z=i  r,  sin  <p,  cos  >}/ » 

z  =  r.  sin  ij/. 
und  wenn  wir  die  auf  den  Punkt,  dessen  Cbordinateff 
4,  );,  i  sind.)  sich  beziehenden  Polarcoordinaten  dnrck 
r ,  ^\  %|/'  bezeichnen ,  so  erhält  man  auf  gleiche  Art 

4  =  r'.  cos  (p\  cos  -^'^ 

n  =  r\  sin  (p\  cos  ij/'i 

i  =  r'.  sin  ^\ 

Es  ergiebt  sich  hieraus  nach  den  gehörigen  Re* 
ductionen 

(S-:r)'-  +  {n-yy  +  (i-zy  =: 

rV —  2rV  [sin  <\/  sin  >}/'  -|-  cos  ^  cos  \)/'  cos(f(>' —  9>)]  -^  rn 
und  da  nach  der  Methode  de&  §.  277.  fdas  Element 
dM  =£  p.  rrdr  d^.d^  cos"^ 
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gefunden  wird,    wo  p  die  Dichtig;leit  desselben  be- 
zeichnet,  so  wird 

y  =  y     ■     ■  ■       ■  •      ■ 

VTrV  —  2r  r  cos  q  +  rr] 

werden,  indem  wir  der  Kürze  w^en 

Min  >)/.  sin  '^'  +  cos  i]/.  co*  ^J/'.  cos(jp'  —  ^)  =  co*  o. 
annehmen.     Man  bemerkt  leicht,  dass  <d  der  Winkel 
ist,    den   die  beiden  Radien  r  und  r'  mit  einander 
bilden. 

§.  307. 

Man  kann  nnn  V  als  eine  Function  yon  r',  €p\  4^' 
betrachten,  so  dass 

aeyn  wird.     In  so  fern  V  als  eine  Function  von  §,  >y, 
^  angesehen  wird,  hat  man  das  Differential 

^dV^  ^dV>,  y-dV^ 

und  da  aus  den  Relationen  zwischen  ^,   riy  4?   r',  ^', 
1^'  die  Gleichungen 

rr'  =  5§  +  n»?  +  44 
*«ng9>'  =  — , 

V45  +  '^'J 

feigen,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

dr^  ^Id^^  L  dn  +  '^d^. 
r  r  r 

Mt  =   —  COS(p'^ zr  cos  f' 

dicos<\»'^         Ad^+-ndn 
^-^^  s=z i,  — — cos  ^ '. 

Setzt  man  diese  Wcrthe  von  dr\  df\  d^'  in  die 
Gleidiung  fUr  dV^   so  kommt 


384 

dV  =.  J  ( — ^cosf'eos^'—  C-7-7J    -. — ^, 


+ {(^)  «■-  *■ 


} 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  det  vorigen, 
wo  V  als  Function  von  ij  nj  i  betrachtet  wurde ,  so 
ergiebt  sich 

( )    =   ( )  CM*  CM*   —  ( ). 

^d^^         ^dr^  ^df''     r'cot^' 

~^d^) ? • 

~  <.d^) 7 — • 

Y.  odurrh  also-  die  drei  nach  den  A'xen  serl^^ten  An- 
ziehungen auch  vermittelst  der  Polarcoordinaten  det 
angezogenen  Punktes  gegeben  sind,  sobald  man  V 
kennt,'  da  die  vor  dem  Gleichheitszeichen  stehenden 
Glieder,  nach  §.  290.,  nichts  anders  als  die  Seiten- 
kräfle  der  Anziehungskraft  sind« 
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§.    308. 


Wir  müssen  nun  noch  df«  Trantformatlon   der 
partiellen  Differentialgleichung  (§.  SUfi.) 

vornehmen ,  indem  in  derselben  an  die  Stelle  der 
rechtiivinklichten  Coordinaten  5,^»  ^?  ^^®  Polärcoor- 
dinaien  r\  <p\  ^'  eingefiibri  werden.  Zu  die^sem 
Zweck  difiTerentiiren  wir  die  drei  Gleichungen  des 
.        «  ^^y>K      räV^      r^V>. 

vorigen  Paragraph»,  welche  \j^)^    v"37^'    ^1^) 

angeben,    so  kommt 

F=      f -TT-)  COÄ0  C09-^  —    C  I'    — 

Cdd  V  ^    CO»  (p^  sin  tJ/'  I 


Y — - — .  j  cos(p'cos<if'  —  C ^     — 

^dr'dfp'^       ^        ^         ^df^^    r'cos-^' 

(ddV  ^    cos  <p'  sin  i]/' 
dtp'd^'J  r' 

—  ( )sinfp,cos^' — ( 1  1— 

,    •  rf  F  ^    sin  fp'  sin  ^' 


d<p\ 
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ädV  ^  .        .   ,       ,^ddV  ^    .  9infp' 


'<dr'd^'^      ^        ^        W£i1^v     ^ 


(ddV^    cos  ^'  sin  ^' 

Es   wird  also  das  vollständige   Differential  T^n 

(dw^ 
—) ,  die  Form 

Pdr'  +  fid?^'  +  ÄJi}/' 
haben,  wo  P,  QfR  die  so  eben  entwickelten  Coeffi- 
cienten  bedeuten.    Man  hat  nun  ans  vorigen  §. 

dr  =  cos(p'  cos  ^\  d%  +  sintp*  cos  -^'^  dm  +  sin  '^\di^ 

,  ^  co*<f>'     _  sin^p'     ,. 

r  cos-^  r  cos^ 

sin-iif' costp'           siny^'sintp'  cos-^' 

d^    = d% -; dn+-^^i{. 

T  T  T 

-T- )  aber  nur 
das  in  d%  mnitiplicirte  Glied  brauchen  ^  so  haben  wir 

Subsütuirt  man  statt  P,  O,  Ä,  — ,    ^',    £1' 

ihre  Werthe,    so  kommt  nach  den  gehörigen  Bednc- 
tioxf  en 

( )  =  ( )ros^'»co*ü/'»  +  f-_^J!!^i_ 

^d%^^         ^dr'^J  ■  ^d^'^^r'r'cos^'^ 

fddV^   sin  ^^  cos  f'^ 

_  9  C  ^^  \    *tn  9^^  cot  9sr 


^ 
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(ddV  ^     co$ (p'^  co.f ij/'  »in  ij^' 
N     — J- 1 1. 

^  ddV  ^    cojfp'  MJnf'  sin-^' 
/£?  F\     *m  9^'»  +  cos  <p'^  sin  >J/'« 


+  o 


r' 


§.    309- 

Die  beiden  übrigen  partiellen  Differentialien 

ddr\      rd4V\  ,  ,        , 

)  ?    (  "^ —  I  können   nun  auf  dieselbe  Art  ffe- 

nden   werden  5     allein  man   wird  sich   bei   einiger, 
afmerksamkeit  auf  die  Zusammensetzung'  der  Glei- 

>£if\      /-^/Fn       rdV\^     .s.S. 
mngenfurQ— ^,    Q— J  ,    Q— J,   .r  .  d^  ,  d^' 

ese  Arbeit  ersparen  können.    Denn  man  wird 

ddy\  ^ddV^  ^    , 

)  aus   (  T  finden,    wenn  man  statt  9 , 

dri^  J  N  d^^  J 

(ddV\ 
) 
di'^  J 

(ddV\ 
h  indem  (p  =  0  genommen,  und  statt  ^\ 

'  —  90  substituirt  wird.    £s  wird  auf  diese  Weise 
V.ii+ V     r'r'  cos  +'  ^  \drV     r' 


388 


f  3ia 


Maltiplicirt  man  die  gante  Gleichone  durch  rV , 
und  bemerkt,  daM  die  vor  dem  Gleicnheitsseichen 
stehende  (rrüsse  Ntdl  ist,  so  kommt 

\dr'*/  ^       \dr'/  ^  \df*J    eoif* 
Man  üeht  aber  leicht,  dan  . 


/^^\         fdVy.     sin  ^' 


1 

'       COS  4' 

cosY 
d.{i- 

J 

» 

^f* 

t 

indem  man  «in  ^l«'  =  (*  setzt.    Fol|plich  wird  die  Gbi- 
cfinng  für  V  diese  Gestalt  haben 

_£Fn 


0  = 


(!-(»!')(—  « 


d^ 

1  —  P<* 


rfd.  r*  r> 


^'C-^) 


(A) 


§.    311 


Der  Ansdmck  von  V  (§.  306*)  kann  auf  sw« 
verschiedene  Arten  in  eine  Reihe  verwandelt  ^rerdn, 
indem  man  entweder  das  Radical  in  eine  nach  nigi- 
tiven  Potensen  von  r\    odec  in  eine  nach  positiT« 
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tenzen  von  r'  fortschreitende  Reihe  entwickelt. 
B  erste  Reihe  wird  dann  conv^rgiren,  wenn  der 
^ezo^ene  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden  Masse 
^t,  die  zweite  in  dem  Fall^  wenn  der  angezogene 
okt  sich  innerhalb  dieser  Masse  befindet.  £nt- 
ekelt  man  nun  den  Nenner  des  Integrals,  welches 
306.  den  Werth  von  F ausdrückt,  so  kann  man 


dM 


0 


F==/ —  (l  +  ö' h  ß" !-•••. 

»•'  *•'  *••  2 

zcn,  wo  Qi\  Qf*  .  .  •  ♦  Functionen  von  cos&  ans- 
acken j  deren  Form  wir  aufsuchen  müssen.  Da 
'h  das  Integralzeichen  nicht  auf  r'  bezi^ht^  so  wird 

rT  =/rfJlf(l  +  ß'.  -^  +  Q."  ^  +  .  .  0 

I^ch  auch  9  wenn  man  zweimal  hinter  einander 
ich  r   differentiirt : 

id  wie.  man  leicht  sieht  ist  hiervon  das  allgemeine 
ied,  welches  r""  +  ^  zum  Divisor  hat 


.m 


fm  (m  +  1) 


.  QT.  dM. 


Eben  so  findet  man  das  allgemeine  Glied  von 
^ddV^ 

\d(p"^\ 

1  —  ft^ 

iCd^J 


{a) 


M 


dM 


1  —  ^^        y,/m  4- 1 

id  endlich  das  allgemeine  Glied  von 


(») 


"•«--'•'(f) 


/ 


(«) 


19 
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§.  312. 


Substituirt  man  die  Reihen,  welche  durch  dieie 
•drei  Differentiationen  entstanden  sind,  in  die  Glei- 
chung (A)  §.  309.  und  bedenkt,  dass  die  Summe  der« 
selben  für  alle  Werthe  von  r'  Null  sejrn  muss,  so 
folgt,  dass  das  allgemeine  Glied  gleichfalls  verschwin« 
den  wird ;    man  erhält  daher 

0  =  (a)  +  (b)  +  (c). 
Obgleich  nun  diese  allgemeinen  Glieder  durch 
Integrale  ausgedrückt  sind,  so  kann  man  doch  das 
Integralzeichen  weglassen,  weil  natürlicherweise  wenn 
ein  Integral  Null  ist,  auch  das  Differential  verschwin- 
den muss.      Vernachlässigt  man   ajosserdem   die  ge- 


—TU 

r 


meinschaftlichen  Factor en  -— ».  dMp   so  kommt: 

.^iftn  +  i 


0  = 


+   ^ +  m(m  +  1)  ö('")  ,' 

welche  die  Bedingungsgleichung  ist,  der  die  Function 

X2('")  unterworfen  seyn  muss. 

§.  313. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  diese  Grossen  A', 
JQ"  .  >  .  .  rationale  und  gansse  Functionen  von  coi9 
s^yn  müssen,  und  dass  die  höchste  in  ihnen  vorkom- 
mende Potenz  von  cosoi^  diejenige  seyn  muss,  deren 
Exponent  mit  dem  Index  übereinstimmt,  so  dass  s.  B* 

in  Xi^'"^  cos^^  die  höchste  Potenz  seyn  wird.     Mai 
hat  also  die  Form 

aW  =  «.  cos^"^  +  S.  cosm^-^  + , 

wo  a,  6  .  .  .  .  constante  Grössen  seyn  werden.    SeW 
man  ferner  statt  cos  o  seinen  Werth  (§.  306») 
sin  ij/'  9in^^  -f"  ^<^  4«  <^^  4'''»  cos(f^ .—.  if) 
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SO  lässt  sich  Q^"^^  in  eine  geschlossene  Reihe  ent- 
wickeln 5  die  nach  Potenzen  der  Grösse  cos{(p'  —  (p) 
fortschreitet,  und  deren  Coefficienten  Functionen  von 
sirf^y  sin-^^  cos-^^  cos-^'  seyn  werden.  Nun  ist 
aber  bekannt,  dassjede  Potenz  eines  Cosinus  ^ich 
durch  di^  Cosinus  der  Vielfachen  des  Winkels  aus- 
drücken lässt,  folglich  wird  man  auch  ' 

ilW  =  Ji')  +  TUo$((p'—(p)  +  T'cos2(f'  —  tpl 

setzen  können,  wo  T°9  7*,  2^'  ...  .  bJos  •»}/  und  tJ/' 
enthalten.  Dass  die  Vielfachen  des  Winkels  ^'  —  ^, 
nicht  höher  als  bis  zum  m  fachen  im  Ausdruck  von 

ö^"*^  steigen  können,    ist  daraus   einleuchtend,^  dass 

keine  höhere  Potenz  als  cosm"^  darin  vorkommt,    die 

also  auch  nicht  höhere  Potenzen  als  cos{(p' — <(>y^  her- 
vorbringen kann,    und  das  höchste  Vielfache   in  der 

Entwickelung  von  CQs(<p'  —  9^)  "* »  cosm  Qp' —  (p)  seyn 
muss. 

§.   314. 

Setzt  man  die  Differentiale   dieses  Werthes  von 

ß^'"^  in  die  Gleichuhg  (B)  §.  312.,  so  findet  man  auf 
ähnliche  Art,  ais  im  angegebenen  Paragraph,  dass 
die  Functionen  2*,  2^' ...  so  beschaffen  seyn  müs« 
sen,  dass  allgemein 

d  rf'*) 

d^      ^       ^^         y(n) 

d^  1  —  ft/x 

+  m.  (m  +  1)  yf")  ^  0 

werden  wird,  wodurch  sich  die  Form  der  Function 
2^**^  bestimmt.  Aus  dem  Werth  von  tos  o»  sseigt 
«ich,  dass  -^  mit  ^'  vertauscht  werden  kann,  ohne 
dass  sich  hierdurch  die  Form  des  Ausdrucks  ändert  \ 
«s  wird  also  o!^^^  eine  symmetrische  Function  von 
^  und  ^'  seyn ,  tind  aus  dem^elb«»  Grund«  auch  T^^h 

14* 


u*«- 
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§.  315. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  die  Erde  sey  ein 
Revolutionskörper,  der  aus  Schichten  von  ungleicher 
Dichtigkeit  besteht,  so  ist  es  am  natürlichsten  vor- 
auszusetzen, dass  die  unendlich  dünne  Schicht,  deren 
Dichtigkeit  homogen  ist,,  ebenfalls  durch  Umdrehung 
um  die  Axe  entstanden  sey.  Behielte  man  z.  B«  die 
Annahme  bei,  die  Erde  sey  ein  Sphäroid,  so  würde 
man  alle  Schichten  von  gleicher  Dichtigkeit  ebenfalb 
als  Sphäroi'de  betrachten  müssen,  deren  Umdrehungs- 
axen  mit  der  der  äusseren  Oberfläche  ztisammenial- 
len.  Lässt  man  bei  dieser  Voraussetzung  für  ii^end 
ein  Elen^ent  der  Masse  >]/  und  r  ungeändert,  sondern 
ändert  blos  (p ,  so  wird  man  zu  lauter  Elementen  von 
gleicher  Dichtigkeit  gelangen,  und  die  Grösse  p,  wel- 
che die  Dichtigkeit  bezeichnet,  muss  daher  von  <f 
unabhängig  seyn. 

§.     316. 

Man  kann  daher  die  erste  Integration ,  die  znr 
Auffindnnff  des  Werthes  von  V  noth wendig  ist,  rück- 
sichjtlich  der  Grösse  d(f>  vollziehen,  ohne  die  Function 
p  zu  berücksichtigen.    Nun  war  (§.  311.) 


V 


=  /^(.  +  a'^ +«.-£_ +  ,...1 

und  wenn  man  statt  dM  seinen  Werth  (§.  306*) 

q.  rrdr*  d(p.  d-^.  cos-^» 
substituirt.  so  erhält  man 

■^r-         pp*  rr  dr  d-d/,  cos-^f    ^  r 


r 
r» 


r  * 

'  t '  •  .  •  • 

Die  Integrationen  müssen  hierbei  bekanntlich  von 
^ .==:  0   bis  ^  ±=z  2^  ausgedehnt  werden.      Betrachist 

man  nun  das  Integral  /Qf<^^  d(p^    so  sieht  man  am 
§•  313*,  dass  allgemein 
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+ +  fT^'^^d(p.  cosm{(p'-^  (p) 

werden  wird.  Aliein  zwischen  den  angegebenen 
Cränzen  von  <p,  sieht  man  leicht,  dass 

fT\   dtp.  cos  (<p'—<p)  =  0 

fV.  d(p.  cos2if'—<f>)  =  0 


•  •  • 

/T^"^\d(p.  cosm{(p'  —  (p)  =  0. 
seyn  muss ,   so  dass  blos 

yX2"")  d<p  =  fT"  d(p  =:  2^1^ 
bleibt. 

Man  hat  also,  wenn  man  statt  2^,  ST^  setzt,  um 

anzuzeigend  dass  es  das  erste  Glied  der  Entwiclielung 
von  ü^^  ist 

F  =  —  y P  rr  dr.  d-^  cos  i}/.c    1  +  T»  — 
r'      '  j  r' 

+  ^4  ~2'^ 

so.  dass  wir  noch  die  beiden  Integrationen  nach  r  und 
4  auszuführen  haben. 

V 

« 

§.   317. 

Man  muss  nun  den  Radius  Victor  r  als  eine 
Function,  eines  bestimmten  Radius  Vectors  derselben 
Schicht  von  gleicher  Dichtigkeit,  und  des  Winkels 
^  betrachten,  und  wir  wollen  für  diesen  bestimmten 
Radius  Vector  denjenigen  nehmen,  für  welchen  der 
Winkel  i)^  Null  ist.  Bezeichnen  wir  denselben  durch 
^,  so  wird  die  Dichtigkeit  in  jeder  Schicht  als  eine 
Function  von  g  angesehen  werden  müssen.  Bildeten 
z.  B.  die  Schichten  von  gleicher  Dichtigkeit  ellipti- 
sche Sphäroi'de,  in  denen  das  Verhältniss  der  Axen 
'  immer  dasselbe  Bleibt ,  so  *  würde  g  allgemein  die 
halbe  grosse  Axe  des  Sphäroids  bezeichnen ,  und  wenn 
man  die  halbe  kleine  Axe  durch  ng  bezeichnest,  so 
erhält  man  in  diesem  besondern  Fall 

r    =:    — ■  • 
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Da  nun  bei  der  Integration  nach  der  veränder- 
lichen Grösse  r ,  >]/  als  constant  angesehen  werden 
muss ,  so  wird  man  statt  dr\  das  Differential  P.  dq 
setzen  können,  wo  F  eine  Function  von  q  und  4 
seyn  wird.     Wir  nehmen  der  Kürze  wegen 

fq.rr.dr=:N,    /^.rKdr=zN',     fp.r^.  dr  =^N", 

n.  8.  w. ,  WO  die  Integrale  von  7  =  0  bis  zu  dem 
Werthe  von  q  genommen  werden  müssen,  welche* 
derjenigen  Schicht  entspricht,  welche  durch  den  an- 
gezogenen Punkt  geht.  Liegt  der  Punkt  vöH^  aus- 
serhalb des  anziehenden  Körpers,  so  muss  das  Inte- 
gral von  9  =  0  bis  zu  dem  Werthe  von  ^,  der  dw 
Oberjfläche  zugehört,  genommen  werden. 

Endlich  sehe  man  die  Integrationen  nach  >)/,  von 
AJ/  =r  —  90^  bis  ^  =  -j-  90*  genommen,  als  ausgeführt 
an,  und  setze 

/N  ►        d-^.  cos  i}/  =  i 

fJS'.T^.d-:^^.  cos-i^  =  L' 
JN'\  T^.d-^.  cos"^  =  L"  u.  8.  w« 
so  erhalt  man  folgenden  Werth  von  F, 

§.     318- 

Dieser  Werth  von  V  giebt  aber  blos  die  Ansie- 
hung derjenigen  Schichten,  welche  um  den  Mittel- 
punkt des  Körpers  bis  zu  derjenigen  Schicht  gelegt 
sind,,  die  durch  den  angezogenen  Punkt  geht*  Um 
den  übrigen  Theil  der  Anziehung  zu  erhalten  ^  mii- 
sen;  wir  das  Radical 

(r V  —  2r*r  cos  ^  -{-  rr)''  '^^ 
in  eme  Reihe  entwickeln ,  die  nach  den  positiven  Po* 
lenzen  von  r'  fortschreitet. 

Man  sieht  leicht,  dass  man  in  diesem  Fall,  wenA 
Sias  zur  Unterscheidung  statt  F,  V  setzt, 

r  =/fll  u+ß'I.  +ß-!_.  + .] 

*^    r  r  r* 

erhalten  wird,  wo  il%  Q/^  .  .  .  .  dieselbe  Bedentiuf 
als  §.  316^  haben.  Substituirt  man  statt  dÜ  seiB« 
Weirth  und  integrirt  nach  <^,  so  kommt,  wie  §.  3i6i 
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r=z2n/?.rdrd^.  cos-^ll  +  T,  -  +  T,  —^  . ..]. 

r  r* 

Int^rirt  man  nun  nach  r,  und  fietot 

fp.  rdr  =  91* 

fp.  dr  ^  91' 

är 
fp.  —    =  91"  u.  s.  w- 

r 
vro  die  Integrale  von  dem  Werthc  von  7,    weldicr 
4er  durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Schicht 
entspricht,    bis  zu  demjenigen,    der   der  Oberfläche 
sagehört,  genommen  werden  müssen,  so  wird,  wenn 
noch   der  Kürze   wegen   die   zwischen   den   Gränz^u 
4^  =  —  90*^  und  1}/  =:  4-  90°  genommenen  Integrale 
/9l  .        ^^.  C05  ^  =  8 
/9l'.  T,.dy\,.  cos<\^  ==  8' 
/9i".  T^.d^i^.  cos<i^  =  i''  u.  s.  w^ 
annimmt, 

F'  =  2n  [i  +  gV  +  8"r"  + J. 

§.  319. 

Nun  ist  in  §.  290  und  291»  gezeigt  worden,  da&g 
eine  flüssige  Masse,  auf  welche  nach  den  Richtungen 
der  drei  Axen  §,  tj,  4j  die  Kräfte  P^  Q,  R  wirken, 
im  Gleichgewichte  seyn  wird,  wenn  die  Gestalt  ihrer 
Oberfläche  durch  die  Differentialgleichung 

Pd^  +  Qdn  +  Rdi  =^  0 

ausgedrückt  wird. 

In  unserm  Fall  sind  die  Jträfle,  welche  auf  die 
flüssige  Masse  wirken,  die  Anziehung  der  einzelne» 
Theile  derselben  gegen  einander,  und  die  durch  die 
Drehung  hervorgebrachte  Centrifugalkraft.  Die  An- 
sieban^skräfte  geben  den  Ausdruck  §•  276« 

Xdl'  +  Ydn  +  Zdi 
und  die  Centrifugalkraft  giebt^  da  sie  den  Anziehun- 
gen entgegengesetzt  ist 

—  2/4^4  —  2fndn 
folglich  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche  der  flüc- 
•igen  Materie 
^rf4  +  Ydn  +  Zdi  —  2f  m  —  2/  ndn  ==  0- 
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V 

§.   320. 
Wir  sehen  ferner  aus  §,  304. »  dass 

seyn  wird,  folglich  hat  man 
—  {Xd^  +  Ydn  +  ZdO 

und  da  V  blos  eine  Function  der  drei  Coordinaten  % 
^,'§  des  angezogenen  Punktes  ist,  so  ist  bekannt,  da» 
die  hinter  dem  Gleichheitszeichen  stehende  Grösse 
das  Yolikommene  Differential  von  V  ist. 

Die  vorige  Gleichung  der  im  Gleichgewichte  be- 
findlichen Oberfläche  der  Flüssigkeit 

Xd%  +  Ydn  +  Zdi  —  %f{%d%  +  -iidi)  =  0 
verwandelt  sich  daher  in  diese ; 

d^  +  5/  (§^5  +  Uri)  =  0 
oder  wenn  man  integrirt 

wo  c  die  Constante  bedeutet.  Setzt  man  statt  %  ^^^^ 
t{  ihre  Werthe  aus  §.  306. ,  so  wird  44  +  'J'l  = 
rV  co5\}/''^,    folglich  auch 

V  +  /rV  CO*  i}/'a  =  c 
und  dieser  WerJth  von  V  ist  der  Summe  der  beiden 
in  §.  317  und  318.  entwickelten  Reihen  gleich,  d.  h. 

iL        L'        L" 

l   8  +  8V+8Va+ 

§.    321- 

Betrachten  wir  zuerst  einen  Körper ,  .der  nur  mit 
einer  wenig  tiefen  Schicht  der  Flüssigkeit  überdeckt  ist, 
wie  dies  bei  der  Erde  der  Fall  ist,  da  das  Meer  über- 
all %^^^\\  die  Dimensionen  dieses  Körpers  eine  öor 
geringe  Tiefe  besitzt,  so  wird  die  vorige  Gleichung 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  immer  noch  jstatt  fin- 
den, da  es  ganz  einerlei  ist,  ob  die  Ant^iehungskrSfie 
von  einem  flüssigen  oder  einem  festen  Körper  heB- 
kommen.      Bei  dieser  Voraussetzung  können  wir  die 
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Anziehang  des  Wassers  nnter  sich  ganz  vemachläs- 
ligen,  nnü  es  ist  dann  einleuchtend^  dass  der  Werth 
von  V'  oder  die  Reihe 

2^(8  +  gV  +  rv'  + ) 

Null  werden  muss,  weil  die  Gränzen  für  r  zwischen 
welchen  der  Ausdruck  integrirt  wird,  mit  einander 
zusammenfallen,  und  die  Gleichung  der  Oberfläche 
wird 

c  =Jr't^cosy^  +  2p  (£+  £  +  7^  +  ••••). 

Nimmt  man  ausserdem  an,  dass  die  Gestalt  der 
Schichten  nicht  sehr  von  der  Kugel  abweicht  ,  so 
wird  r  nicht  sehr  von. 7  verschieden  seyn,  und  wir 
können  r  =  ^  (1  —  &0) 

setzen,  wo  q  die  Bedeutung  des  §.  317.  hat.  Die 
Grösse  6  ist  ein  kleiner  Coefficient,  und  0  bezeichnet 
eine  Function  von  •^.  Man  begreift  leicht,  dass  wenn 
die  Schichten  in  der  Ebene  der  §,  ^,  ihre  grösste 
Ausdehnung,  haben  sollen,  und  zugleich  ' gegen  diese 
Ebene  symmetrisch  liegen,  r  für  gleich  grosse  posi- 
tive und  negative  Werthe  von  -^  einerlei  Grösse  ha- 
ben muss^  folglich  wird  6  als  eine  Function  von 
gin  1)/^  angenommen  werden  können. 


§.    322. 

Wir  müssen  jetzt  die  Form  der  Functionen  y„ 
Tj  .  .  •  bestimmen,  wönn  wir  die  Integrationen  wei- 
ter ausführen  wollen.     Die  Gleichung  (§.  314.) 

i2.(l— ftft)— - — 

^  +  ,   ^^    ,.   y(-) 

•■.  <Z(t  1  — Pft 

+  m(w  +  i)  yw  =  0    _ 

iteducirt  sich,    da  T{m)  im  Allgemeinen  aus  T^^^  ent- 
^ht,  indem  der  Index  ti,  Null  gesetzt  wird,  auf 

id*(l  — p(*)--^ •  F 

,.- 1- 1-  m.  (m  +  1)  T,jn)  =  ö« 
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Es  ist  übrigens  leicjit  zu  sehen,  dass  Tfir  dieser 
Differentialffleicnunff  der  zweiten  Ordnung^,  Genüge 
leisten  werden,   indem  wir 

setzen,    wo  a^  b,  c  unbestimmte   Coeffcienten  sind. 

Um  dieselben  zu  bestimmen,    substituire  man  diesen 

Werth,    so  wie  sein  Differential   in  vorige  DiFeren- 

tialgleichung ,    und    setze    die   zu   gleichen    Potenzen 

von  ft  gehörigen  Coefficienten  Null,  so. erhält  man 

rn.  m  —  1 

J  =  —  — — a, 

2(2m  — 1) 

(m-2)(m-3)     ' 

C   === ; r ^  ,     U.   5.  W- 

4  (2m  — 3) 

wo  man  leicht   das  Gesetz  des  Fortganges   bemerkt 
Es  wird  daher 

^(m)   =  Ä  ^t*  2(2m  — 1)   ^ 

m.m--l.(m— 2)m — 3     ,„_4 

•     2.  4.  (2m— 1)  (2m  —  3)  ^ 
so  dass  also  der  Coef&cient  a  unbestimmt  bleibt.    Be- 
zeichnet man  die  Reihe  durch  M^"*\  so  hat  man 

wo  M^"^^  eine  Function  von  ft  oder  #w4''  ^ßt-      Nnn 

soll  aber  nach  §.  314.  die  Grösse  7^*"^  eine  S3rmme- 
trische  Function  von  sin  i)/^  und  sin  ^  seyn  $    es  wird 

daher  der  Coefficient  a  als  Factor  die  Reihe  M^^^ 
enthalten  müssen,  indem  man  'in  derselben  statt  p, 
sin  -^  setzt,  folglich  ist 

/C  '     "»"»      m*(m — 1)     .    -„_o 
a  s=:  a^  Vsin  ^ sm  tI/**     -* 

*  2(2m-.l) 

m.(m— l).(m  — 2).(m^3)    .     ,  ,»^4 

^     2.4-(2m-l)(2m— 3)  ^ 

und  a^  wird  ein  blos  von  m  abhängender  CbefiBomt    - 
seyn.    Es  ist  also 


j«»« 
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§.  323. 


Um  den  Coefficienten  a'  zu  bestimmen,    müuen 
wir  auf  die  Entstehung  der  Function  T  zurückgehen. 

Setzt   man  statt  — ,  u,  so  entsteht  die  Keihe  (§. Sil«) 

1  +  ö'tt  +  ö^'m»  +  ö'"m*  + 

aus  der  Entwickelung^  des  Radicals 

1 

»  ,,,^^^,_,^_^^^,,„ 

V"(l  —  2u  cos  o  -j-  uu) 
nnd  -wenn  man  diese  Entwickelun^  nach  dem  binomi- 
schen Lehrsatze  ausführt,  so  kommt 
1  4-  i2'M  +  i2"w2  j^  Qo^^.  +  ...  .   • 

1.  2. 

=  1  +  i  ^  (2cos  © — w)  4 — '-—^  u^  (2cos  o  —  uy 

2.4. 

w*  (2co5G)  —  mV  + 

2.4.6 
Das    allgemeine    Glied    der   zweiten  Reihe   wird 
d^her 

'  • .   U^  (2C0SG)  —  w)"» 

2. 4.  6.  8 2m 

und  es  folgt  hieraus  leicht,    dass  alle  Glieder  die  in 

u'"  multiplicirt  sind,    durch 
1.3.  5.7 2m — 1 

+ 


X"  «ifc.  O*  •r»...».  • 
X*  o»  0*  /••••...« 

m 
.2m- 

~3         COSG)""' 

-2 

1*  Ä*  tJ.  TT*  ••••••  1 

l»  O*  ö»  /•••••••• 

.    m  - 
.2m- 

• 

-2 
-5 

2 

CO«©'"- 

-4 

ausgedrückt  werden  5    da  nun   in  der   andern  Reihe 

der  Coefficient  von  u"^  durch  ß^"*^  bezeichnet  wurde» 
so   ergiebt   sich ,    dass  dieser   letztere  Ausdruck  den 

Werth  von  ß^'"^  darstellt. 

§.    324. 

Es  war  aber  aus  §.  306.  der  Werth  von 
COM  0  =  sin  <^,  sin  ^'-{-cos  t}/.  cos  ^'.  cos{(p*  —  9^) ; 


300 

snbstituirte  man  diesen  Ausdruck  in  dem  von  X^*^,  so 
könnte  man  denselben,  wie  §.  313« >  erwähnt  ist,  in 
eine  Reihe  von  der  Form 

mm)  =  T^^Tcos(cp'—f)+  T'cos2(!p'—9)+''" 

entwickeln^    atlein  da  wir  blos  einen  CoeffiLcienten 

,    suchen  9   so  ist  die  Betrachtung  eines  besondern  Falles 

hinreichend  ^   wir  wollen  daher  annehmen  i}»'  =s  90", 

so  wird   COS&  =  «m>]/9    also   darf  in   dem  ^^erlhe 

von  ü^'^\  der  Winkel  ^'  —  (f^  gar  öicht  mehr  vor- 
handen seyn/  d.  h.  es  wird  T'  =  0,  T^^  =  0  u.  s.  w. 

Folglich  bleibt  blos  die  Gleichung  Ö^"*)  =  2^,  oder 
da  wir  diesen  Werth  §.  316.  durch  Z^^j  bezeichnete 

Zugleich  wird  aber  auch 
öW  = sin  >)/'» 

1.3.5.7 2ot— 3    «üii)'"*~* 


+ 


1.  3.  5. 7  ..•*... .  2/» — 5      sin^^'^^ 


1.2.3.4 rn — 4      2*4. 

—  etc.  etc. 

§.   325. 

Wenn  wir  \)/'=  90^  annehmen,    so  wird   sin^' 

=  1 ,    also  auch  ft  =  1 ,    und   die  Function    itfC"*)  in 
§.  323.   ist  dann  gleich 

m.  m  —  1  m,  m  —  !•  m— 72.  m— 3 

~  2.(2/n  — 1)  "^  2.4.(2/n  — l)(2m— 3) 
m.w  — l.m — 2.m — 3.^«  —  4.'W'r— 5.^^ 

2.  4.  6.  (2ni—  1)  (2m  — 3)  (2m  — ö>       

Setzt  man  m  =  2,  so  wird  M{^)  =  f 

m  =  3,  Mi')  ==  I  ==  -2^ 

'  3.  5. 

m:t=4,  JI/(^)    ::=.\%^^Lh± 

3.  6,  7- 
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nnd   es   Ifisst  sich   leicht    durch  Induciion  schliessen, 
dass 

mjffffi)  1*   -^^  *J*  ^*    0    •    T    •    •    •    •        "* 

""  1.  3.  5.  7.  9 2m— i' 

werden  wird.      Behält  man  blos  die   höchste  Potenz 

von  sin  >)/  in  der  Entwictelung  von  W('"^  §.  323*  bei, 
so.  ist 


/(m)  ==  fl'.  «/I^'". 


1.3.  5.  7.9...  2m— 1 
und  da  in  vorigem  Paragraph  mit  Weglassung  aller 
Potenzen  von  sin  -^ ,  bis  auf  die  höchste 

71             ,    -«-i.  o.o»  /•••••  2m  —  X 
(m)  =  sin  t}/"*.  

1.  2.  3.  4  .....    m 

gefunden  ist,  so  ergiebt  sich  daraus 

^1.3.  5.7 2w  — 1>.» 

a=  f ■ ) 

^1*  2.  3.  4 m        ^ 

nnd  wir  wollen  dies  durch  c^^^  bezeichnen. 


§.  326. 

Entwickelt,  man  das  Radical 
1 

VCl — 2,xur  +  uurr) 
in  eine^  nach  Potenzen  von   u  fortschreitende  Reihe, 
so  findet  man  leicht,  dass  die  Entwickelung 

1  +  V^'  W'z/r  +  \fS'  W^u'^r^  +  ..... 
seyn  wird,  wo  W,  ^".  ,  .  die  Bedeutung  des  §.  322. 
haben ,  indem  man  daselbst  sin  t]/  =  or  annimmt.     Auf 
gleiche  Weise  erhält  man 

1 

2xu  uu  . 

yCiX 1-  — -) 

r  rr 

=  1  +  v^'W'-+v'"^'*''^  + 

Man  suche  nun  das  Integral 
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/: 


dx 


V{i—2xur+uurr).Y{i  —  -' ) 

r  rr 

um  dasselbe  zu  finden,  setze  man 

1  —  2xur  +  uurr  =  yy 
io  redacirt  sich  voriger  Aasdruck  auf  diesen 

/ S-^=:^- 

u  \r(l  —  uu)  {rr  —  r)  -f-  yy 
Hiervon  ist  bekanntlich  das  Integral 


Const 


"JVd  — i/tt)  (rr  — 1) 

,    ^yy  +  (1  —  uu)  (rr  —  1) 
(1  — tti^Xrr  — 1) 
Für  X  =  +  1  wird  dasselbe,  da  dann  x  =  1 —  ur 

"         V(l— ««)(rr— 1) 
und  für  a:  =  —  1  erhält  es  den  Werth 

"         V(l  — ««)(rr— 1) 
folglich  findet  man   däa  Integral  zwischen  den  Grän- 
Ben  a;  =  —  1  und  x  =  -{■  i 

welcher  Ansdmck  von  r  völlig  unabhängig  ist. 


§•  327- 

Man  findet  aber  dasselbe  Integral ,    indem  man 
statt  der  Radicalgrössen  die  entwickelten  Reihen  setzt 

/dr.  (1  +  Vo' *'«r  f  ^^Wu*r*  +  ....) 


r  i  r* 
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Fahrt  man  die  Multiplication  der  Reihen  wirk- 
lich «OS ,  so  sieht  man ,  dass  sich  das  Prodnct  in  drei 
durch  Addition  verbundene  unendliche  Reihen  zerle* 
reo  lasst,  von  denen  die  eine  ^ar  kein  r  enthält; 
oiese  wird)  indem  man  die  Integrationen  ebenfalls 
iwischen  den  Gränzen  :r  =  —  1  und  x  ==  4*  1  ^^u* 
fihrt 

2  +  a'/^'>  dx.  uu  +  a'\f^"^  di:  m*  + 

\  Die  beiden  andern  Reihen  schreiten  sowohl  nach 

\  den  positiven  als  nach  den  negativen  Potenzen  von  r 
&rty  nnd  die  einzelnen  Potenzen  werden  die  Coeffi- 
cienien  von  der  Form 

'VTjC-ö'^W  /*(*).  WW  dx 
haben,  wo  m  and  n  zwei  von  einander  verschiedene 
.  Zahlen  bedeuten. 

§.   328. 

Vergleicht  man  diese  beiden  Entwickelunven  ei- 
aes  nnd  desselben  Inte^als  mit  einander ,.  so  sieht 
man,  dass 

a'   /*'  >  ^fr  ==  5 

a"  J^'"^  dx  =1 

a'"  J^""^  dx  =  i 
und  allj^emein  genommen 

•^  2m +1 

seyn  wird.  Femer  ist  einleuchtend,  dass,  da  beide 
Ausdrücke  für  alle  Werthe  von  r  und  u  einander 
gleich  seyn  müssen,  das  Integral 

/*(«).  m»)dx  =  0 
werden  wird,    was  auch  m  nnd  n  bedeuten  mö^n. 
li  wird  daher  auch  das  Integral 

/*(-).  dx  =  0- 

i 

§.    329. 

Man  hat  aus  §.  317.,    indem  sim^  =s  x  gesetzt 
Wird  IW  =/äW  T^.dx 

wo  das  Integral  von.,  x  =:^^  i  bisxas-f-l  genom- 
men werden  mnss.  Ferner  war  aus  demselben  Pa- 
ragraph jrC^  ^/e.  r*" +2  ifr 
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und  ^;venn  man  hierin  statt  r  und  dr  ihre  dorch  q 
aus^drückten  Werthe 

r  z=  q{i  —  6d),        dr  =  dq{i  —  66). 
suhstit^irt,    so  kommt 

Die  Dichtigkeit  p  muss  als  Function  von  ^  gege- 
ben seyn,  und  das  Integral  yon  q  =  0  bis  zu  dem- 
jenigen Werthe  von  q  genommen  werden,  "welcher 
in  unserm  vorliegenden  Falle,  der  äussersten  Schicht 
des  anziehenden  Körpers  entspricht.  Setzt  man  da- 
her das  zwischen  den  besagten  Gränzen  genommene 
Integral 

SO  ist  j2       ^^ß  constante  Grösse,  und  man  hat 
iV('»)  =  (1  —  6ö)'"+3.  ßC*). 

§.    330. 
In  §.  322>  Iiaben  -wir  gezeigt,  dass 

folglich  -wenn  -wir  diese  Werthe  von  T(m)  nnd  S^"^ 
in  den  Ausdruck  von  i^"*)  snbstitoiren,   so  wird 

2.         3 

.  fd^iw  dx— 

indem   man  (1  —  6^)'"+^  entwickelt,    und  bemerkt^ 
dass  das  erste  Integral  y  W("*)  dx  =:  0  wird. 

§.    331. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  der  Oberfläche  §•  321* 

.  c=/rV^  cosy^+^  (£  +  ~  +  4^  +  •  .  .  .) 
i     ,_  r  '      r     '  •    r  r     r 

so  können  wir  sUtt  r'  den  Werlb  ^'(l— W)  mlM 
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stitniren ,  wo  g'  den  für  die  Oberfläche  geltenden 
Werth  von  7  bedeutet,  und  ß'  dieselbe  Function  von 
sin-^'  ist,  als  0  von  sini^^  datin  kommt,  mit  Ver- 
nachlässigung der  das  Quadrat  übersteigenden  Poten^ 
zen  von  6 

+2^       R  +  --  +  — 7r-  + ) 

+2"'^  (7  +  ^  +  -F-  + ) 

W        9  9  9  *  -^ 

Die  Grössen   L%  L'%  h'"  .  .  •  .    haben  alle  den 
Factor  6 ,  und  lassen  sich  aus  der  allgemeinen  Formel 

für  i^"*^  des  vorigen  Paragraphs  angeben.      Um  aber 
i  oder  h^  zu  haben,   bemerke  man,  das«  §.  317., 
i  =^fNdx^  und  da  (§.  329.)  indem  man  m=0  setzt, 

iV  =   (1  —  6dy  /^.  qqdq 

=  (1  —  36^  +  3^^^^)  j2^ 
60    hat  man    zwischen    den   Gränzen    a:  =  —  1    und 

i  =  ^Q^  —  36Q?  fd  dx 

+  SSSQ"*  /Od  dx. 

Man  setze  nun  fi('")  =  q('">  9""  +  ^,   so  wird  . 

L  ==  2q^7'*[l  — iß/<^^a;  +  i66/ed.dx] 

£<"»)  = — a('»)illf ('")q('» V'w +^  ^  ('w  +  3)(  /^-  ^^'"^ 

§.    332. 

» 

Um    diese    Ausdrücke    noch    etw^«   dbitukürzen, 
nehme  man 

3(^^/0.    dx  s:^  a 

3q**/öö.    dx    =::    Ix 

aC»«)  q^"*)  (m  +  3)  /^^  *('"^  ii«  ■«  5Cf ^). 

ao 
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1.  2 

so  werden  vorige  Formeln 

L  =  7'*  (2q**  —  ßa  +  b66). 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  i 
des   Gleichgewichts,     diyidirt    die    ganze    Gleichung 
durch  2^7 Vj  und  setzt 

so  kommt,    indem  man  die  das  Quadrat  von  6  über- 
steigenden Potenzen  weglässt, 
k  =:  g  cos 4»  (1  —  260'  +  66d'd") 

+  2q»  (1  +  d'6  +  #'»ß'»)  ! 

—  6(a+    i!nC'+   M-"H"-\-   iüf "3C"' + . . . .)    . 
+    66(b+    iüf 854-   i»/»"+   M'äB'H- .  •  •  •)    1 

—  d'66(a+ 2M'A'  +  3il!/"?('+  4ir"'3("+  ....)• 


§.  333. 

Die  von  der  Schwungkraft  abhängende  Grösse  g 
ist  nur  gering,  und  wir  können  sie  der  Grösse  6  pro- 
portional setzen.  Beschränken  wir  uns  dann  blos  auf 
die  erste  Potenz  von  ß,  so  wird  vorige  Gleichung  in 
diese  übergehen,: 

Ä  =  2q°  +  g:  co^i}/'»  +  2q^  d'6 

und  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  ä'ß  sucht,  äo  wird 


0'  = 


+ 


2q"6 

2q^ 


Nun  sind  die  Werthe  von  M!'^\  wC»")  nur  darin 
von  einander  abweichend,  dass  ersterer  der  beson- 
dere an  der  Oberfläche  statt  findende  Werth  von  '^^ 
ist;  setzt  mati  also  in  dieser  Gleichung  statt  üf',  if... 
die  allgemeinen  Werthe  ^',  W ....  so  geht  ^  in  ^ 
über,  und  man  erhält 


e  = 


+ 
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2q^ 
Es  ist  ferner  aus  §.  322. 

folglich  kann   man  auch  für  cos-^'^^    % — ^''setzen, 
so  dass 

e  ^  ^  — 2r  —  §g 

[  ,    a  +  W'2t'  +  *'''«'"+  .... 

2q° 

werden  wird. 

§.   334. 


•  - 


Bemerkt  man  nun,  dass  nach  §.  328' 

/wH'  ^  =  JL. ^    und 

«("»)      2m  +  1 

yqr(m)   qnn)  ^^  ^  q,     SO  wie  auch 

/*('">  <ix  =  0 
wird ,  so  erhält  man  das  Integral 

/•/ij          ^-gq"  — Ig  +  ftg 
/  oax  = . 

Auf  ffleiche  Weise  findet  man  noch 
.  2t' 

2t"6  +  «  1 

fd.  *"  dx  = i-f.  yW"'  da: 

fd.  W'dx  =  -1—./*'"    dar 
"^  2q° 

/#.  *"  dx  =  -— -.  /*"     dx 

etc.  etc.  etc. 

20* 
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V 

Setzt  man  nun  statt  der  vor  dem  Gleichheits- 
zeiclien  stehenden  Integrale  ihre  Werthe  aus  §.  332. 
und  an  die  Stelle  der  hintfer  demselben  beiipdlicheu, 
die  so  eben  angegebenen  Werthe,  so  bommt 

6q'''  ""    7fl°  '      7q^         9q^  /     ' 

etc.  etc.  -etc. 
und  wir  müssen   aus   diesen   Gleichu]3|;en   schliessen, 
dass 

2C'  =  0,    T"  =  0,    3C^^  =  0,  etc.  etc.  .  . 
sey n  muss ,  und  blos  der  Coefficient  X'  einen  bestimm- 
ten Werth  erhält,  der  sich  aus  der  Gleichung 

finden  lässt.     Man  erhält  aus  derselben 


(<,o_,")6 

§.  335. 

Substituirt  man  ditiee  Werthe  von  3C',  %'\  %'".... 
in  die  Gleichung  (§.  333.) 

—  5^;g 

so  kommt  der  Werlh  von  0' 

ö'  =    fe  -  2<l°  —  g  C05  ^'-^  _a_  '. 

2q°6  "•■  :jq» 


•!>J.-3 


.2q«6  (qO  —  q'O 
Nun  ist  aber  aus  §.  332- 

/ö.  ££j:  =  — 
3q« 
und  da  wir  §,  334-   gefunden. hab^n,    dass   daMcibe 
Integral  auch  durch 

fc_2qo-^fg  +  a6 
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isgedriickt  werben  kann,  ^o  wird,  indem  maa  beide 
Berthe  einander  gleich  setzt 

[glich  auch 

g     _  er  +  2g  —  3fe 

Setzt  man  diesen  Werth  in   die  obige  Gleichung, 
eiche  Ö'  angiebt,  so  erhält  man 

4q"  2q;^(q**  — q")* 

Um  die  Grösse  ä  zu  bestimmen,    bemerke  man, 
ISS  für  '^'  =z  0,    d'  auch  gleich  Null  seyn  muss,    da 
der  Gleichung  r' =  ^'(1  — 6ö'),.  ^'  der  für  V  =  0 
att  findende  Werth  von  r*  ist.     Man  hat 

so  für    i)/'=0,    M"  =  —  ij    und  zur  Bestimmung 
m  k  erhält  man  die  Gleichung 
^  ^  2q°  —  Ä  ig  q'^ 


4q°  2q"(q°— q'O 

ieht  man  diese  Gleichung  von  der  obern  ab,  um  k 
L  eliminiren,  und  bemerkt,  dass  JK"  +  J  =  sin  i)/'* 
t,   so  kommt 

60'  =  ä.  f «w  i];'^ 

q^-q" 
Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen 

wird     6Ö  =  Ä  5m  t}/'2^    und 

r'  =  7'  {l  —  h  *m^'0 
elches  die  Gleichung  der  Oberfläche  ist. 

§.   336. 

Man  sieht  hieraus,  dass  wenn  man  blos  die  erste 
>tenz  der  Centrifugalkraft  betrachtet,  die  Oberfläche 
nes  Körpers ,  der  aus  concentrischen  ähnlichen 
ihichten  besieht,  und  von  einer  sehr  dünnen  Schicht 
oer  flüssigen  Materie  bedeckt  ist,  von  der  eines 
liptischen .  Sphäroids    nicht    unterschieden    ist  ^     die 
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Abplattung  desselben  wird   durch   die  Orösse  h  aus- 
gedrüclft. 

Wir  wollen  nun  aber  noch  die  zweite  Potenz 
der  Centrifugal kraft  oder  der  ihr  ähnlichen  Grösse  ^ 
mit  in  Betracht  ziehen,  und  sehen  in  \^e  fern  dann 
eine  Abweichung"  von  dem  elliptischen  Sphäro'id  sich 
ergiebt.  Setzt  man  statt  sin  i^^'^  in  dem  Ausdruck 
von  66'  seinen  Werth  iüf "  +  i  ?  so  hat  man 

60'  =  h  {M''  +  \) 
also  allgemein ,  indem  man  JW  in  W  verwandelt 

60'  =  Ä(*"  +  0 
und  wir  wollen  annehmen ,    es  sey  mit  Berückfiichti- 
.^ung  der  zweiten  Potenz  von  6 

60  ^h{^''  +  \)  +  u\ 
wo  u  die   dem  Quadrate   von   6  proportionalen  Glie- 
der enthält.     Da  nun  §.  332. 

3q"  fOdx  =.  a 
so  wird  auch 

6ci  =  3q"  [fh  iW  +  J)  dx  +  fudx] 

und  eben  so  (§.  332.) 

66h  =  3q«  f6600.  dx 

=  3q"  /ÄÄ  (*"  +  hY  dx. 

§.    337. 

Der  leichtern  Integration  we^en ,  wollen  wir  das 
Quadrat  (4^"  +  i)^  auf  eine  lineare  Form  reduciren. 
£s  ist  nämlich 

(*"  +  yy  =  ^''2  +  2  ^//  4.  I  ^     und  da 

SO  wird  auch 

(W"+  1)2   =  sin  ^^  +  I  (W''_  sin  <^^)  +  f. 
Aus  §.  322.  ist  aber  auch 

W^^  =  ««^/^  —  ^  «'/n}/2  ^  ^s^^     also 

(^''+  i)2  =  W'v  +  I  W''+  ^\  ^m  ^2  +  — . 

9.35 
Setzt  man   hierin   wieder   statt   sin-^'^y     W -{•  J* 
MO  kommt 

(u;^/^  .1)2   ^  4;iT  4.   «  i|i//  ^  «^     und  hieraus 


an 

/(*''+  iy  dx  ^  %y    folgUch  wird 

§.    338. 

Man  erhält  ferner  aus  §.  332. 
63C'     =  4a'    <j'    fSd.  W'    Jx, 
63C"    =  5a"   q''  /6U  ^"    ifa:, 

6%^^    =  7a'^  q^'  /6ß.  ^^^   dx, 
etc.  etc.  etc. 
Iso  wenn  man  hierin  den  Werth  von  ß^  =  Ä(4f"+{)-fM 
ibstituirt,    und  die  Integrale  zwischen  den  Gränzen 
=  —  1  bis  a:  =  -|-  1   nimmt 

6%'    =  4a'    q'   fu  ^'    dx, 

621"    ==  5a"    q"  fu  <P"   £ia:  +  2Äq" 

6r"=  6a"'  q'"/M  W'^'^x, 

621»^  =  7a'^   q'^  /m  ^'^  dx, 

etc.  etc.  etc. 


§.   339. 

Aus  demselben  Paragraph  hat  man  noch 
ssm*    =    6a'  q^  /66dd.  ^f'  dx, 
es  Sä''  =  10a"  q"  /66<?ö.  ^''  dx, 
6685"'  =  löa'"q"' /ö6'ö^.  W'^'^o:, 
66S5»^    =  21a"  q'^    /66ßd.  W^vrfa:, 
66S3V    ^  28a^  q^  /66/?/?.  W^  £ix, 
etc.  etc.  etc. 
Setzt  man  hierin  statt  6660  seinen  Werth  (§.337.) 
hk  (W  +  ly 
1er  was  dasselbe  ist 

hh  (*'^  +  ?  *"  +  0 
id  integrirt  von  a:  =  —  1  bis  zu  a:  =  +  l,  so  kommt 

66S5'     =  0 
66  33''  =  Vq"ÄÄ. 
6685'"  =  0 

6633^  =  0 
6635^»  =  0 
etc.  etc.  etc. 
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§.  340. 


Die  Gleichung  für  k  (§.  332.)  wenn  man  statt 
der.  besondern  Werthe  M',  itf",  itf'"  etc.  die  allge- 
meinen  W,  4^^',  W"  gesetzt  werden,  und  zugleich  fer 
co*^'*,  f  —  T^'^  genommen  wird,  indem  man  be- 
merkt, dass  das  Glied  6660.  g  cos -^"^f  so  wie  die  Reihe 

066  {2M%'  +  4M"'3('''  +  bM^^'Sr  + ) 

weggelassen   werden  ^müssen ,    da   beide   dem   Cubus 
von  6  oder  g  proportional  sind, 

*  =  ^(|  — »t'Od  — 26Ö) 

+  2q»  (1  +  ßö  +  66ÖÖ) 

—  6(ar\-  W'Ä'  +  *"7£"  +  ^"m"'  -\ ) 

+  66  (b  +  «"85'  +  *"»"+  W'"23'"+ . . . .) 

—  6Ö.  (6a  +  3*"  6ä'0. 


§.  341. 

Nan  ist  aber  (§.  336.) 

1  — 26tf  =  1  — 2A  *"  — 5A— 2m 

folf  tich  auch  ^ 

(I  _  *")  (1  _  26Ö) 

=  5_.j/j_*M-|.2Ä*'''» 
—  *"(i  +  f  &_2«).      ^ 
oder  wenn  man  statt  *"*  seinen  Werth 

W"  +  ,V  *"  +  A , 
der  sich  aus  dem  Vorigen  leicht  finden  lässt,    setzt,  , 
so  erhält  man 

(f  —  f'O  (1  —  26Ö) 

=  I  —  A  A  —  t  M 
,    _  ip"  (1  +  f  A  —  0«)  -{-  2A  *" 

f<^^cli  mit  Hin^Y^lassun7  des  Productes  gu, 

«  (I  —  *")  (1  —  2ÖÖ) 

=    1  ^    T*6  Ag 

—  *"(g  +  f  Ag)  +  2Ag*". 
Ferner  hat  man  noch 
1  4-  6tf  4-  6(;öö 
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§.   342. 

Mit  Zuziehung  der   gefiindenen  Werthe   von  a, 

6,  2C',  3C'', ...   S3',  S5" ergiebt  sich  noch 

Sa  +  ^^'6r  4-  Wy63("  +  <**'"62('"  +  . . . 
=  2Äq«  +  3r  fudx  +  2Äq"  W" 
--  4a'  q'  ^'    /m  W'    ^o: 
-  -  5a"  q"  *"  fu  W'  rf:i: 

--  ea'V''*'V"  W'"d:r 
+  etc.  etc.  etc. 

66h  +  'i?'66S&'  +  W66©''  +  ^'"6633"'+.... 

6ö  (6a  +  3*''  6r  0 

=  6<^(2Äq°  +  6q"Ä*'0 

=  2Ä/^(4'*''  +  i)  (qo  +  3q''*'0 

=  2hh  r    i  q«  +  A  q"    n 

L+3q''W«^  J 

§.    343. 

Substituirt   man  nun   alle   diese  Werthe   in   die 
Gleichung,  welche  ä:  ausdrückt,    so  wird 

Ä  =  fg  — AÄ^  +  2q*'  +  ?/2q« 
+  2i/q"  +i  hh(\^  -=-2/2q° 
+  ? Mq^  —  §  A/iq"  —  x%  ÄÄq'' 

+  *"  r2/tq°  +  V  ÄÄq°  —  g  —  f  Agn 


p2/iq"  +  VÄÄq« 

^    —  2/i  q''  +  V 

l  —  2ÄÄq"  +  V 


+  W^^  <2/ig  +  2q°ÄÄ  +  \^q^hh\ 
l        —  6q''ÄÄ 

—  Sq"*  fudx  •     • 

—  äa'    (/    ^'    fu  ^'    dx 

—  f;a"  q''  *"  fu  W  rfx 

—  6a''V"*'''yu  W*"£Zj: 

—  7«'^  q'^  *'^  /m  W'^  £ij? 

—  etc.  etc.  etc. 

Alle  Integrale  /'udXf  fu  W  dx  u.  s.  w»  kann  man 
als  constante  Grössen  betrachten,  so  dass  sich  aus 
dieser  Gleichung 

u  =  ®  +  2>'*'  +  35"^"  +  2)'"*'"  + 

ergeben  würde.    Es  findet  sich  daher 


314 


/«  dx  =  2© 

Ju  W   dx  =  — ^  2)' 

3a' 

/«  W"  dx  =  — i-  ©" 
■'  5a" 


/// 


/m  ^^  dx  =  — ^  ©'^ 

2 

fu  *^'  J:r  =  ©^* 

etc.  etc.  etc. 

Nun  sieht  man  aber  sogleich,  dass 

4a'  q' 

2q"     -^ 

2<t" 

2q" 
etc.  etc.  etc. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  vorige  Gleichungen, 
so  folgt,   dass  die  Integrale 

JuW  dx  ^{^,  fu  ^'''dx  =  0, 

fu  Wt  dx  =  Oi  fu  W^'  dx  =  0, 

etc.  etc.  etc. 
seyn  müssen,  und  es  bleibt  blos 

tt  =  25  +  2)"*"  +  2)'^*»^ 

§.    344. 

Die   Coefficienten   2) ,    2)",    2)'^  sind  nun   so  be- 
schalen ,    dass 

2q"©  =  k  —  2r  +  r\hg+th<i-—%g 
—  i%hhq-  +  A  ÄÄq"  +  6q"  2). 
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Es  war  aber  (§.  335.) 

g  =  o/jqo  _  2hq'' 

alsp  wird  durch  die  Substitution  dieses  Werthes 

—  4^°  2)  =  Ä  —  2q"  +  I  Äq"  —  I  ÄÄq^. 
Ferner  ist 
2q"2)''  =  —  2Äq»  _  y  Mq"  +  g-  +  f  hg 

+  2hq''—  %'^hhq''+  2hhq'' +  %' hhq'' 
+  2q''  25" 
oder  wenn  man  statt  g  seinen  Wertli  substituirt, 
2  25"  (q^  —  q'O  =  ?  M  (q«  ^q'O 
2)''  =  4  ÄÄ. 

Endlich  hat  man  noch 
2q°25'^  :=  —  2hg  +  6ÄÄq''—  2ÄÄq^ 
—  VÄÄq»^  +  yq*^2)^^ 
=  iOhhq"—  6hhq^—  V  Äfrq'^  +  V  q'""©'^ 
folglich  hieraus 

q°  — 5q" 

§.     345. 

Setzt  man  statt  W",   ^»^    ihre  durch  sin  t]/  ausge- 
drückten Werthe,    so  erhält  man 
i^  =  25  +  X>'' (sin  <i^^  —  i) 

+  25'^(.«/i  V  —  ^  sin  ^^  +  ^%) 
und  da  fur^l)^=0,   auch  m  ==  0  werden  muss,   so  hat 
man  noch  die  Gleichung 

0  =  2>  —  i25"+  if*3  25'% 
welche  zur  Weglassung   der  Grösse  k   dient.     Zieht 
man   die   letztere  Gleichung  von   der    ersten    ab,    so 
bleibt 

u  ==  25"  sin  i}/^  +  2)^^  (sin  i)/*  —  ^  sin  >}/*) 
=  (25"  —  f  25'^)  Äi/2 1}/  ^  +  25'^  5m  i)/  \ 

Man    hat    nun    durch    Substitution    der   Werthe 
von  2)''  und  2)^^, 
25"  —  f  25'^ 

^  ^^ P       45q;:-27r:-2ir-, 


=   3hh 


9q"— 7q' 
42q^^  — 105q"+72q" 


9q"— 7q 


IT 
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Der  Kürze  wegen  nehme  man 


q"  — ;q' 
60  wird 

u  =  ^hh(i  +  20  sin  ^^-^  —  Mu  sin  >}/♦. 

§.     346. 

In  §.  336'  hatten  wir  angenommen,  es  soll 
6d  =  h  sin  ^"^   ^  u 
seyn ;  es  wird  daher  der  Werth  von  66  bis  zur  zwei- 
ten Potenz  der  Centrifugalkraft  inclusive 
66  z=  h  sin  ij/^   +  *  ää  (1  +  2e)  sin  i)/» 

—  ehh  sin  4*' 
Nimmt  man  i}/  =  90" ,  so  giebt  der  daraus  her- 
vorgehende Werth  von  66  den  Unterschied  des  Halb- 
messers des  Aequators  und  der  halben  Erdaxe,.  divi- 
dirt  durch  den  Halbmesser  des  Aequators,  an,  wel- 
cher Quotient  die  Abplattung  ist,  die  wir  durch  a 
*  bezeichnen  wollen.     Man  hat  daher 

a  =  Ä  4"  ÄÄ. 

7 

also  auch  umgekehrt 

h  z=z  a  —  aa.  • 

7 
hh  =  aa. 

^    Substituirt   man   diese  Werthe  h  und  kh  in  die 
Gleichung,  welche  66  ausdrückt,  so  ergiebt  sich 

66  =  a  sin  i}/*  -|-  caa  sin  -^^  cos  i}/^ 
also  da  r'==<7^(l  —  66%  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Oberfläche 

r'  =  7'(1  — a  sini^'^  —  eaa  sin-^'^  co^i]/'*). 

§.    347. 

Dieser  Ausdruck  weicht  von  der   Gleichung  de« 
,  elliptischen  Sphäroids  in  der  zweiten  Potenz  der  Ab- 
plattung ab  ^  denn  bezeichnet  man  durch  g^  die  halbe 
grosse  A^e  desselben,  durch  a  seine  Abplattung,  so  ist 

•  V[l  —  (2a—  aa)  cosi^'*]' 
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oder  vrenn  man  diesen  Werlh  bis  zur  zweiten  Po- 
tenz der  Abplattung  entwickelt 

r'  =  <7'  [1  —  a.  sin  >}/'^  —  I  «c:  sin  -q/'»  cos  ^'^] , 

und  man  sieht  ans  der  Vergleichung  dieses  Ausdrucks 
mit  dem  vorigen,  dass  nur  in  demTalle,  wenn  £  =  { 
wird ,  die  Oberfläche  ein  elliptisches  Sphäroid  ist.  Es 
muss  daher  wenn  man  statt  e  seinen  Werth  aus 
§.  344*  setzt 

^    q"  — Jq''^ 
yrerden,  oder 

3q"  +  yq'^  =  lOq". 
Nun  ist  aber  aus  §.331. 

q°  ^'  =  /P-  99^7 
q''  9'  =  /P-  9" ^9 

q-  g-    =  fp.   q-dq 

folglich  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

3q^  +  'yor  =  lOq'' 
fiubstituirt,  so  erhält  man 

37*. /p.  qqdq  +  7  fp.  q^dq 
=   \.Oqq>  Jp*  q^dq 

nnd  man  sieht  leicht,  dass  dieser  Gleichung  Genüge 
geleistet  werdpn  wird,  wenn  man  die  Dichtigkeit  q 
constant  annimmt.      Dann  wird  nämlich 

Jp.  pqdq   =   kpq^ 

Jp.   q'^dq   =   \^q^ 

fp.   q'^dq   =   ^i^q'' 

und  die  Gleichung  selbst  reducirt  sicl^  auf  1  -|-  1  =  2« 

§.   348. 

Dass  die  Bedingung  der  constanten  Dichtigkeit 
im  Innern  des  Körpers  der  einzige  Fall  ist,  in  wel- 
chem ein  aus  ähnlichen  Schichten  bestehender  und 
auf  der  Oberfläche  mit  einer  sehr  dünnen  Schicht 
einer  Flüssigkeit  bedeckter  Körper,  die  Gestalt  eines 
elliptischen  Sphäro'ids  anzunehmen  Im  Stande  ist,  lässt 
«ich  leicht  beweisen.  Man  düFerentiire  die  für  die- 
sen Fall  gefundene,  allgemeine  Bedingungsgleichung 
37*  /f  •  qqdq  +  7  /p»  q'^dq 
=  iOqq  fp.  q'^dq 
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SO   erhält  man,    mit  Weglassang;  der  sich  aufheben- 
den Glieder 

^99  fP'  99^9  =  5  /p.  g^dg. 

Dies  von  neuem  difFerentiirt,    riebt 

und  hieraus  folg^  durch  eine  dritte  Differentiation 

q^dp  =  0, 
also  dp  ==  Oj  und  p  =  einer  constanten  Grösse*    . 


§.   349. 

Wir  wollen  nun  das  Gesetz  der  Schwere  an  der 
Oberfläche  des  gefundenen  Körpers  aufsucl^en.  Die 
nach  den  drei  Axen  zerlegten  Seitenkräfte  der  An- 
ziehung werden  (§.  319.  §.  320.)  durch 

ausgedrückt,  und  um  die  vollständige  Anziehung  auf 
einen  Punkt  der  Oberfläche  zu  erhalten,'  muss  man 
bekanntlich  die  drei  Seitenkräfte  ins  Quadrat  erheben, 
die  Quadrate  zusammenaddiren ,  und  aus  der  Summe 
die  Wurzel  ziehen.  Bezeichnet  man  also  die  Schwe- 
re an  der  Oberfläche  durch  G,    so  wird 

- = (f )■+ (f )■+  (f )' 


§.  350. 
Ans  §.  307'  haben  vrir  die  Gleichnngen 

(ir)  =  C57)  '^''^  *"*  -  0?)  pt;;^' 

(dV^     cos<p'  sin^' 
d^y  P 


\  » 
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ydnJ         \drJ  M93V    r' cosy\^' 

(dV^  sin<f>' sin-^' 

so  dass  man  also  die  im  Ausdruck  von  G  vorkom- 
menden partiellen  Differentialen  C — -^  ,  '  f — ^ , 

— ^,    durch  die  andern  ( — V    ( — ^,    ( ^, 

diJ'  ^dr^'    ^dfy'    ^d<^y' 

ersetzen  kann. 

Man  wird  nun  aber  sehen,  dass  im  Werthe  von 
V  der  Winkel  (f>'  gar  nicht  mit  vorkommt,    folglich 

hat  man  ( 1  =  0 

V  dcpy 

und  dem  Winkel  (p'  selbst  kann  man  irgend  einen 
beliebigen  Werth  geben  ,  ohne  dadurch  diie  Allge- 
meinheit der  Resultate  zu  stören.  W^ir  setzen  den- 
selben daher  gleich  Null,  so  dass  sin(f>'  =  0j  cos<p'  =.  j 
wird.     Durch  diese  Voraussetzungen  erhält  man 

r^>i  -  C—\  cos  U/'  —  /^~^     ^^'^.^^ 
W^y  ~"  \dry  ^^*  VrfT],J         r' 

Es  wird  also  die  Summe 


Ferner  hat  man  aus   §.  307-,    unter  der  Voraus- 
setzung dass  (p'  =  0  sey 

§  =  r'  co5^',    1?  =5  0, 
folglich  auch 
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K  d^y  \  dri  y 

55  +  ^»Z  ==  r'r  co^-^"^. 

Der  Werth  von  GG  lässt  sich  daher  vermittelst 
der  neuen  partiellen  Difierentialien  von  T  anch  fol- 
gendermassen  ausdrücken 

dV^"  .   rdV\^     1 


GG=r^v+r 


- ) 


Kdr'J        Kd-^'J       r'r 

§.   351. 

Wir  müssen  nun  zur  Darstellung  des  Ansdmdn 
von  V  als  Function  von  r'  und  '^'  übergehen.  Zu 
diesem  Zweck  haben  vrir  aus  §.  320-  die  Reihe 

F=  2«r:^  •+ ~  + -^  +  ^  + ....  1. 

Lr'        r»  r'»  r'*  J 

Nun  ist  (§.  332.) 

£    =  9"  (2(|<'  —  6a  +  ß% 
L'   =  —  M'  o'*  (62C'  —  66S5'  ) 
i"  =  —  M''  q"-{(,%"  —  6ß83") 
"^i'"=  —  ilf'VCW"—  66J8"0 
X"  =  —  i»f"  o'"  (65("  —  66S5") 

etc.  etc.  etc. 
Ferner  hat  man  (§.  338.) 

m.'    ==  4a'   (r'    /a  *'    dx 

f,%"  =  5«"  q"  /«  W"  dir  +  2Aq'' 

er"  =  6a'"  <j'"/"  *'"  <i^ 
62("  =  7a"  q"  /«  *"  <te 

65C'    =  8a»   <!»    /k  *'    rf« 

65C"  =  9a"  <l"  /«  *«  dar 

nnd  aus  §.  343. 
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/uW    dx  =z  0 

Ju  *"   dx  =  -^  t>" 

5a 

fu  W"  dx  =  0 

fu  *'»    dx  =  -^  ©«» 

9a" 
/m  *»     da;  =  0  . 

y«  ifT"    da;  =  0.    etc.  etc.  etc. 

Es  wird  daher        .        / 
^'    =  0 

eH"  >  =  2<i"(2)"  +  A) 
.    65t'"  =  0 

6«"   =  V  q"  ©" 

6«-    =  0 

62C^»    =  0.     etc.  etc.  etc. 

Die  Grössen  6ßSy,  S^äB"  u.  s.  w.  findet  man  in 
§.  339*  angegeben  ^  substitnirt  man  diese,  so  vrie  die 
Wertbe  ^\  &%'%  in  den  Gleichungen  für  L\  X'', 
L^"  .  .  .  .^   so  kommt 

i'     -  0 

i"'  =  0 

X"^   ==i  —  y  iJf^7"'q'^(2)^  — 3ÄÄ) 

X^    =  0 

X^    =  0.    etc.  etc..  etc. 

Was  den  Werth  von  X  betrifft,  der  durch  die 
Gleichung 

X  =  9'*<2q^  —  Sa  +  66b)  ;    . 

bestimmt  wird,  so  hat  man  §.  356« 

6a  r=  2Äq^  +  3<}V"^^ 
und  da  (§.  343.,  fudx  =  2^,   so  wird  auch 

6a  =^  2q^(/i  +  325). 

Zwischen  den  Grössen  ©,  2)",  ®"  ß^i^et  aber 
§.  345*  die  Bedingnngsgleichung 

0  =  2)  —  iS)''  +  A35*^ 
statt,  folglich  l\at  man  .. 

32)  ==  2)"  —  3*5  2)'^ 
6a  =  2q«(Ä  +  2)^'—  ,%2)«0. 

Endlich  ist  iioch  §.  337- ,    66b=  5  q"  Aä,    also 
X==;29''q"(l— A— 2)''+ä2)'"+U/^), 

"21 
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oder  wenn  man  statt©",  35»*  ihre  Werthe  ans  §.344 
und  345>  setzt,  indem  i 

2)''  =  f /i/i,         ^^  =  —  ehh 

gefanden  war,   so  erhält  man 

L  =  27'*4"(1  — Ä+A^  — Ä««0. 

§.  3ö2. 

^       Snbstitnirt  man  diese  Werthe  von  X,  i',  X"... 
in  die  Gleichung  welche  V  ausdrückt ,  so  kommt 

-4^9''q"'(Ä-UÄ)—- 

r 
also  wird  durch  Differentiation 

dV  1 

(— )  =  -  4^9'^  Q"  (1  -  /i  +  /3  hh  —  A  e&Ä)  PJ7 

Führt  man  st^tt  k  die  Abplattung  a  nach  §.  346* 
ein  9  so  kommt 

(^)=_4^/»<,o(i_„^.  3:^21  c«)_l^: 

1    -to       /*    ///-  12—6^  üf" 

7        r'* 

Ferner  ist  §.  346. 

also  hieraus,    wenn   man  blos  die  nöthigen  Olieder 
beibehält 
1  1 

+  3aa  Äi/i  i)/'*l 
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■p:  =  :^  [1  +  4«  *m  ^'']  -^        ; 

j. 1^  ,  ■ '    ' 

Hierdurch  Ijekomtnt  "man  die  Entwickeinng  von 


l 


4*  «aa  im^'^  co^y''; 


—  »S^w  9'(i'^  ilf'^  (e  +  3)  aa. 


§.     3Ö3. 

ft  Auf  gleiche  Weise   erhält  man,    indehi   man  das 

'  partlelfe  Differential  von  V  nach  ^'  nimmt,  und  noch 

1  11 

mit  —  multiplicirt ,    darauf  statt  — j-^  ,  •  — ;— -   ihre 


Werthe  setzt 


» 


dFx      1  .       .   ..  düf"  r  12— .«■ 


,V  ±=-in 


I   ^n 


{ ) .  —  =  —  Vf^  Q  ^   I  a  —  aa 

^d-^'J      t'  d<^'   \  7 

+  V^7'r-3Tr  («  +  3)aa. 
Nun  ißt  aber 

also  auch  wenn  man  differentiirt 

^^"  n    •      1/  ,/  ' 

.  =  4co5  4-'  («Vi  4*'*  —  ^  «'»  +0 

Beschränkt    man    sich   auf  die  erste  Potenz   der 
Abplattung,    welches   in  allen   Fällen   für   die  Unter- 

21* 
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«nchangen ,    bei   denen  das  Gesetz   der  Schwere  in 
Betracht  kommt,  hinreichend  ist,   so  erbalt  man 

+  4»9'o  (q*— 2q»  »«4''*— <»"+3q"  «wf  0 
also  auch 

—  32«»  7'»  q»o(q» — q"— 2q"  swii)''» 

-f-3q"  «ni]''»). 
Ferner  wird  mit  VemachlSssiffunip  des  Prodncts  af 

*^  [(^)  '■'"'"*'*  -  (^)  ««'^''^«•^'] 
=  —  16/  «  9  *  q^  CO*  i}/'' ; 
4//  rV'  CO*  ^'a  ~  0. 

Man  erhält  daher  den  Werth  von  GG  (§.  350.) 
GQ  ^  le^a^'aq^a 

-^  32ff»  q"a(q<»  —  q"^2q««/i*''+3q"«»+'»f 

Um  die  Grösse  f  aus  diesem  Ausdruck  wegso- 
schajQfen,  hat  man 

~  =  g ,     (§.  332.) 

g  =  2(q»  — q")Ä,    (§.  335.) 

Ä  =5  a ,    (§,  346.) 
folglich   wenn  man  diese  drei  Gleichungen  mit  ein- 
anaer  multiplicirt 

J^  =  2(q*-nq"). 
Es  wird  daher  die  Grösse 
qo  —  q"-^2q^  *mi}/'»  +  3q"  ün  <^"'  +  J—  co$<\f'> 

=  r  (1  —2*1/14/''  -f-  2cos^'^) 

—  q"(l— 35m^'»7h2co*V) 
==  q^  (3— 45//1  *'»)  —  q"(3  —  5*i»  i}/'*). 
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§*  354. 


Substitairt  man  diesen  Werth  in  die  Git^ichungp 
für  GGy  und  zieht  dann  alif  beiden  Seiten  die  Wur- 
zel aus,  so  kommt  der  Werth  der  Schiyere 
G  =  4ng'q^—inq'ar     q«  (3  —  4  «/n^'Ol 

L— q''(3  — 5  *w^'»)J 
Am  Ae<raator  wo    t]/'  =  0  ist,    sey  die  Schwere 
=  G**,    am  Pol  wo  >)/'  =  90°,    sey  dieselbe  =  G\    so 
wird 

G°  =  43r9'q*»  —  12n  g' a  ((^^  —  q'') 

&  =  4Ä/q''+  123r^'a(jqO  — sq"). 
Setzt  man  q''  =  q°  d,   so  hat  man 

G    _  i  —  a(3  —  3?  —  isiny\f"'  +  5? sin A^'^) 

G^  "^  1  — 3a(i  — a^) 

oder  wenn  inan  mit  dem  Nenner  dividirt 
6  =  G*>  (1  +  4«  ««  +'^  (1  —  4  »)). 

Im  Fall,  dass  die  Dichtig&eit  constant  ist,  erhält 
man  nach  §.  347- ,  ^  =  i ,  also 

G  =  G»  (1  +  4«  wn  !}/'>> 

Nimmt  man  die  Dichtigkeit  als  vom  Mittelpunkt 
aus  abnehmend  an,  und  zwar  um  den  einfachsten  Fall 
zu    betrachten ,     in   arithmetischer  Progpression ,    so 

q 
kann  man  P  =  9  —  ^  T 

annehmen,  wo  p'  die  Dichtigkeit  im  Mittelpunkt,  und 
Y  den  Unterschied  der  Dichtigkeiten  im  Mittelpunkte 
und  an  der  Oberfläche  bedeutet  5   dann  kommt 

fp.qqdq  =  \  9  9'' ^  ^7  9*' 
S^.q'dq  =  \^'q'^-\yq'^ 

folglich 

und  hieraus 

j  ^  12p^  —  lOy 

""  20e'  —  löy ' 

Man  setze  dies  =1  —  9',   so  ei^ebt  sich 

3  ^  7 

20p'  —  16y 
welcher  Ausdruck  positiv  ist,  wenn  y  einen  positiven 
Werth  erhält,    indem  20p'  immer  grösser  als  15/ 
sejrn  muss,  wenn  man  nicht  eine  ne|^tive  Dichtigkeit 
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an  der  Oberfläche  annehmen  wollte,  und  wir  können 
hieraus  schliessen,  dass  ö  kleiner  als  i  ist,  wenn  die 
Dichtigkeit  nach  der  Oberfläche  zu  abninimt.  H^"- 
ge^en  wird  d  grösser  als  J,  wenn  die  Dichtigkeit 
nach  der  Oberfläche  hin  zunimmt,  weil  dann  7  als 
negativ  betrachtet  werden  mnss. 

§.    355. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  in,  wel- 
chem die  Erde  anfangs  aus  einer  tropfbaren  Flüssig- 
keit bestehend  angenommen  wird.  Die  Gleichung  für 
das  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten  §.  290. 

dp  =  e  {Pdi,  +  firf^T  +  m)     ^    „  ,. 

WO  p  den  Druck,    p  die  Dichtigkeit,     Py    Q,    Ä  die 
nach    den    drei    Axien   wirkenden   Kräfte    bezeichnen, 
zeigt,  dass  im  Allgemeinen  p  eine  Function  von 
/(Pd4 .+  ßdn  +  Rdi) 

seyn  muss ,  wenn  irgend  Gleichgewicht  unter  der 
Wirkung  der  angegebenien  Kräfte  vorh.anden  seyn 
soll  ,  weil  sonst  dp  kein  vollkommenes  DifFerential 
seyn  konnte,     üebri<rens  muss  auch 

*      Pd^  +  (^dn  +  Rd?, 
ein  vollkommenes  Differential  einer  Function  der  drei 
veränderlichen  Grössen  ^ ,  tj  ,  4  ausmachen. 

Ist  daher  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  nicht 
homogen ,  so  wird  sich  dieselbe  im  Zustande  des 
Gifeichgewichts  in  Schichten  theilen,  auf  denen  eine 
constanle  Dichtigkeit,  und  daher  auch  ein  constanter 
Druck  herrscht,  und  die  Diifcrenlialgleichung  der 
Oberfläche  einer  solchen  S<;hicht  wird  durch 

Pd^  +  Qdn  +  Bd^,  =  0 
ausgedrückj;.  Man  sieht  hioraus  ,  dass  alle  diese 
Schichten  als  ähnliche  Oberfläche  betrachtet  werden 
können,  indem  dieselben  nur  durch  den  WerlJi  der 
Constanle,  welcher  durch  die  Integration  hinzukommt, 
und  sich  von  einer  Schicht  zur  andern  ändert,  von 
einander  verschieden  sind. 


•' » ♦  •  .  ■•./■ 


§.   356. 


tn  jUns'eirör  vorigen   Untersuchung    über   die  Ge- 
stalt der' "OClferfläche  ^    eines  wenig  von  der  Kugel  ab- 
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weicheiideD  Körpers ,  der  von  einer  sehr  dünnen 
Schicht  einer  Flüssigkeit  überdeckt  wird ,  konnten 
wir  im  Ausdruck  \on  V  (§.  320.)  die  eine  nach  den 
positiven  Poteujsen  von  r'  fortschreitende  Reilie  ver- 
nachlässigten ,  da  die  durch  Integration  zu  findenden 
Coefficienten  8,  8',  8".  .  .  .  Null  ^vurden,  oder  .we- 
nigstens wegen  der  unbeträchtlichen  Tiefe  der  Flüs- 
sigkeit, als  unendlich  klein  betrachtet  werden  muss- 
ten.  Allein  sobald  wir  die  ganze  Masse  als  flüssig 
annehmen ,  wie  wir  jetzt  thun  werden ,  ist  es  nÖthig, 
dass  auch  der  zweite  Theil  des  Ausdrucks  von  V  im 
erwähnten  Paragraph  mit  in  Betracht  gezogen  wird, 
da  das  Gleichgewicht  nicht  blos  bei  der  Oberfläche, 
sondern  zugleich  bei  allen  iiinern  Theilen  der  Masse 
statt  finden  muss.      Die  Gleichung  des  Gleichgewichts 

V  -j-  frr  co$  -^"^   =  c 
wird  daher  in  dem  vorliegenden  Falle : 

^-j-  etc.  et(j.  etc. 
--  etc.  etc.  etc. 


^§.   357. 

Wir   können  nun    annehmen,    es    sey   allgemein 
für  jede  Schicht 

^r  =  7(1  —  s), 
wo  q  unabhänofi;^  vom  Winkel  4  ->  den  grosßten  Werth 
von  r  in  der  Schicht  angiebt,  und  s  eine  kleine  Grös- 
se bedeutet,  deren  Poleiizcn  wir  vernachlässigen  kön- 
nen.    Bemerkt  man  nun,    dass  aus  den   §§.  317 ,   322 

bis  325. 

L    =  fN.  dx 
L'  =  a'   M'    fN'    "¥'    dx 
L'*  =  a"  M"  JN*'  ^f  dx 
X'"=  a'*'WSTS'*'^"'dx 
etc.  etc.  etc. 

N  =  y  p.  rrdr 
^'  =>>.  r^dr 
iS*\  =  y>.  T'^dr 
IS'"  =  /  p.  r^dr.     etc.  elc.  etc. 
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wird,  $0  hat  man,  indem  in  den  letetem  Integralen 
statt  r  seinen  Werth  g(i  —  *)  g^esetzt ,  und  dann  von 
^  =  0  In«  9  =  7'  integrirt  wird,  wo  7'  der  Schicht 
entspricht  die  durch  irgend  einen  angesogenen  Punkt 
geht 

^    ==  /P  99^9  —  3/p  sggdg  —  /p  g*  (— )  dg. 

N'  =  fp  q^dq  ^  4/p  sq^dq  -ff  q^  (—)  dq. 
N"  =  /e  V*^9  —  ö/p  57*^7  —  /p  q^  (y)  ^9- 
iV'-=*  /p  q'dq  -  6/p  *9'^^  -  /P  V"  (■^)  ^- 

etc.  elc.  etc. 

Die  ersten  Glieder  aller  dieser  Ausdrücke  wer- 
den blos  Functionen  von  g  seyn,  allein  die  übrigen 
werden  zugleich  den^Winkel  ^  enthalten,  da  s  aus- 
ser von  q  auch  noch  von  ^  abhängt,    weswegen  das 


•  dSv 


um 


Differential  von  ds  so  geschrieben  ist  f — j  dq , 

anzuzeigen ,  *  dass  blos  q  als  veränderlich  betrachtet 
werden  solle»  Der  Kürze  wegen  wollen  wir  diese 
Grössen  so  schreiben  : 

N    ===  Q    —  3T    --^  U 
N'  ^P  ^  iV  —  V 
N"  =  12"  —  ST"  —  CT" 
iV'"=  S'"—  62^"—  U*" 
etc.  etc.  elc. 
wo  man  leicht  sieht,  was  die  Grössen  j2»  j2'?  i2""*> 

T,  T,  T' ,    U,    ü\   J7" . . .   zu  bedeuten  haben, 

wobei  man  übrigens  bemerken  kann^  dass  die  Grös- 
sen  T,   T,  T' ....    ü,   ü',    U" von   derselben 

Ordnung  als  s  selbst,  seyn  müssen.     Multiplicirt  man 
diese  Ausdrücke  durch  dx^  Wrfx,  ^"dx  u.  s.  w«,  wo 
x==  51/11)/  ist,  und  integrirt  von  x=i  — 1  bis  xi=  +  l, 
so  wird 
L    =::  2Q'^3/Tdx  —fVdx 

L'  =       (—i/r  *'    dx—JÜ*   W    dx)af   M' 
L"  =       (—b/T'  W  dx  —  rU"  ^"  dx)af'  Bt" 
^  £"';=       (—  6/r''  W'"  liar  --  /ü^''*'^'  dx)  a"' Ä'" 
etc.  etc.  etc. 


^    : 
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§.   358. 


Was  die  Coefficienten  8,  8',  8" . . .  betrifft,    so 
hat  man  (§.  318-) 

8      =  /m.  dx 

8'  =  a'  M'  /SR'  *'  dx 
8"  =  a"  M"  m"  *"  d« 
8'"  =  a"'M'"  /Sfl'"  W".  dx 
etc.  etc.  etc.^ 

SR     =  /p.  rdr 
SR'    =  /p.  dr 

dr  ^ 

91"  =^  /p.  - 

r 

9l"'=/p.  —  etc.  etc.  etc. 

wo  diese  letztern  Integrale  aber  von  q.^=q'  bis  zu 
dem  Werthe  von  7,  welcher  der  Oberfläche  ent- 
spricht, ffenommen  werden  müssen,^  und  den  wir 
durch  q"  bezeichnen  wollen.  Man  sieht  aber  leicht, 
dass  ein  von  7  =  9'  bis  ^  =  9"  ^enommene^  Integ^ral, 
gleich  ist  dem  Unterschiede  zweier  andern  Integrale, 
TOn  denen  das  eine  zwischen  den  Gränzen  7  =  0  und 
q=iq'\  das  andere  aber  zwischen  den  Gränzen  ^  =  0 
und  q  =^q'  enthalten  ist.  Bezeichnet  man  daher  die 
zwischen  7  =  0  und  q  =  q'*  enthaltenen  Werthe  von 
91,  91',  91" ,  durch  ÜR,  g)J',  sjR/' ,  «o  wird 

91      =9»     —  /p.  rdr 

91'    ==  ÜR'    —  /p   dr  ' 

91"   =  gjl"  -  /p.  — 

r 

91'"  =  9»'"  —  /p.  —    etc.  etc.  etc. 

rr 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken,  statt  r,*^(l  —  5), 
so  erhält  man 

91  =  gjl  —j9qdq-\-2f9  sqdq  +/p  (^--)  ^»d^ 
91'  =3»'  -/p  dV+  /p  5  d9+/p  (^)7  ^7 
9l"  =  gR"-/p^   H-/p(^)d7 
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99  99  ^9''    9 


etc.  etc.  etc. 
und  wir  wollen   diese  Werthe  der  Kurse  w^en  so 
schreiben  : 

91    =m    —  Sl    +2S    +U 

SB'   =  gjl'  —  O'   +  ,  ST'   +  U' 

SR"  =  m"  —  Q"  +  u" 

'    91'"  =  «R'"—  a'"—     Z"'+  U"' 
etc.  etc.  etc. 

Multiplicirt  man  diese  Ausdrücke  durch  dx,  W^x, 
^^^dx  u.  s.  w.  und  nimmt  die  Integrale  von  x  =z  —  1 
bis  X  =  -^  iy    so  erhält  man 

8     =  2gR  —  2G  +  2rZ  dx  +/n  dx 
8'   =  (/St'  4^'  dx  +  /U'  *'  ^a:)  Ä'ilf' 

etc.  eta  etc. 

'  §.   359. 

Diese  Wertlie  müssen  wir  in  die  Gleichung  des 
Gleichgewichts  §.  356.  substituiren 5  diese  ißt,  wenn 
man  c  =  2nky        f  =  2ngp 

der  Kürze  werfen  nimmt 

k  =  g  r'r^  cosy^  +        +  _  +         .4. 

7*  ?*  7" 

+  S  +  fi V  +  8 V2  +  8'"r"  + . . . 
Wir   müssen    nun  zugleich    statt  r%    9' (1 — *0 

setzen,  welches  aber  blos  in  dem  Gliede  —r  notliwen- 

r' 

dig  ist;  in  allen  übrigen  kann  r' =  ^' gesc^tzt  werden, 

weil  die  Coefficienten  X',  L'\  L'''  .' .  . ,  8',  8",  £"'..,. 

selbst  von    der  Ordnung    der   Grösse   $'  sind.       Man 

hat  dann 

■^  ^  26        2Qs'        3/  Tdx+fU  dx 

r'  9'  9'  '        9' 

und  da    cos-i/'"''  =  |  —  M",    so  kommt 

9  9 
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3/7  dx  4-  fV  dx 

"  I   I        ■     I  « 


4/2"  *'  dx  ■\'  fU'  *'  dx     ;„^ 


7'-?' 


5/r^  V"  dx  +  /t^'^  '*'"  dx     ,^ 
_    6/ 2-^^^  r^^  ^x  H-/t^^"W^^^^:r   .^ 

—  etc.  etc.  etc. 

+  29»  —  2Q  -h  2/SE  dx  +  /U  dx  . 

+  a'  M'  q'    UZ'  *'   dx  +  /U'   *'   dx) 

+  ö"  M"  <7"  q'/yX"  W  dx 

—  a"'M"'q'*(J%"'Wdx  — /tt"'W'"dx) 

—  etc.  etc.  etc. 


§.   360. 

Alle  Integrale,  welche  in  diesem  Ausdruck  vor- 
kommen, sind  blos  Functionen  von  q'^  da  die  Inte- 
gration welche  zum  zweiten  Male  nach  i]/  ausgeführt 
werden  soll,  zwischen  ganz  bestimmten  Gränzen  ge- 
schieht, also  der  Winkel  -^  ganz  in  der  Formel  ver- 
loren geht.  Sucht  man  also  hieraus  den  Werth  von 
«',  so  würde  diese  Grösse  die  Form 
K  =  X"  +  K'*'  +  K"^''  +  K''*^*''  +  . . . .     • 

erhalten,  wo  jfiC,  K\  K^\  Jl'"  . .  .  Functionen  von  q 
sind,  und  statt  M\  M" ,  .  .  .,  ihre  allgemeinen  Werr 
the  ^',  ^" ....  gesetzt  werden. 

Man  erhält  hierdurch 

T     ^J9  qq{K^   +  X'  *'  +  K''  W''  +  .  .  .  .)dq 

T    =^  S\p  q"  (K^    +    X'   *'  +  K"  ^"    +  .  .  .  .)dq 

T*  =  fp  q'  (ÜT"    +   K'  ^'  +  K''  W''   +,.,.)dq 

etc.  etc.  elc. 
also  wenn  man  bemerkt ,  dass  die  Factoren  4^',  W . . . 
ausserhalb   des  Integralzeichens  gesetzt  werden   köjfl^ 
neu ,    inden\  sie    bei   dieser    Integration    als    constant 
betrachtet  werden. 

fTdx  =     2/p.qq  K^dq 

JT  ^'    dx   =    l-Jp  q-   K'  dq  .' 
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I 

etc.  etc.  etc. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  noch ,   da 

gesetzt  werden  muss, 

fVdx  =      2     /?  9»  «Üf • 

/Z7'  w  dz=  -^  /p  9*  «Jx:' 

fU"  ^"  dx  =  .-^  fi  i,^  dK" 

fU'"W"dx==1^,/pg*dK"' 
etc-  etc.  etc. 

/Sr  dar  =  /p  K"  dq 

/%'    *'    dx  =  •—•/?£'  dq 

/S'"  W"  <2x  =  -%,  /p  JC'"  ^ 
•^  ö«'"  99 

etc.  etc.  etc. 

JVidx  =     2     /p  99  dJC» 

/tt'    *'    dx  =  ^/p    9dX' 

Oft 

/tt"  *"  dx=.:l^f^     dK 


/tt'"  «'"  dx  =  -%,  /p     dj^"' 

Ja 
etc.  etc.  etc. 

■ 

§.    361. 

Vergleicht  man  den  Ausdruck  des  Gleichge^ichU 
der  Flüssigkeit  §.  359. ,  mit  dem  für  s  §.  360.  ange- 
nommenen,  so  sieht  man,  dass 
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_    /    4/y  9'  dx  +  fU*  9'  äx 

.290 
_  a'  ^  {J%'  W  dx  +  /tt'  W  dx) 

2ß  "^^  29»fi 

^      —  ä"  -^  /U"  *"  dx 

^  29»ß 

+  a'"il  (JZ"'W'dx  — /U""P"'dx) 

etc.  etc.  etc.  v 

•eyn  wird,  und  allgemein  für  den  Coefficienten*  J^"\ 
wenn  «  grösser  als  2,  wird  man,  wie  bei  einiger 
Aufmerksamkeit  leicht  gefunden  wird ,  die  Gleichung 

29"ß 

erbalten.    Nun  ist  aber ,  wie  man  aus  der  Entwicke- 
,  Jung    der  einzelnen  Integrale  im  vorigen  Paragraph 
schUessen  kann, 

r  yC»)  WC«)  dx  = —  fp.  7»+2  X(»)  da 

(2«  +  l)a(''^ 

•^                         .    (2«  + 1) «(») -"^  7»-» 

yuC»)  *(«)  dx  = =■- r  /p- 

folglich  wenn  man  diese  Werthe  in  vorige  Gleichnnif  , 
«nbstitnirt,    cugleich  statt  Q  seinen  Werth  /e  qtjdq. 
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(§.  357.)  setzt,    nnd  der  Kürze  wegen  den  Ind 
weglässt 

=   (n  +  3)/p.  q''-^^  Kdq 


r     dq 


,»-1 

.n  — 2 


(J 


ans  welcher  Gleichung  K.  gefunden  werden  mu» 


§.     362. 

'Die  Gleichung  (A)  laast  sich  zwar  noch  vte 
fstchei^ ,  allein  auch  dann  ist  dieselbe  nicht  w  eite 
tegrabel,  denn  indem  man  diese  Gleichung  zw 
hinfer  einander  diflerentiirt,  und  die  gehörige! 
duclianeu  anbringt  ^reducirt  sie  sich  auf  die  Gleit 


^dq 


—  1  (»  +  1)  — Y  /p»  99^9 


97 


+  2p9(^  +  ^)=0 


die  s^cb  nicht  iutegjriren  iäsßt$  allein  die  Vio 
Setzung,  die  wir  ifrüher  machten,  dass  die  Oberj 
nur  wenig  von  der  Ku^el  abweichen  soll ,  fiihr 
auf  den  bchluss,  dass  K  Null  seyn  muss.  Man 
nämlich,  dass  der  Werth  JJl  =  0  der  Gleichun 
wirklich  Geniige  leistet,  obgleich  noch  ausserdenn 
viel  andere  vYertlie  vorhanden  seyn  köiuien 
aber  nicht  für  unsere  Annahme  passend  sind.  G 
nun ,  es  leiste  ein  anderer  Werth  von  JSl  der 
chung  Genüge,  so  ist  einleuchtend,  dai^  wenn 
diesen  Werth  durch  eine  beliebige  constahte  C 
multiplicirt ,  dieses  Product  immer  noch  die  i 
die  Gleichung  (A)  vorgeschriebenen  Bedinguuge; 
fülle.  Wäre  also  K  nicht  Null,  so  erhielte 
nicht  nur  wegen  des  beliebigen  Werthes  der 
stanten  Multiplicators,  unendlich  viel  Oberfläche 
im  Gleichgewichte    befindlichen  flüsffigkeit ,    «o 


335 

miB  würde  anch  Oberflächen  erhalten,  die  ffo  sehr 
alj  man  wollte  von  der  Kugel  abweichen,  da  der 
ksagte  constante  Factor  von  Iielieliiger  Grosse  an^- 
oommen  werden  könnte.  Wir  müssen  daher  J^  Null 
Ktsen,  und  man  hat  also 

F  =  0,    iC'"=0,    A''^  =  0,     Ä'^=0,    etc. 
ü  die  Gleichnng  (A)   auch   dann   noch   ^ilt  y     wenn 
1  =  1  gesetzt  wird. 

Der  Werth  von  *  (§.  GfO.)  reducirt  sich  also  auf 
wir  haben  blos  noch   die  roefficienten  Ä^",   Jf 


la  beslimnien.  Der  erste  findet  sich  leicht  folgen- 
lennassen :'  Für  ^  =  0,  mnss  auch  s  .Null  seyn,  da- 
ait  r  =  9  werde,  und  da  fiir  diesen  WerÜi  von  4, 
'"  =  —  3  ist  5  so  wird 

0  =  X«  —  i  K" 
Mglidi  wenn   diese  Gleichung  von  der  vorigim  abge- 
men  wird 

8  =  K''  (*"  +  i). 
Nun  ist  aber    W"  =  sin  >J.^  —  4 ,     also 


§.   3C3. 

Zur  Bestimmung  des  Coefficienten  K^%    der  wie 
1  Bian  sieht,    die  Abplattung  angiebt,    hat  man   aus  §. 
361.  die  Gleichung 

i:"9»  /f  9qdg  =  Jct'  +  /?•  *?*  K"dq 

Ist  p  coustaut,  so  lassl  sich  K  leicht  finden^   denn 
■um  kann  diese  Gleichung  auch  so  schreiben 
K^q-"  fp  qqdq  =   l  gq'   +    \  /p.  d.  q^K*' 

-   \q^  J^.dK" 

also  wenn  man  integrirt,  iudem  p  als  constant  be- 
trachtet wird,  und  lässt  alle  Integrale  von  9  =  0  an 
Terich  winden 

\JL'*q^p  ==  \gq^  +  iP  7*-K»    'ißd  hieraus 

4p  " 
Im  Allgemeinen  lässt   sich  auch  diese   Gleichunri^ 
nicht  intejpriren,    obgleich   viele  besondei^  Fälle  fiir 
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das  Gesetz  der  Dichtigkeit  g  angegeben  werden  kön- 
nen, in  welchen  die  Integration  ausgeführt  werden 
kann  j  man  sieht  aber  doch  so  viel  aus  derselben, 
dass  der  Werth  von  iC  unter  der  Form  go*  ange- 
geben werden  kann,  wo  er  eine  Function  von  q  ist. 

§.    364. 

Um  das  Gesetz  der  Schwere  an  der  Oberflache 
der- Erde  zu  finden,  bedient  man  sich  der  §.  350. 
entwichelten  Gleichung,  und  lässt  das  in  J^  multipli- 
cirte  Glied  weg,  weil  wir  blos  die  von  der  ersten 
Potenz  der  Abplattung  abhängenden  Glieder  berück- 
sichtigt haben.  Bezeichnet  nämlich  G  die  Schwere 
an  irgend  einem  Orte  der  Erde,  dessen  ffeocentrische 
Breite  ^'  ist,  wofür  man  auch  ohne  Fehler  die  geo- 
graphisc^ie  Breite  nehmen  kann,  da  beide  Winkel 
blos  um  eine  der  Abplattung  proportionale  Grosse 
verschieden  sind,  so  hat  man^ 

GG  =  C^\-\-  C^\  J— 

\dr'J  "'"  \d<\/'J       r'r' 

Nun  haben  wir  aber  bei  den  frühern  Untersu- 
chungen  über  die  Schwere    (§.  353.)  gesehen,    das« 

das  Glied  ( -—  j  selbst  schon  der  Abplattung  propor- 
tional ist,  folglich  können  die  Grössen 
("—\  JL 

Null  gesetzt  werden,  und  es  bleibt  blos 

also  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwiun^ 
auszieht 
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§.  365. 
Man  hat  nun  in  unserm  Fall  (§.  356*)  • 

also  auch 

C+  8'  +  2rV  +  .  .  .  . 

An  der  Oberfläche  werden  die  Grössen  £',  8" .  . . 
-  Yon  selbst  Null ,.  also  bleibt  blos 


§.   366. 


Nun  ist  aber  ans  §.  357  bis  3f;2. 
L    —  2/p  79^9  —  3/T  dx  —  yf  dx 
,L'  =0 

X"  =  —  a"M  [bJV  *"  da:  +  JU"  *"  dar] 
Z'"=  0 ,    i"  =  0 .  etc.  etc. 

yr  dx       =  2/p  99X"  d7 

/CTdar  =  2/p  9»^^:°    . 

JT'9"dx  =.  ^f^g^K"dq 

qa 

/U"^"dx  =  -^/p  9»dK" 

5«" 

folglich  auch 

3/Tdx  -^/Vdx 

=  6/p  99-*:*  d9  +  2/9»  ^ä:» 

=  2/p.  d.  q^" 

=i  f/p.  d.  9»]?" 
Indem  nach  §.  363- ,  Jf "  =  i  X"  seyft  miiss.     Eben 
«o  wird 

6/T'^"dx  ^JÜ"-9"dx  =±=  -^  /p.  ri.  ^^K'' 

abo  hieraus 

£  =  2/e  9^9  —  1/?.  d-  q*K" 

TA 
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L''  =  ^  :^i—  /p.  d.  q^K'' 

5 
und  man  erhält  endlich 

^äV^  in  fp  qqdq     .     in    Jp.  d.  q*K" 


5  r- 


§.    367. 
Nun  hatten  wir  §.  363-  die  Gleichung 

K'^q^  fp  qqdq  =  i  g^*   +  ^/p.  rf.  ^s^'' 

-iq\fpdK'\ 

die  allgemein  die  Relation  zwischen  K'^  und  ^  an- 
giebt.  An  der  Oberfläche  der  flüssigen  Masse  zieht 
sich  diese  Gleichung  noch  etwas  zusammen ,  denn  ef 
ist  aus  6.  360* 

fp  dK''  =  ^—  /U"  *"  dx 

5     ß" 
=  ^  ]g77.    (§•  358.) 

und  da  an  der  Oberfläche  8''~:0  ist,  so  wird  eben- 
falls fp  dK''  =  0  seyn  j   folglich  wird 

ifp.  d.  q^K''  =  'K^'q'^^  fp  qqdq  ^   i  gq^^^ 

wo  ^7"  den  Werth  von  q  an  der  Oberfläche  bedeutet 

Diesen  Werth  von  fp.  d,  q^K'^   substituire  man 
in  die  Gleichung 

Ä^\  _:  _  47g  fp  qqdq         jn  fp.  d.  q*K'' 

\dr'y  rV  ■*"  3rV 

i2n/p.  d.  q^K" 

so  erhält  man 


+  '^    ,1     M" 


rdV^  in  fp  qqdq         in  fp.  d.  q^K*' 

\dr'J  r'r'         ^  Zr'r' 


r'*  .  r'* 
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Es  war  ferner  r'==  ^"(1  —  A'^^w^'a),  folglich 

Diesen  Werth  rauss  man  in  die  obere  Gleichung 
setzen^  allein  man  itann  in  allen  Gliedern,  das.  erste 
ausgenommen,  r' =  g''  setzen;    es  kommt  daher,    da 

r—\  -,          47r  /p  qqdq          ^n  K''  />  qqdq     .      ,  . 
^drO-  ^^JyT-    +  ^^TTT; sm-^^ 

,    45r  /p.  d.  q^K'' 

+  fq''-^K^^n^±^Ml 

q"q". 
indem*  man  zugleich  ilf "  =^  «n  ^)/  2  —  ^ ,  2  srg  =  /  nimmt. 


§.    368. 

Addirt   man   auf  beiden   Seiten    2fr'  con-^'"^  = 
2.fq"co$^"^^  so  kommt  (§.  372.) 

(^)  +2/r'co5  4'*  =  -  G 

47r  /p  ^(jr^^  47r  /p    rf.  9*J5r" 


+ 


''^"  ■  o^//^// 


7777; •+  3/9 


./' 


Unter  dem  Aequator  wo  i)/'  =  0  idt,  sey  G  =  6", 
00  wird  auch 

G  =  G"  [1  +  «•«>]/'«  (igl'  -  £"))]• 

Nun  war  1J  die  Schwungkraft  in  der  Einheit  der 
Entfernung,  folglich  wird  der  Coefftcient  \on  sin-^*'^^ 
indem  wir  das  V  erhältniss  der  Schwungkraft  am  Ae- 
quator zur  Schwere  daselbst  durch./  bezeichnen 

und  wir  seh  Hessen  hieraus ,  dass  wenn  die  Schwe- 
re unter  dem  Aequator  als  Einheit  angenom- 
men wird>    die  Zunahme  der  Schwere  vom 

22*  • 


340  . 

A^qtiator  «um  Pol  zur  Abplattung  addirt, 
immer  |  das  Verhältnis»  der  Sch:wnn^kraft 
^ürScliwere  seyn  wird,  wie  auch  das  Gesetz 
der  Dichtigkeit  beschaffen  seyn  maff.  Dieser 
Satz  ist  untör  dem  Namen  des  Claüraut' sehen  Theo- 
rems bekannt» 


'  .        §.   369. 

Wir  wollen  nun  noch  untersuchen ,    ob  in  der 
»weitön   Potenz    der  Abplattung   die    Oberfläche   der* 
Flüssigkeit  vom  elliptischen  Sphäroid  abweicht   oder 
nicht.     Zu  diesem  Ende  setzen  wir 

zu  welcher  Voraussetzung  wir  berechtigt  sind^  und 
wo  u  von  der  Ordnung  der  Centrifugalkraft ,  und  v 
.von  der  Ordnung  des  Quadrats  derselben  seyn  wird, 
so  dass  wir  also  das  Prpduct  vv,  die  Potenzen  von 
V ,  und  alle  Potenzen  von  u  die  das  Ouadrat  über- 
Steigen ,    vernachlässigen    können.       Der    allgemeine 

Ausdruck  von  r"^  wird  dann 

1.2 


Nun  ist  aber  aus,  §.  337. 
also  auch 


r      =^  q 


.^       mu  m,  m — 1 


W"  {mu  —  ?  - 


—  W^^(mt; 


2 


1.2 


uu) 


I    — 


§.   37a 


'Da  also  in  jeder  beliebigen  Potenz  von  r  Wo» 
die  beiden  von  4'  jabhängenden  Grösse  ^"  und  ^ 
vorkommen^  so  sieht  man  leicht,  dass 
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8'  =  0,     r''=0,     8y  =  0,     8^'  =  05    etc, 

werden  wird.     Die  Gleichung  des  Gleichgewichts  der 
riüssi£:keit  (6.  359.)  ^  redncirt  sich  daher  auf 

L       i"       L^^ 

k  =:  g  r'r'  cos-^'^  +  --  +  —.  +  _+..,. 

+  £  +  gV»  +  8^r'*  +  .  . . 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

9     (1 f-  7*3  mv  A — uu)  z=z  X^  * 

3  10  - 

o^Cotu— f.  -uu)  =  a:^*"' 

2 

^'»C«»,-       "ülJllZluu)  ■    ^/'^) 

SO  erhält  man 

und  hierdurch  (§.  357.) 

i    =         f  /p.  i?:5:(3). 

§.    371. 
£s  ist  nun  auch,  wenn  man  statt  ^,   M  setzt 

also  hieraus,    indem  man    die  überflüssigen  Glieder, 
welche    zu    hohe    Potenzen   von   u   und    v   enthalten 

würden,    weglässt,    und  bemerkt,    dass  jc^*")  von  der 

Ordnung  der  Centrifugalkraft,  y^^^  von  der  Ordnung 
ihres  Quadrates  ist. 

r 


r» 


+  ,S  X^-  3)  üf"»  /p.  d.  x<5). 


342 


IT 


-^  _  e».  M'\X^-  *>  fp.  d.  y('> 


r  ^ 


=  gr'r'  (5  -  M") 

—  gi»f"X(2)-f.gJ[f"»x<2). 

§.  372. 

An  die  Stelle  von  M"*  kann  man  noch^  wie  aus 
der  Betrachluuf  de«  Ausdnicks  von  (W"  +  })*  in  vo- 
rigen Paragraph  sich  ergiebt,   den  Werth 

setzen,    und  mau  erhält  dann  den  Werth  der  Grösse 

L        L"        L" 

gr'r'  cosr-"  +p  +  777  +  777 

=  l  g  A'(^)  +  ,S  g  *(=' 

+      ^       x^ '  3>  /p.  d.  x<5) 
25.46  -^^ 

S  *<-  '>.  /p.  rfX<3> 

21.25  ^  ^ 

-|-ifg:r(2)  +  gA<2) 

-  Jtt-  l-  A  x(-  3)  fp.  d  xO^ 


§.  373. 

Wir  liaben    nun   noch   die   Grösse  8,   8'V*   + 
t"r'*,    die    den    »weiten   Theil    de'r    Gleichung   des 
G leidige wichls  ausmacht,  darzustellen.    Aas§.  35d.  ist 
8     =  fildx 

t"    =  a"  M"  /m"  *"  dx 
8"    =  a"  M"  /9l"  *"  da: 
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SR     =    J  /pd.   IT. 

«R"  =      /p.  d.  tog  r. 

SR"=  —  J/p.  d.  — . 

rr 

Nun  iat  ferner 

fi>lglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Lof^arithmen 
iiunmt^  und  den  einen  Log^arithmen  in  eine  Reihe 
entwickelt 

lögr  =  logg  -  u{^^^  +  i)-v{^^--^^) 

—    jMu(*"  +  i)» 

^  logg  —  iu  -\-  ^\v  —  T^^uu 

—  4f "  (u  +  ?  ttu) 

—  y«^  (t;  4-  J  i^w). 


§.  374. 

Eben  ao   ist  auch   vermittelst   der    §.  370*    ge- 
braachten  Bezeichnung 

rr  =  J^2)     _  4J//;r<2)      — .  T^ir  y(2) 

—  =  X^— 2)_  llf'/-p(— 2)_  )jf.^^(— 2) 
rr 
also  wird  durch  die  vorigen  Formeln 

«    =  i  /p  dX<2)  _  J  *"  /p  dx(2)  _  J  *.»  /p  dT^'*) 

9i"=  /p.  d.  [/og  9  —  4  «  +  3*1 »  —  T«  km] 

-  *"  /p.  d  («  +  J}  uu) 

—  W"  /p.  d  (w  -f  i  ««)• 

««'=  -  i  /p  dX(-  2)  +  i  *"  /p.  d.  x(-  2> 

+  J*«'/p.d.y(-2> 
vnd  hieraus  erhält  man 

8   =       /p.  dA<2) 

8"= %:■  M"  /p.  d (M  +  »  uu) 

8^=  +  -i—  M^  fg.  d  y(-2\ 

Es  ist  aber  ku  bemerken,  dass  diese  Integrale 
nicht  dieselben  Gränzen  haben,  als  diejenigen,  welche 
die  Grössen  Z,  L^%  D^  bestimmen,  und  um  zwi- 
schen   4en  *  vorgezeichneten   Integrationen    Gleichheit 
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hervorzubringen,  wollen  wir  die  voii*7=0  bis  7=^" 
genommenen  Inte^ale 

Jp  «?.  (a  +  4  2^w)  =  ^ 

setzen,  wo  daher  6,  d,  e  constante  Grössen  sind,  so 
dass  Ä  von  der  Ordnung  ^er  ersten  Potenz  der  Cen- 
trifngalkraft,  und  s  von  der  Ordnung  ihresr  Quadra- 
tes ist.     Dann  hat  man 

8    =         ^  —  /p  dX^'^^ 

8"=  +  -^M«*  [e  -/?•-'?  r<- 2)]. 

wo  die  Integrale  zwischen  denselben  Gränzen ,  als  die 
zur  Bestimmung  von  £,  X",  L^^  dienenden,  nämlich 
von  17  ==  0  bis  9  =  ^',  genommen  werden  müssen. 

§.    375. 
Aus  §:  370.  sieht  man,    dass 

r'*  =  XW  —  ilf "  «(*>  —  iJf"y*>, 
foig'Iicb  yrird  mit  Vörnaclilässigxing  derjenigen'  Glieder 
die  das  Onadrat  der  Centrifii^alkraft  übersteigen 
V'r'r  =^  —  %M"  X(2)  [3  _/p.  d(«  +  J^  uu)] 
+  S  JI!/"»X(2)  [S  _/p.  ^(m  +  4  Mu)] 

Setzt  man  hierin  statt  M""^  seinen  Werth 

M"  +  A  itf"  +  ,♦, 
»0  erhält  man  den  Ausdruck 
2  +  8'V*  +  g"r'*  • 

+  ilü  a:(2)  [8  _  y-p.  <i  (u  -f  ?  bm)J 
(—  sl«  ar(2)  j8  _yp.  ^  („  ^  ^  „„)j 
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§.  376. 

Man  sieht  aus  dieser  und  der  Gleichung  §.  372., 
dass  man  fol^^ende  Formen  erhält 

grV.0.4'^  +-  +  -;:;-  +  -pi    ^         ' 

8  +  £^  r'r'  +  r.  r* 

==  3(/  _  S5'iitf'/  J\^  g'iUf'v, 

folglich   wird  die  Gleichung   des  Gleichgewichts  der 
Fiüssiffkeit  §.  370. 

k  =  (2£  +  r)  —  itf"(S5  +  S30  —  ilf'^(6  — 60- 

Setzt  man  hierin 

M'^  —  «TiT^'*  —  f  siny^'^  +  i^ 
so  wird  dieselbe,    indem  man  sie  nacTi  den  Potenzen 
von  $in<if'  ordnet,    folgende  Gestalt  erhalten: 

^  4-  85'  g  —  g' 

—  m/it}/'*  (6  —  60 

und   da   k  vott>  1)/'  völlig  unabhängig  seyn  muss,    so 
wird 

'  =  "  +  "'  + ^ -'TT 

0  =  S5  +  S5'-f^6^ ^ 

0  =  6  —  S'. 

Diese  Gleichungen  reduciren  sich  auf 
jt  =  2f  +  3C' 

©  +  155^=  0,     6  =  6'  • 

von  denen  die  beiden  letztern  zur  Bestinünong  von  u    v 
und  V  dienen^ 

§.   377. 

Die  VVerthc  von  6,  6',  89,  S5'  finden  sich,  in- 
dem mau  immer  die  hohem  Potenzen,  die  nicht  mit 
in  Betracht  gezogen  werden  sollen,  vernachlässigt 
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6     ra    ;.  — — .  /p.    d.    9"*  (v  —  3UU) 

—  5.  ^— .  /p.  d.  9». 

9 

6'  =  $  97.  I«  [5  —  /p  du] 

e  +  2/p.d-r2 ^1. 

99       J 

u  uu 

SB  =:  —  i'  -  fp'  d.  q*  --  ^  —  /p.  d.  9» 

9  9 

u  1 

+  f  •  -  /P-  ^-  9*  «^  +  t  —  /p-  ^-  9'** 

tf  1 

+  A-  —  /p-  d.  q^u-^  ^  —  ff.  d.  q^uu 

JB':^    +    1   99      P   —fp   du  —   4  /p.   4i.   «»] 

—  iiqqu  [d  —fp-  du). 


§.     378. 

Diese  Gleichungen  35  +  S5'  =  0  und  6  =  6'  la«en 
sich  nun  freilich  nicht  inte^riren,  allein  man  kann  | 
aus  denselben  doch  zeigen,  dass  die  Schichten  nicht 
elliptische  Sphäroide  bilden ,  wenn  man  die  zweite 
Potenz  der  Abplattung  mit  berücksichtigt.  Bezeichnet 
man  nämlich  durch  a  die  Abplattung  eines  elliptischen 
Sphäro'ids,  den  Radius  Vector,  der  mit  dem  Aeqoa- 
tpr  den  Winkel  -^  macht,  durch  r,  und  die  halbe 
|rrosse  Axe  desselben  durch  9,   so  ist  nach  §.  347* 

r  =  q\X  —  otsin-i^'^  —  iaasin-^*^  co#i)/'*].        .    . 

Wir  hatten  §.  369-  angenommen,  die  Gleichung 
irgend  einer  Schicht  von  constanter  Dichtigkeit  wer- 
de durch 

,.  =  9tl -«(*"+  J)  -  «'(«•'-  A)] 
am^edriicfct ,  also  wenn  man  statt  W",  ¥<*  ihre  Wer- 

the  (§.  376.) 


»  ■ 
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*''  =  sin  i)/*  ~  i 

tzt,    so  kommt  ^ 

r  =  ^  [1  —  u  5ZW  t]/*  —  V  (^sin  i}/*  —  ^  sin  ^*)]. 

n    diese   Gleichung   auf  die  Form  der   vorigen    xu 

ingen,    schreibe  man  sie  so  ; 

r  =  g[i  —  (u-^-jv)  sin  i^'^   -{-  v  sin  ^)/*  cos-^^]. 

1  wird  daher  j    wenn   ma^  diese   mit    der   vorigen 

:eichung  vergleicht 

u  -^  j  V  =  a,         V  ==  —  i  aa. 

Sollte  also  die  Oberfläche  der  Schichten  von  glei- 
er  Dichtigkeit  ein  elliptisches  Sphäroi'd  seyn ,  so 
iisste  zwischen  den  Coefficienten  u  und  v  die  Re- 
tion 

V   -f    f  WM   =   0     . 

itt  finden,  und  die  Gleichung  S  =  6'' würde  durch 
e  Substitution  des  hieraus  folgenden  Werthes  von 
identisch  werden. 

§.    379. 

Setzt  man  für  6  und  6'  ihre  Werthe  aus  §.  377. 
die  Gleichung  6  ==  6',  so  wird  dieselbe ,  indem 
[gleich  V  =^  —  i  uu  genommen  wird,  und  man  be- 
^rkt,  dass  unter  dieser  Vorauf^setzung  auch  e  Null 
yh  muss,  da  diese  Constante  den  Werth  des  dabei 
ihenden  Integrals  ausdrückt ,  welches  in  unserm 
Jl  allgemein  Null  ist 

1  u 

q^  q^ 

UU 
—  2g  qqu  +   i.  — /p.  d.  q* 

9  ^ 

=   i  qqu  5  —  $  qqu  ff  du. 

Die  Gleichung  85  +  S3' =  0  giebt,   wenn  man  für 

und  Sy  ihre  Werthe  sul)stituirt,    und   die  höhern 

kenzen  von  u^    so  wie  das  Product  ug^    vemach- 

iMgt 

'  M  1 

*  —  f.  —  /p.  £i.  9'  4-  f.  — .  /p.  d.  q^u 

q  <7» 

+  gqq  =^  —  \qq^  +  %qq  fp  du  * 

altipiicirt  man  <Ueise  Gleichung  mit  2Uy    und  addirt 
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das  Product  zTir  vorigen,   so  kommt,   iJdem  zugleich  ' 
durch  g^  muUiplicirt  worden  ist, 
/p.  d,  q'^uu  —  2uqq  fp.  d.  ij^u  +  uuq'^  fp.  d.  q*  =  Ot 

Dieser  Gleichung  geschieht,  wie  man  leicht  be- 
merkt, dann  Genüge,  wenn  die  Dichtiffkeit  als  con- 
siant  angenommen  wird,  so  dass  daher  eiife  homogene 
Flüssigkeit  gewiss  ein  elliptisches  Sphäroid  im  Zustan- 
de des  Gleichgewichts  bildet,  wie  auch  schon  allge- -i 
mein  §.  292.  bewiesen  worden.  1 

Man  setze  der  Kürze  wegen    uqq  =  Xj    p^^=jr, 
so  lässt  sich  vorige  Gleichung  auch  so  schreiben 
Zjyxxdq  -f-  2fyxqdx  —  ^xfyxdq  —  2xfyqdz 

+  Sxxfydq  =  0. 
DüFerentiirt  man  diese  Gleichung,   ßO  wird 
3x/ydq  =  Sfyxdq  +jryqdx. 
Durch  die. zweite  Differentiation  erhält  man 

3/r^7  =  yq,  ^ 

und  wenn  zum  dritten  Male  differentiirt  wird 

2ydq  =  qdy 
oder  indem  wir  durch  qy  dividiren 

2dq   __  dy 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  bekanntlich 
logy  =  logc  -{-  log  qq 
also  auch  y  =  cqq ,    wo  c  eine  constante  Grösse  be- 
deutet.     Nun  war  aber  zugleich  y  =  p97,    folglid 
p  =  Cf  und  wir  müssen  aus  dieser  Analyse  schliessei) 
dass  nur   in  dem  Falle,    wo  eine  Flüssigkeit', 
homogen    ist,     im   Zustande    des    Gleichge- 
wichts, dieselbe,   während  sie  um  eine  Axe 
sich    dreht,    die    Gestalt   eines    elliptischei 
Sphäroids  annehmen   wird. 

§.   380. 

Wir  wollen  als  ein  Beispiel^  über  den  Zumib- 
menhang  der  Abplattung  und  der  halben  grossen  Ai» 
der  Schicht,  eine  Hypothese  aufstellen ,  die  Tid 
wahrscheinliches  für  sich  hat.  Es  ist  nämlich  dnrch 
Canton's  Versuche  ausgemacht  worden,  dass  dnfch 
•Starken  Druck  das  Volumen  der  Flüssigkeit  wirklich  ^ 
verringert  wird,    folglich  ihre  Dichtigkeit  samminft» 


' 
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bezeichnen  wir   den  Druck  durch  ;?,    die  Dichtigkeit 
^nrch  p,   so  wollen  wir  annehilien,   et  sey 

WO  6  eine  constante  Grösse  bedeutet,  und  man  sieht 
daraus,  dass  die  Zunahme  der  Dichti<^keit,  die  durch 
eine  bestimmte  Vermehrung  des  Drucks  hervorge- 
bracht wird,  desto  kleiner  ausfällt,  je  grösser  die 
Dichtigkeit  schon  geworden  ist.  Wäre  6  =  0,  so 
-  würde  das  Fluidum  nicht  zusammendrückbar  seyn. 
Bezeichnet  man  die  Dichtigkeit  an  der  Oberfläche, 
wo  p  =  0  ist,  durch  p',  so  hat  man  durch  Integration 
der  vorigen  Difl'erentialgleichung 

Nun  ist,  wenn  wir  die  auf  alle  Theilchen  der 
Flüssigkeit  wirkehden  Kräfte  nach  den  drei  Axen 
zerlegt,  durch  P,  Q^  R  bezeichnen,  aus.  290. 

dp  =  p  (Pd^  +  Qdn  +  Rdi) 
also  auch,    wenn   auf  beiden  Seiten  durch  p  diyidirt 
und  dann  integrirt  wird, 

f±.  =  f^Pd^  ^  Qdn '\- Rdi). 

In  unserm  Fall  haben  wir  aber  ^ 

/(Pd%  +  Qdn  +  RdO  =   V  +  Jr'r'  cos^^ 
^  and  da  ausserdem  (§.  356.) 

F  +/rV'  CQ$-^"^   =  c  =  2Ä7r 
io  wird  auch 

pdp         4^ 

§.  381. 

Nun  ist  ferner,  wenn  wir  alle  von  der  Schwung. 
liraft  abhängenden  Glieder  vernachlässigen,  aus  §*359. 

/c  =  —  +  22»  —  2£l 

oder  da  aus  §.  357  und  358* 
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Differentiirt  man  diese  Gleichung,    und  bemerkt, 
dass  9ß  eine  constante  Grösse  ist,  so  kommt 

'        2dq  ^ 

oder  da  aus  vorigem  Paragraph 

SO  kommt  auch 

66dg  ^ 
dg  +  - —  /  p  qqdq  =  0. 

99 

o 
Man  setze    p  =  — ,    so  wird 

dg  =  2£2Af£2  also  .       ^-^ 

99 
qdta  —  adq  4"  ^^dq  faqdq  =  0. 

Nimmt  man  hiervon  das  Differential,  .indem  dq 
als  constant  betrachtet  wird,    so  erhält  man 

dd(Q  +  66o  dq'^  =0. 
Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten   durch  2dm  und 
integrirt  dann,   so  wird 

dö'  -|"  66g>((>.  dq^  =  66aa  dq^ 
wo  a  eine  willkührliche  Constante  ist.      Hieraus  er- 
hält man 

do 
6dq  =  

von  welcher  Gleichung  bekanntlich  das  Integral 

6q  ^  b  =:  Are  sin  =  — 

a 

ist^  Und  b  eine  Constante  bedeatet«    Dieser  Ausdruck 

lässt  sich  auch  so  schreiben 

Q  ^=  a  sin  (b  -f-  6q') 

folglich,    wenn  auf  beiden  Seiten  durch  q   dividirt, 

und  statt  —  sein  Werth  p  gesetzt  wira 

9 

a.  sin(b  +  6q) 
p  = 

Die  Constante  b  muss  Null  seyn,  weil  sonst. für 
C  =  0  im  Mittelpunkte  der  Erde  eine  unendlich  grosse 
Diehtigkeit  statt  ßnden  würde  ^  so  dass 


% 
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p  r=:  a. 


sin  6q 


I- 


An  der  Oberflache  scy  die  Dichtigkeit  =  p',    und 
der  "Wer^h  \on  g  =  f";   es  niuss  daher 

sin  6q'* 

werden,    nnd  vermitteist  dieser  Gleichung  lässt  sich 
m  eliminiren.     Man  erhält  dann 


P  =  P 


,  sin  6q 


// 


sin  6q" 


9^ 
9 


§.    382. 

Die  ganze  Masse  der  Erde  wird  durch  4^  /p  qqdq 
•nagedrückt;    indem  man  die  von  der  Abplattung  ab- 
haz^nden   Glieder    weglässt.      Bezeichnet    man    also 
die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  durch  p^,  so  wir4 
4w  fp  qqdq  =  47r  p°  fqqdq 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  den  vorigen  Werth  von 
f  nehmen 

/P  91^1  =  P'     ■    p  .;  •    fl'  «*n  ^t'  ^1 


sin  6q'' 
sm  6g"     L 


6 


+ 


sin  6q" 
66 


] 


indem  das  Integral  von  ^  =  C  bis  q  ==>  q"  genommen 
wird.    Hieraus  ergiebt  sich 

3        T^  9"g     1 


p' 


669  V 


t-r 


Sr 


§.  383. 


Die  zur  Bestimmung  der  Abplattung  u  di 
fiWchung  ist  JB  +  »'  =  0,  oder  (§.  379.) 

2     u  1 

—  -.  —  /p.  J.  7»  +  ? .  -— -  /p.  J.  9»u 

+  W9  =  —  J  W^  +  ;  97  /?  Ab- 


dienende 
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Durch  fortgesetzte  Differentiation  wird  diesi^lbe 

+  2f  ,  (u  +  ^)  ='0. 

Man  setze  ^  um  diese  Gleichungen  zu  int^riren 

tu  /p.  qqdq  z=z  t  , 

so  wird 

du    .         _      .  dt 

—  fq  qqdq  +  upqq  =  ~ 

^/P  W-i^  +  2  -  P99  +  5^«W  +  2«pv  r-  5^ 

also  aus  dieser  letztern  Gleichung 

ddu  du  \ 

•TT  /P  7?^  +  2  — .  P477  +  2i«p9 

«7  dq  ,  . 

d!^^        dp     ^  '  \   \ 

un^  die  vorige  Gleichung  lässt  sich  so  schreiben 

ddt         dq  St  ' 

d^  ~  "d^*    ^^^  ~   qq    '^     ' 

Nun  ist  aber  vermöge  des  Ausdrucks  §»  381. 

66 
dp  H ^<7  yp*  99^  =  0.  ^ 

dq 
wenn  man  durch   -^—  'dividirt, 

uqq 

—  «77  +  ^^*  ^  /P  W^9  =  ^ 

£^7 

und  da    u  /?  79^^7  =.  *>    so  wird 
—  uqq  =  —  66f. 

Man  hat  daher  die  Gleichung 
ddt        6t    ,    ^. 

dq^  ,99 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet  ^    indem  mui 
annimmt,  es  sey 


i 
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^t  =  A[  l — ^  sin 6g  +  A. -7-  cos 6g 

^  oogg  ^  og 

"WO  A  eine  willkührliche  Conötanie  bedeutet. 


§.  384. 

Um  diese  Constante  zu  besilmmeu,  setzen  wir 
fluerst  statt  t  seinen  Werth  ufp  ggdg ,  und  nehmen 
der  Kürze  wegen 


/  _  // 


p  g 

^9  =  ^f     -T-rr  —  ^>    «o  wird 

sm  og 

SA 
u/p  ggdg  ==  A*  sinx  —  — •  {sinx  —  x»  cosx\ 

XX 

Den  Werth  von  fg  ggdg  erhält  man  aus  §•  382. 

fp  99^9  =  Tß  (^^^  ^  —  ^*  ^^*  *) 

00  . 

folglich  kommt 

A66  sinx  3A66 

u  =  — —.    -: . 

d        smx  —  X*  cosx         Cixx 


§.     385. 

Die  Gleichung  äB  +  S5'  =  0   (§.3830>    lässt  «ich 
nun  so  schreiben 

1 

—  u/p  ggdg  +  i.  — /?.  d.  g^u  +  |  gy» 

99 

aus  welcher  sich  A  bestimmen  lassen  muss.  Da  nun 
diese  Grösse  constant  ist,  so  brauchen  wir  die  vorige 
Gleichung  nur  in  einem  besondern  Falle  zu  betrach- 
ten ,  und  wir  wollen  annehmen ,  die  in  derselben 
vorkommenden  Integrale  werden  bis  zur  Oberfläche 
der  Erde  ausgedehnt ,    dann  ist  bekanntlich 

5  — /p  du  =s  0         ' 
weil  8  das  von  g  =^0  bis  an  die  Oberfläche  genom- 
mene Integral  /p  du  ausdrückt     Es  wird  daher  hin- 
reichen,  die  Gleichung 

1 

—  w/P  99^9  +  i'  —fp*  ^*  9^^  +  i  5^7*  =0 

99 

23 
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7.ti  nehmen,    oder  wenn  wir  den  an  der  Oberfl&che' 

statt  bildenden  "Werth  von  u  durch  u^  beseichneo, 
nnd  den  correspondirenden  Werth  von  x  darch  *', 
€o  dass  x^  =.  ^q  \    so  wird 

I 

§.  386* 

Nun  ist  aus  §.  368. ,  2/9"  oder  4t7rg:^"  die  Schwung- 
kraft a\n  Aeqnatok*^    und  die  Schwere  daselbst 

4n  fo  qpdq 

-,     indem   wir   die   der  Schwung^kraft  pro- 


portionalen  Glieder  vernachlässigen,  folglich  das  Ver- 
hältnis«   der   Schwungkraft   zur  Schwere    unter   dem 

gq  * 

Aequator  y  = p- 

also  ist  das  letzte  Glied  der  vorigen  Gleichung  niclitf 
anders  als  i  /,  und  man  kann  dieselbe  so  schreiben 

/p»  d.  q^u 
--~— ^  bu'  —  iy 

Man  hat  ferner 

/p.  d,  q^u  =  Q'q"^u^  -^  fq^u  d^ 

und  da  (§.  381.) 

66dq 
dp  ==: ./p  qqdq  ,     so  wird 

fq^ud^   5=  --^fS6  q^dq.  u  f^  qqdq 

1 
==  —       ^  Jx^dx.  u  fp  qqdq. 

Setzt  man   statt  z/y*p  qqdq   seinen  Werth  avs  f 
384.,   so  erhält  man 

4-  —-*--  fx"^  cos  X  dx 
^  —-  [x'.  co.ix'(x'^  —  tö)  —  3sin  ic'(ix'*  —  6)] 

00 


( 
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indem  man  daa  Inte^al  von   :tr  £:=  0  bis  krsix  anS'* 
dehnt«     Ferner  hat  man 

sin  Sq        ^        .6  sin  af 

q  Ulf 

,        Ä66  sinx*  3A66 

u  = —^ — -  —  *        ■> 

A       6in  x' —  X  cos  x*         A  x'x' 

x*^ 
also  da  auch    q"^  =^  -;— ,     so  wird 

o  0    L«m  x'  —  a:'  cos  x  J 

und  hieraus 


■ii  1* 


SS  j  sin  X  —  X  cos  X' 

) —  x'  cosx(x^  —  15) 

Auf  gleiche  Weise  wird  ferner 

A:cV 

5iiVWp.  97^<7  ==  "TT  x'x' sin  x' •r^{sinx»'»x*coiX*% 

OD  00 

und  nach   den  gehörigen  Zusammen^iehungen  findet 
man  leicht 

5  Ay  {sin  x  —  x*  cos  x')  ^ 

2  6ß       *z«  x"^  —^cd  cos  x'  sin  x  — •  xx 
Nun  war 

i466      5m  X  {x'x  —  3)  +  3^'  cos  x 

A  sin  x'  — ^  x'  co6  X* 

folglich  wenn  man  hierin  den  Werth  Von  A  ^ubsiiiüilrt 

{sin  X  —  x'  cos  x')  [sin  x'  (3  -^  ^V)  -^  3i:'  cos  xl 


I,     f 


x'x'  {x'x'  -}-  a;'  cos x'  sin  x'  -^  %sin  x"^) 
wodurch  der  Ausdruck  der  Abplattung  an  der  Ober* 
flache  gefunden  ist« 

§.     38% 

Die  Untersuchung  der  Messungen  def  t^eiidellän- 
gen  wird  zeigen,  dasS  die  Abplattung  der  Grosse  y 
so  nahe  als  möglich  kommt.      Nehmen  wir  daher  an, 
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da08  bei  der  BeschafTenheit  des  Innern  der  Erde,  die 
§.  380.  gemachte  Hypothese  über  den  Zusammenhang 
iäes  Drucks  mit  der  Dichtigkeit,  wirklich  statt  hat, 
80  werden  wir  x'  aus  voriger  Gleichung  bestimmen 
können ,  indem  wir  u'  =  /  setzen.  Wir  erhalten 
dann  die  Gleichung 

(si/i X  —  x' cos x)  \$in x' (3  —  :r'a:')  —  3x' cos x'] 

arV  {x'x'  +  x'  cos  x*  sin  x' —  Isinx'^) 

welche  nur  durch  Probiren  aufgelöst  werden  kann. 
Der  Werth  «'  =  t  w  leistet  dieser  Gleichung  sehr 
nahe  Genüge ,   so  dass  also  q"^  £=  ^  tt  seyn  wird. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  p"  findet  sich 
==  p'.  1,814  5 
^ie  Dichtigkeit  im  Mittelpunkte     =  p'.  3,332. 

Die  Abplattung  der  Schicht  die  zunächst  um  dea 
Mittelpunkt  herum  liegt ,  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

(§.  3840 

j466      j-         sin  X  3  X 

A       V.si/i  X  ^—  X  cos  X         XX  J 

indem  in  derselben  x  =  0  gesetzt  wird.  Allein  das 
Kesultat  wird  unter  dieser  Form  unbestimmt,  und 
um  den  wahren  Werth  zu  erhalten,  müssen  wir  die» 
seu  Ausdruck  in  Reihen  entwickeln.  Wir  können 
den  veränderlichen  Theil 

sin  X  3 

sin  X  —  X  cos  X  xx 

auch  so  schreiben 

' x  —  jx^-^TJ^x^  _     ^ 

■j  X     — ~  3  o  ^  ^^  * 

und  dies  wird,  indem  man  beide  Brüche  auf  einerid 
Benennung  bringt ,  die  gemeinschaftlichen  Factoren 
des  Zahlers  und  des  Nenners  wegwirft ,  und  damn  « 
Null  setzt,  =  —  i,  folglich  wird  die  Abplattung  im 
Mittelpunkte  der  Erde 

""  ~    5A 
und  wenn  man  statt  A  seinen  Werth  aus  §.  386«  aetit 

y       ^^  (fiinx' — x'cosx')'^ 

TSZ     •—  ,         ^     "  '        ■  ■        ■  ■    ■  «■*  ■■  ■■■■■■!■   ^ 

2       x'x' -{r  sd  cosx*  sinx' — 2sinx!^ 
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In  dem  hier  betrachteten  Fall  ist  x'  =  {  tt  ,    alio 
Abplattung  der  mittelsten  Schicht 

2     A  WTT  —  ä  TT  —  1        345 
indem   man   )"  =  vf^  annimmt.      Die  Abplattung  der 
Schichten    -wächst    also    vom   Mittelpunkt    nach    d^r 
Oberfläche. 

§.   388. 

Nimmt  man  für  die  Abplattung  u^  den  aus  den 
Gradmessun^en  abgeleiteten  Werth  =^if^  so  erhält 
man  ziemlich  genau  x'  =  i?  sr  =  142°  30'. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  mittlere  Dichtigkeit 
po  =  e'.  0,057, 
die  Dichtigkeit  im  Mittelpunkte 

=  p'-T^  =  4,087. 
sinx 

Nimmt  man  6  unendlich  klein,  "welches  dann  statt 

findet,  wenn  die  Flüssigkeit  nicht  zusammendrückbar 

ist  (§.  380.),  so  geht  die  Formel  für  Uy  da  dann  auch 

X  unendlich  klein  wird 

*     A66  C        sinx  3 

A     \sinx  —  XC09X         XX 
in  diese  über 

A66 

5A 
Eben  so  giebt  der  Ausdruck  von  A  (§.  386.) 
-  Ay  {sinx — x'cosx')^ 

A  "=s  f  —    ** 

66     2sin  x'^  —  x'  cos  x\  sin  x'  —  xx' 

indem  man  x'  ebenfalls  unendlich  klein  annehmen  mnsi 

folglich,  wenn  man  diesen  Werth  in  vorigen  Aus- 
drackivon  u  substituirt 

M  =  t  y 

also  beträgt  im  Fall  der  Homogenität  der  Flüssigkeit, 
die  Abplattung  jeder  Schicht  derselben,  -^  des  Ver- 
l^Uftnisses  der  Schwungkraft  zur  Schwere  am  Aequator. 
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§.    389. 

Wir  wollen  jetzt  noch  da«  Gesetz  der  Schwere 
betrachten,  welches  in  geringen  Entfernungen  über 
und  unter  der  Erdoberfläciie  statt  findet.  Es  bezeichne 
r  die  Schwere,  welche  für  einen  Punkt  statt  findet, 
der  die  Entfernung  r  vom  Mittelpunkt  hat,  und 
welcher  an  der  Umdrehung  der  Erde  Theil  nimmt, 
also  der  Wirkung  der  Centrifugalkraft  unterworfen 
ist,    so  bat  man  aus  §.  364* 

WO  '^*  die  geographische  Breite  des  Punktes  bedeutet, 
und 

seyn  wird. 

Im  Fall  der  Körper  über  der  Erdoberfläche  sich 
befindet,  muss  2;7;^0,  £"=^0  seyn,  und  daxm  habep 
wir  schon  aus  §.  367«   den  Werth  von 

T 

lifo  die  Integrale  von  7  =  0  bis  q  =  q"  genommen 
werden  müssen.  Hieraus  ergiebt  sich,  indem  wir 
für  M"  seinen  Werth,  «/z^"*  —  |,  und  für  2:^^,  / 
setzen 

r  r  jr  r 

r 

~  ^^l^sin^'  [4X"^  /p  qqdq  -fq'''} 
+  2/r'  sin  ^'\ 

§.    390. 

Nun  sey  q*'l  die  Hohe  des  Gegenstandes  über  der 
Oberfläche,  und  A  der  Halbmesser  der  Erde  für  dflft« 
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jeni^en  Punkt  der  Oberfläche,  über  weichem  sich 
der  Ge^nstand  befindet ,  so  wird  r'  =  J?  -f"  9'^ 
Ä  =  g''(i  —  K''  sin-^'^)^  und  man  kann  das  Verhält- 
nias  l  der  Höhe  zum  Halbmes&er  dei"  Erde ,  immer 
von  der  Ordnung  der  Centrifugalkraft  oder  der  Ab* 
plattung  annehmen,  da  alle  Erhöhungen  und  Vertie- 
fungen an  der  Oberfläche  der  Erde  gegen  ihren  Halb-. 
messer  genommen,  sehr  gering  sind.  Hieraus  folgt, 
^Okss  das  Ouadrat  von  Z,  so  wie  die  Producte  KH^  fl 
vernachlässigt  werden  müssen.  Man  wird  daher  vbl 
allen  Gliedern  des  Werlhes  von  F,  das  erste  ausge- 
nommen, statt  r\  q!'  setzen  Mnnen.  Für  das  erstft 
erhält  man 

1  1 


^^^■^ 


rV         9"'»  (1  —  K"  sin  ;^'»  +  /)» 

i^ielich  auch 

q  q  Zq  q 

+  —17  /?  9fä^  -  3/9'* 

+  sin  1^'»  [5/9"  -  --TrTr/p  99^91 

9  9 
Nuu  sey  an  der  Oberfläche  der  Erde ,   yro  l=»0 
üt,  die  Schwere  —  (7,  so  hat  man  aacU 

...         8wZ     ^ 
r  =  <?  -  P7-7,  /e  99^9 

oder  da,   wenn  man  die  von  der  CentrlCugalkraft  ab« 
hängenden  Glieder  vernachlässigt, 

wird,  so  erhält  man,   indem  man  durch  Hülfe  dieser 
Gleichung  das  Integral  /^  qqdq  eliminirt 

X  ^  G  —  21G 

Hieraus  folgt,    dass  wenn  man  die  in  einer  be- 
stimmten Höhe   statt   findende   Schwere  aus  der    an 
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der  Oberfläche  der  Erde  finden  will ,  man  die  Utetcre 
mit  dem  doppelten  Verhältniss  der  Höhe  zum  Halb- 
messer der  Erde  mpltipliciren ,  und  dies  Product  von 
der  an  der  Oberfläche  statt  findenden  Schwere  ab- 
ziehen muss« 

§.    391. 

Ist  der  angezogene  Körper  so  weit  entfernt,  da» 
er  nicht  nut  an  der  umdrehenden  Bewegung  der 
Erde  Theil  nimmt ,  so  muss  man  in  dem  Ausdruck 
von  r  (§,  389.)  das  von  der  Centrifugalkraft  herrüh- 
rende Glied   2fr'cQS'i/'^  weglassen,    so  dasa 

dV 
T  T^  1^  r*^^  wird.     Wenn  ausserdem  die  Entfer- 

nung  r'  gegen  den  Halbmesser  7"  sehr  gross  ist,    so 

dV 
darf  man  alle  Glieder  de3  Ausdrucks  von  T-p^j  ^« 

durch  höhere  Potenzen  von  r',    als  die  zweite,    divi- 
dirt  sind,  vernachlässigen,   und  es  bleibt  dann 
in 

Man  findet  aber  aus  den  frühern  Unteraachwigea 
leicht,  daiB«  der  Ausdruck 

die  Masse  der  Erde  bedeutet,  folglich  wird  die  An- 
ziehung der  Erde  auf  sehr  entfernte  Punkte,  ihrer 
Masse  direct,  und  dem  Quadrat  der  Entfernunj^  dei 
Punktes  vom  Mittelpunkt  der  Erde  ^  umgekehrt  pnn 
portional  seyn, 

§•   392, 
Für  die  Schwere  im  Innern  der  Erde,    mu44  m 
dem  in  §,  389»  gegebenen  Ausdruck  von  (^tz)  >  ^^^ 

ein  durch  die  Differentiation  der  Grösse  2^ÖV*  noch 
r'  entstehendes  Glied  4^9'V'  hinzutreten*  Es  ist  aber 
aus  §,  358. 

8^'  =  a''M''  J\y'  ^''dx 
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und  da  aosserdem  nach  §.  360> 

ßX"9"dx  =.  -^/p.  dK" 

SO  wird  das  hinzuzofügende  Glied 

^  t'.  Jp.  dK" 

seyn.    und  man  erhält,    indem  man  diese  Grösse  zu 

dem  §.  366.  gegebenen  Werthe  von  ( — -\  hinzusetet 

^£F>.   _-_  4Jg  /p  qqdq         ^  ^/p.  d.  q*K" 
\dr'J  ~  r'r'         "^  ""  "  rV 

O  T  O 

Man  mnss  aber  hierbei  bemerken,  dass  die  In- 
tegrale von  q  =0  bis  zu  dem  Werthe  von  q  genom- 
men werden  müssen,  der  derjenigen  Schicht  ent- 
«pricht,  auf  welcher  der  angezogene  Punkt  sich  be- 
findet. Da  wir  aber  annehmen ,  dass  die  Tiefe  des 
Punktes  unter  der  Erdoberfläche,  im  Yerhältniss  zum 
Halbmesser  der  Erde,  blos  von  der  Ordnung  der 
Centrifugalkraft  seyn  soll,  so  ist  einleuchtend,  dass 
die  auf  die  angegebene  Weise  gei^ommenen  Integrale, 
von  den  vollstänaigen ,  welche  zwischen  den  Gränzen 
9  =  0  und  q  =  q"  genommen  werden ,  blos  um  eine 
Grösse  verschieden  seyn  werden,  deren  Ordnung^  der 
der  Centrifugalkraft  gleich  kommt.    Man  wird  daher 

—  j,  das  erste 
dr'J 

anagenommen,  die  Integrationen  von  ^=0  bis  q^^q" 

aosdehnen  dürfen;  ausserdem  kann  man  in  denselben 

Gliedern  sogleich  statt  r'^  q"  setzen,    so  dass 

wird,  indem  zwischen  den  besagten  Gränzen  das  la- 
teral /p  dK^'  den  Werth  Null  erhält  (§.  3670. 
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§.  393. 


Nimmt  man  ans  §.  307'  die  Gleichnng 

S/p.  d.   q^K"   =   K"q"-'  fp   qqdq  -   i  gq"" 

und  eliminirt  durch  ihre  Hülfe  aus  vorigem  Ausdruck 
das  Integral  yp.  d.  q  ^K",  so  erhält  man 

+ jTT, —  /p  w^^  —  G^e^Y* 

9  9 
Es  sey  nun  9"  (1  —  X)  die  halbe  grosse  Axe  4«"- 
jenigen  Schicht ,  auf  welcher  sich  der  angezogene 
Pui&t  befindet,  so  wird  das  Integral  y^  99^9  9  wel- 
ches im  ersten  Gliede  des  vorigen  Ausdrucks  vorhan- 
den ist,  zwischen  den  Gränzen  ^  =  0  und  ^"(1  —  X) 
genommen  werden  müssen.     Man  weiss  aber,    das« 

fp  fidf  [J  Z  J//  (1  _  X)] 

WO  die   in   den  Klammern   angegebenen  Werthe   von 
g   die  Gränzen  bedeuten,     zwischen  denen   die  Inte- 

![rale  zu  nehmen  sind.  Das  letztere  Integral  kann 
eicht  gefunden  werden ,  da  die  Gränzen  zwischen 
denen  es  gesucht  wird,  einander  sehr  nahe  liegeiif 
indem  die  Grösse  g^^X  als  sehr  klein  angenommen 
werden  soll.     Man  hat  nämlich  so  nahe  als  m^firlich 


fp  99dq  [5  =  l','M~'^^'j  =  p'/"3t 


WO  p'  die  Dichtigkeit  der  Erde  an  der  Oberfläche  h«* 
deutet.     Hierdurch  wird 

9^9"     '^^^  ^^"^"^  ~  6wgJf^9'^ 
wo  die  Integrale   zwischen   den  Gränzen   ^  =  0   vxÄ 
q  =  9"  enthalten  seyn  mü&sen. 
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§.   394. 

Nun  ist    r'  =  9"  (1  —  X)  (1  —  K"  »in  1}-'» 

=  q"{i—X  —  K"  siny\/'^) 
folglich  auch 

r'»    ~    q"q"    "*"  q"q" 

Ferner  ist    S^g  =  f 

M"  =  sin  i}/'»  —  J 
folglich,    wena  man    alle  diese   Werthe   in    vorigen 

(cLV  >^ 
— -  )  substituirt ,    so  erhält  man 
dr  ^ 

H — Ti-Tr  /p  11^1  +  fi 

q    q 

-  sin-^^  [3/9" TTirfe  97<^9J 

9  9 

Da  nun  allgemein  (§.  3890 

r  =  -  (^)  -  2fr'  cos-i^'? 

erhält  man  endlich ,  indem  statt  /r',  /i^"  gesetzt  wird, 
weiches  weffen  des  geringen  Unterschiedes  von  r'  und 
9"  erlaubt  ist, 

r  =  +  —  /p.  qgdq  ~  _-  /p.  d.  V'Ä" 

-  ^'  /P-  9<7rf9  -  3/9" 

+  51«  4-'*  [5/9"-  ~r;7/?  W'^?] 

q   q 
+   -TTT/  /P  99«f9  —  i^  P'  9"^- 

7      7 
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§.    395. 


An  der  Oberfläche  der  Erde,  unter  der  Breit« 
i)/',  M'o  X  =  0  ist,  sey  die  Schwere  =0,  so  hat  man 

r  =  G  +  ^TTT  /P  99d9  -  4«  p'^''^' 

und  da   auch  mit  Vernachlässigung   der  Glieder  die 
der  Centrifugalkraft  und  Abplattung  proportional  sind 

so  kann  man  vorigen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 

r  =  G  +  2'kG  —  inp'q^'X, 
wo   X   das  Yerhältniss   der   Tiefe  des  Punktes    unter 
der  Erdoberfläche,  zum  Halbmesser  der  Erde  ist. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Relation  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit,  welche  §.  380-  gemacht  ist, 
wird,  wenn  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 
durch  p®  bezeichnet 

p"  =  p'.  1,814 ,    (§.  387.) 

/p  ggdg  =  i  p^  g^'* ,     (§.  382.) 
folglich  auch 

-77-77  /P  99^9  =  i^'  pV  0,605 
9  9 
und  da  das  vor  dem  Gleichheitszeichen  stehende  Glied 

die  Schwere  G  ist,   so  hat  man 

GX 

^  0,605 

und  hierdurch  wird 

r  =:  G  -{-  sYr  GX 
oder  beinahe 

r  =  G  (i  +  -i  ^) 

also  nimmt  bei  der  angegebenen  Hypothese,  in  gerin- 
gen Tiefen  die  Schwere  keinesweges  ab ,  sondern  zn. 
Wir  gehen  jetzt  zu  den  Untersuchungen  über  die 
Gestalt  der  Erde'  über,  die  sich  aus  den  durch 
Versuche  mit  Pendeln  beobachteten  Wirkungen  der 
Schwere  ableiten  lassen. 
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Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  durch 
-  die  an  den  verschiedenen  Oertern  gemes*- 
senen  Längen  des  Secundenpendeis. 

§.    396. 

Befestigt  man  einen  schweren  Körper  an  einen 
Faden,  so  nimmt  dieser  Faden,  wenn  er  frei  anfj^e- 
liäxigt  wird,  vermöge  der  Anziehung  der  Erde,  die 
Richtung  der  Verticallinie  an,  und  wenn  man  dem- 
selben eine  andere  Richtung  giebt,  so  wird  derselbe 
doch  wieder  nach  der  Verticale  zurückgehen;  indem 
aber  der  Körper  durch  den  Fall,  in  der  Lage  der 
Verticallinie  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  erlangt 
hat,  die  nicht  augenblicklich  angehoben  werden 
kann ,  so  muss  die  Bewegung  so  lange  noch  fort- 
dauern, bis  die  erlangte  Geschwindigkeit  durch  die 
Gegenwirkung  der  Schwere  zerstört  ist;  der  Körper 
wird  daher  auf  der  andern  Seite  der  Verticallinie 
eben  so  hoch  wieder  steigen',  als  er  vorher  ffefallen 
war,  und  die  Zeit,  welche  erforderlich  ist,  dass  die 
Geschwindigheit  von  Null  anfangend,  wieder  bis  auf 
Null  abnehme,  heisst  die  Zeit  einer  Oscillation 
des  Pendels  oder  eines  Pendelschwunges.  In 
io  fern  wir  blos  die  Bewegung  d^  mathematischen 
Pendels,  bei  welchem  der  Faden  ohne  Schwere,  und 
der  daran  befestigte  Körper  blos  als  ein  materieller 
Punkt  angenommen  wird,  betrachten,  wird  die  Zeil 
einer  Oscillation  von  der  Länge  des  Fadens,  von  der 
Schwere  und  dem  Winkel  abhängen,  welchen  die  an- 
fKugliche  Lage  desselben  mit  der  Verticale  macht. 

§.  397. 

Es  sey  daher  (Fig.  6.)  AB  die  Richtung  der  Ver- 
ticallinie, AS  das  Pendel,  welche^  um  den  Winkel 
SAB,  den  wir  durch  (p  bezeichnen,  von  der  Verti- 
cale entfernt  ist$  in  «S  befindet  sich  der  materielle 
Punkt,  welcher  in  der  Richtung  SM  parallel  mit  Aß 
TOn  der  £rde  angezogen  wird ,  allein  da  derselbe  ver- 
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mittelst  des  Fadens   an  den  Punlt  A  befestigt  ist,    so 
kann    er    nicht   nach   der    Richtung   SM   herabfallen. 
Wir  zerlegen  die  Kraft  der  Schwere  MS  =  G ,  nach 
den  beiden  auf  einander  senkrechten  Richtungen  SP» 
SQ ,    von   denen   die   erste  senkrecht  auf  dem  Faden 
AS  steht,    also   die  Berührungslinie   des  Kreisbogens 
SNC  ausmacht,    und  die  zweite  nach  der  Verlänge- 
rung  des   Fadens    wirkt.       Die   letztere   Kraft    wird 
durch   den  Widerstand    des   festen  Punktes   A  völlig 
eu^ehoben,    so  dass  wir  es  blos  noch  mit  der  Kraft 
Sl'  zu  thun  haben.     Man  sieht  leicht,  dass  der  Win- 
kel SMP  =  SAB,    folglich  ist  SMP  =9),    SP=:SM. 
sin  SMP  =  G.  sin  (f>.     Bezeichnen  wir  ferner  das  Ele- 
ment des  Kreisbogens  SNC  durch  ds^  die  Zeit  durch 
ty    so   erhalten  wir  vermittelst  der  bekannten  L*ehr^ 
Sätze  der  Dynamik,  indem  wir  den  Bogen  NS  von  8 
anfangen  lassen,    und  derselbe  daher  durch  das  Fort- 
rücken des  Punktes  S  vermindert  w^ird,  die  Gleichung 
dds  4"  G.  sin  (p.  dt'^   =  0. 
Setzen  wir   nun  die  Länge    des  Fadens   ASs=^ 
so  ist  ^  =  Z.  9^ ,    da  Z  den  Halbmesser  des  Kreises  an- 
giebt,  der  vom  Punkt  S  beschrieben  wird,  also  auch 
dds  =  L  dd(p ,   und  wenrf  wir  diesen  Werth  in  vorige 
Gleichung  substituiren 

L  ddtp  +  G.  sin  <p.  dt^   =  0. 

§.   398. 

Um  aus  dieser  Differentialgleichung  der   eweiten 

Ordnung,  die  Gleichung  zwischen  cf>  und  t  abzuleiten^ 

multiplicire  man  dieselbe  mit  21*  d^,   so  wird 

2d(p      ddcjy 

IL .    +  G  sin  0,  d0  3=  0- 

dt        dt^     ^  r      r        V 

Dies  giebt,  wenn  man  integrirt,  und  bedenlt, 
dass  die  Zeit  als  die  unabhängige  veränderliche  Grö** 
se  angesehen  wird,  und  daher  ddt  =  ü  ist, 

X  «Z0V    ^ 

(  i  ^\  w-  2GI  sin  <p  ==  C, 
V       dty 

\7ö  C  die  hiniiuä^ufiigendib  Constante  ist      £s  ist  abef 

ld(p 

——.nichts  anders  als  die  Geschwindigkeit  des  Punk* 

dt  ^ 

tes;    bezeichnen  wir  daher  den  Werth  des  Winketo 
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9^,    welcher  die  grösste  Abweichung  des  Fadens  von 

der  Verticale  angiebt^    durch  a,    so  ist  zu  gleicher 

dcp 
Zeit  die  Geschwindigkeit    Z  — •  =  0  ,      und  mau    hat 

ld(p 
also^  wenn  man  diese  gleichzeitigen  Werthe  von  — — <- 

dt 

und  9  in  voriger  Gleichung  substituirt, 

—  2Gl  cosa  =  C 

folglich,   wenn  man  aus  beiden  Gleichungen  die  Con- 

stante  eliminirt,  und  die  Wurzel  auszieht 

d(p ,,-^ 

dt 
Wir  wählen  das  negative  Zeichen  bei  Ausziehung 
der  Quadratwurzel,    weil   der  Winkel   ^  abnimmt, 
während  die  Zeit  zunimmt. 

§.    399. 

Nun  ist  bekanntlich 

^     2cos(p  =  2  —  4*2«  ff  9^' 

2cosa  =  2  —  4.««  J  a^ 

folglich  wird  vorige  Gleichung  diese  Form  erhalten 

ld0  = 

— i-  =  —  2V^sinia^-^sinicp\  Y'LG 
dt 

oder  auch 


-_-    2dt  d(p 


>k^ 


Bezeichnen  wii^  durch  T  die  Zeit  einer  ganzen 
Schwingung,  während  welcher  der  Wilikel  ^  von 
o  bis  —  OL  abnimmt,  so  kommt  aas  obiger  Gleichung 
durch  Integration 

^r/^^-f        '*  , 

^  e/  ^/^.nn  i  a'^  —  sin  i  fp^ 

wo  von   (p  ±=1  a  bis  <p  =  —  «  integrirt  werden  mus«* 
Wir  setzen  nun  der  leichtern  Integration  wegen 

A  sin  i  (p  ==  sin  i  a»  sin  u. 

so   wächst  sin  u  von   +1   ^^^  "^  1  >    ^"d  indem  Wir 
die  veränderliche  Grösse  u  statt  <p  einführen,    erhaU 

•  ten  wir 
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z 


^  yfl  —  sin  ia 
der  Veränderuni 


WO  man  wegen  äer  Veränderung  des  Zeichen«  vor 
der  Integralformel,  auch  dieGränzen  umkehren  muBi, 
also  von  u  =  —  in  bisu^-Hv^  integrirt  wird. 

§.   400. 

Will  man  die  Integration  wirklich  ausführen,  so 
ist  es  nothwendig,  die  Wurzelgrösse  in  eine  Reibe 
£u  verwandeln,  die  nach  den  graden  Potenzen  von 
sinu  fortschreitet,    und  man  erhält  dann 

^  2.4. 

+   1«  3.  o«    .    -    -    •      _ 
■  5I7I  i  a*  5111 M* 

2. 4.  6, 

4"  ®t^*  ®*^*  ^*^' 
Man  sieht  hieraus,    dass  jedes  zu  findende  Inte- 
gral die  Form 

fsin  u^\  du.  ["  Z  +  I ;] 

erhält,  wo  die  in  den  Klammern  enthaltenen  Werthe 
von  u  die  Gränzen  bedeuten,  zwischen  denen  das  In- 
tegral enthalten  seyn  soll.    Betrachtet  man  die  Potens 

sin  v?'^  als  ein  Product  von  sin  w^^  ^  *.  sin  u ,  und  be- 
denkt, dass  Jsinuo  du  -=.  —  cosu  ist,  so  erhält  man 
durch  die  bekannte  Methode  der  Integration  durch 
Theile 

/sinu^^.du  =  —  co^u.  sinu^^'^^ 

+  {2n  —  i)  fcosu^.  sinu^^'^^diL 
Setzt  man  statt  cos  u^ ,  1  —  sin  ü^f   so  wird 

Jsinu^^'du  =  —  cosu.  sinu^^^^ 

+  (2n  ^  D/sin  u^^'-^—^an^i) /sin  u^\itu 
imd  hieraus  findet  sich 

fsin  u^^.  du^=i  —  ^-^.cosu  sin  u^^  ""  *  ' 

+  22JZi   fsin  u^^-^  du. 
2»      •^ 
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An  den  Gränzen  des   Integrals   wird  cosu  =  0^ 
also  bleibt  blos  ^ 

y'*.      2n  j           2/1 — 1      r.       2»— 2    , 
smu     du  =  I  sm  u  du. 

Nimmt  man  zuerst  n  =  iy  so  erhält  man 
fsinu^.du  =  i  fdu  =  i  w 
also  wenn  nach  und  nach  n  =  2 ,  3 ,  4   u.  s.  w.  ge- 
setzt wird, 

fsin  M*.  du    z=:    \.    \  TZ 

fsinu^.  du  r=z  i^  %.  i  n 
Jsinu^.du  =z  l.\.  i.ln        ' 
etc.  etc.  etc. 
Substituirt  man  diese  Werthe  in  vorige  Gleichung, 
M  kommt: 


V  "T"  =  ^«  i  1.  3.    * 

+  (~^ — '^  .  sin  Ä  a* 


l 


V2.4.6>' 
+  etc.  etc. 

^  Da  der  Winkel  a ,  um  welchen  sich  4^8  Pendel 
von  der  Verticale  entfernt,  immer  sehr  klein  bleibt, 
80  ist  die  Converffenz  dieser  Reihe  sehr  beträchtlich, 
und  wenige  Glieder  reichen  hin,  dieselbe  mit  aller 
nöthigen  Genauigkeit  in  Zahlen  darzustellen.  Setzt 
man  a  unendlich  klein  oder  Null,    so  ist 

und  wenn  man  für  T  die  Zeit  einer  Secunde,  oder 
den  86400ten  Theil  eines  mittlem  Sonnentages  an- 
nimmt, und  diese  als  die  Einheit  betrachtet,  so  erhält 
man  die  Länge  des  sogenannten  Secundenpendels, 
durch  die  Gleichung 

6-  =  wwZ. 

§.   401. 

Aus  S.  368.  haben  wir  die  Gleichung 
G  =  G°  +  sin  i}/^  C^dr  —  K) 
wo  G"  die  Schwere  unter  dem  Aequator,  y  das  Ver- 
hältniss  der  Schwungkraft  zur  Schwere  an  demselben  . 
Orte,    K  die  Abplattung  der  Erde,    und  ^  die  geo- 

24 
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centrische  Breite  des  Ortes  bedeutet ,  für  welchen  man 
die  Schwere  G  sucht.  Da  aber,  wenn  wir  in  der 
Formel  für  die  Schwere,  die  höhern  Potenzen  der 
Abplattung  und  Schwungkraft  vernachlässigen ,  die 
geocentrische  Breite  von  der  geographischen  nicht 
verschieden  ausfallt,  so  wird  man  i)/  in  der  Bedeu- 
tung der  geographischen  Breite  oder  Polhöhe  anneh- 
men können. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  G  in  die  GIeichini|; 

G=:n^Z,  so  erhält  man 

wwZ  ==  G*»  +  sin  i}/2  G°  (i  y  —  K). 


§.  402. 

Man  sieht  leicht,  dass  wenn  an  zwei  verschie- 
denen Oertern  der  Erde,  deren  Polhöhen  bekannt 
sind,  die  Längen  des  Secundenpendels  gemessen  wer- 
den, daraus  die  Grössen  G°  und  K  bestimmt  werden 
können,  da  die  Grösse  G°y  sich  aus  dem  bekannten 
Halbmesser  der  Erde,  und  der  Rotationszeit  derselben 
um  ihre  Axe ,  berechnen  lässt.  Denn  es  seyen  die 
beobachteten  Pendellängen  2',  Z",  die  Polhöhen  ^',  >|f", 
so  ist,  wenn  man  diese  Werthe  in  vorige  Gleichnnj; 
subsiituirt 

tirjrZ'  =  G«  +  i  «/i^'*  Gy  —  KG^  sin^'^ 

Zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  aby 
so  wird 

nn  (Z' -^  Z'O  ==  (I  G^r  —  KG"")  {sin  ^'3  _  ,f^  ^//,) 
also  hieraus 

sin  i)/'2  —  sin  i)/"* 

Hat  man  hieraus  KG"*  gefunden,  so  substitnire  man 
diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung,  so  dass  man. 

sinyi^'^  —  sinyif''^         ^ 
erhält 
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§.   403. 

Als  ein  hierher  gehöriges  Beispiel ,  wollen  \vir 
ÄWei  von  Sabine  auf  Spitzbergen  und  St.  Tho- 
mas angestellte  Beobachtungen  wählen.  Man  hat 
cLaselbst  r  ' 

Spitzbergen  V  =  39''21460 ,     <^'  =  79°  49'  58'' 
St.  Thomas  Z"=  39,02074,     ^"=     0.   24.  41. 
wo    die    Längen    der   Secundenpendel    in    englischen 
Zollen  angegeben  sind. 

Wir  müssen  nun  zuerst  die  Grösse  G^y  oder 
die  Schwungkraft  am  Aequator  berechnen,  und  aus 
§.  273.  finden  wir,  dass  wenn  der  Halbmesser  des 
Aequators  durch  a  bezeichnet  wird, 

'TT 

wo  T  die  Anzahl  der  Secunden  der  mittlem  Sonnen- 
zeit  bedeuten,  welche  die  Erde  gebraucht,  um  sich 
einmal  um  ihre  Axe  zu  drehen.  Der  Halbiriesser  a 
mnss  in  englischen  Zollen  ausgedrückt  werden,  weil 
die  andern  Längen  in  demselben  Maasse  angegeben 
sind.     Es  ist  aus  §.  242. 

a  ^  3271837,5  Toisen. 
und  da    der   par'^or   Fuss    sich    zum   englischen   wie 
1,06575  7.ur  Einheit  verhält,  so  hat  man 

a  =  12.6.3271837,5.  1,065/5  engl.  Zoll 
log  a  =    8.3997796. 
Ferner  ist  die  Rotationszeit  der  Erde  0,99727  des 
mittlem  Sonnentages,   also 

T  =  86400".  0,99727 
log  T  =  4.9353265 
und  hierdurch  erhält  man 

logG'^r  =  0.1254864 

G"y  =  1,33502  engl.  Zoll 
I  G"y  =  3,33755. 
Aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphs  ergiebt 
sich   dann    mit   Berücksichtigung  der    angenommenen 
numerischen  Werthe 

KG'  =       1,3616  Zoll 
G"  ==  385,0576  Zoll. 

1 
Die  Abplattung    K.  =  — -  . 

283 

24* 
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§.  404* 

Da  die  Abplattung,  wie  man  aus  den  vorigen 
Gleichungen  sieht,  durch  sehr  kleine  Grössen,  näm- 
lich die  Unterschiede  der  Pendel  längen ,  gefunden 
wird,  so  kann  man  leicht  schliessen,  dass  geringe 
Fehler  in  den  Bestimmungen  der  Länge  des  Secun- 
denpendels,  bedeutende  Aenderuugen  der  daraus  be- 
rechneten Abplattung  hervorbringen  werden.  Ausser- 
dem kann  an  einem  Orte  die  Schwere  etwas  grösser 
oder  geringer  seyn ,  als  es  die  Theorie  angiebt ,  wozn 
die  ungleicliartige  Beschaffenheit  der  obern  Schichten 
der  Erde  die  Veranlassung  ist;  denn  es  ist  leicht  ein- 
gesehen, dass  wenn  an  einer  Stelle  sich  tief  unter  die 
Oberfläche  hinab,  Felsenmassen  erstrecken,  die  An- 
ziehung der  Erde  an  diesem  Orte  stärker  seyn  wird,- 
als  vreun  sich  daselbst  Höhhingen  befanden*  Man 
sieht  hieraus,  dass  die  Intensität  der  Schwere,  eben 
so  wohl  wie  ihre  Richtung,  localen  Störungen  un- 
terworfen seyn  wird,  und  man  könnte  wohl  anneh- 
men, dass  fast  nirgends  eine  vollständige  üeberein- 
stimmung  der  Natur  mit  der  Theorie  statt  findet 

§.  405. 

Will  man  daher  aus  Pendelbeobachtungen  ein 
genügendes  Resultat,  sowohl  für  die  daraus  entsprin- 
gende Abplattung,  als  die  Kraft  der  Schwere  unter 
dem  Aeqiiator,  erhalten,  so  muss  man  eine  grosse 
Aazahi  von  Beobachtungen ,  die  an  verschiedenen 
Oertern  der  Erde  angestellt  worden  sind  mit  einander 
verbinden,  und  sie  ^ach  einem  der  Natur  der  Sacke 
angemessenen  Princip  behandeln. 

Wir  wollen  daher  die  vorzüglichem  Beobach- 
tungen der  Längen  des  Secundenpendels  so  behandeln, 
dass  die  Abplattung  und  die  Kraft  der 
Schwere  unter  dem  Aeguator  dergestalt  be- 
stimmt werden,  dass  die  Summe  der  Qua* 
drate  der  Unterschiede,  zwischen  den  beob* 
achteten  und  berechneten  Längen  der  Pen- 
del ein  Minimum  werde. 

Nun  sey  die  beol^achtete  Pendellänge  =  Z ,  der  bei 
ihrer  Bestimmung  statt  findende  Fehler  =  8/,  so  wird 
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oder  auch- 

«  =  _/  +  _  +  ^.  «„^'«21.  ^K.^.  sm^'\ 
Man  setze  ferner,  da  Näherun^sweise  G**=39.  wtt, 

Bl  c=  —  ist 

300 

G" 

=  39  +  1: 

300         39  ' 
und  es  wird,  indem  man  bemerkt,   dass  aus  vorigem 
Paragraph 

5       G^'r 

-  .   — -  =  0,33816 
2        :nrw 

Uid  zugleich  das  Prodnct  rr^  vernachlässigt 
3Z  =  —  Z  +  39  +  0,20810  «/»if» 

V  300  >' 

Man  kann  nun  wohl  annehmen,  dass  der  Werth 

G° 
^on  — —  von  dem  genäherten  Werthe  39  nur  um  ein 

)der  zwei  Hunderttheile  abweicht,  und  wir  werden 
laher  den  Factor  von  :r,  ohne  Fehler,  der  Einheit 
gleich  setzen  können,   so  dass 

«Z  =  0  =  —  Z  +  39  +  0,20816  w/i^}/» 

4-  a:  —  y  51/1 1]/' 
Ue  Gleichung  ist,    aus  welcher  die  Bedingungsglei- 
ihuugen  gebildet  werden  müssen. 

§.  406. 

Wir  nehmen  zuerst  die  Beobachtungen  von  Sa- 
line (An  Account  of  Experiments  to  deter- 
aine   the  figure   of  the  Earth,    by   Edward 
lab  in  6.    London  1825-   pag.  333.) 
St-Thoraas  1)/  :=  +  00*^  24'  41",  l  =  39,02074  engl.  Z. 
Maranham  —  02.  31.  43  ,         39,01214 

Ascensioo  ^  07.  55. 48  ,  39,02410 

Kerra  Leona  +  08.  29*  28  »  39,01997 
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Trinidad  ^ 

=r  +  10^  38'  56", 

Z=:  39,01884  engl.  Z. 

Baliia 

— 12.  69. 21  , 

39,02425 

Jamaica 

- 

-  17.  56. 07  , 

39,03510 

New  York 

- 

-40.  42.43  , 

39,10168 

London 

- 

-  51.  31.  08  , 

39,13929 

Drontheim 

- 

-  63.  25.  54  , 

39,17456 

Hamm  erfest 

- 

-  70.  40.  05  , 

39,19519 

Grönland 

- 

-  74.  32. 19  , 

39,20335 

Spitzbergen 

- 

-  79.  49.  58  , 

39,21469. 

Gleichnngen  für  x 

0 

0,02073  H 

-  X  — 

0,00005  r 

0 

0,01172  - 

'    X   

0,00195  y 

0  ==  — 

0,01996  - 

-     X   

0,01903  y 

0  — — 

0,01543  - 

'    X   

0,02180  y 

0  =  — 

0,01173  - 

'    X   

0,03415  y 

0  =  — 

0,01373  - 

'   X    — 

0,05052  r 

0  —  — 

0,01537  - 

'   X   — 

0,09483  y 

0  =  — 

0,01313  - 

'    X   

0,42544  y 

0  =  — 

0,01174  - 

-    X  

0,61280  r 

0  —  — 

■  0,00806  - 

^    X    — 

0,79995  y 

0  =  — 

•  0,00985  H 

-    X   

0,89041  y 

0  =  — 

•  0,00999  - 

'    X  — 

0,92893  y 

0  =  — 

•  0,01303  - 

-  a:  — 

0,96884  y. 

Hieraus  folgt  die  Fundamentalgleichung 
0  =  —  0,17447  +  13  X  —  4,84870  :k. 


Gleichungen  für  y 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0,00000 
0,00000 
0^00038 
0,00032 
0,00039 
0,00068 
0,00147 
0,00558 
0,00717 
0,00645 
0,00876 


0,00005  X 
0,00195:1: 
0,01903  X 
0,02180a: 
0,03415  X 
0,05052  X 
0,09483  X 
0,42544  X 


0,00000  y 

0,00000  r 

0,00036  r 
0,00048  r 

0,00117  r 
0,00255  y 

0,00899  r 
0,18100  r 

0,37552  r 


-  0,61280  a: 

-  0,79995  X  +  0,63993  y 

-  0,89041a:  +  0,79283  r 
0,00929  —  0,928t3a:  +  0,86291  r 

=  +  0,01262  —  0,96884  a:  +  0,93866  y 

also  die  Fundamentalgleichung  für  y 

0  ==  +  0,05311  —  4,84870  a:  +  3,80439  r- 


''t 
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§.   407. 

Andere  feeobachtnngen  stellte  Sabine  ♦)   auf  der 
ersten  Reise  von  Parry  an,  nämlich  : 

Brassa    ij/  ==  60^  09'  42",    l  =  39,16929 
Hare  Island         =  70  .  26.  17  ,  39,19840 


Melville 


=  74  .  47.  12 


39,20700. 


Gleichungen  für  x 

0  =  —  0,01267  +  X  —  0,75244  r 
0  =  —  0,01359  +  X  —  0,88789  y 
0  =  —  0,01318  +  X  —  0,93114  r 
also  die  Fundamentalg'leichung  für  x 

0  =  —  0,03944  +  3  a:  —  2,57147  y. 

Gleichungen  für  y 

0  =  +  0,01022  —  0,75244  a;  +  0,56617:k 
0  =  +  0,01205  —  0,88789  a:  +  0,78835  r 
O  =  +  0,01227  —  0,93114  X  +  0,86703r 

hieraus  die  Fundamentalgleichung  für  y 

0  =  +  0,03454  —  2,57147  a;  +  2,22155  r- 


§.   408. 

Beobachtungen  von  Kater  in  England  (Philoso- 
phical  Transäctions.  1819.    S.  416.) 


Shanklin  Farm 

i}/  =  50° 

37'  24",    l  =  39,13614 

Arbury  Hill 

52.   12.  55  ,            39,14250 

Clifton 

53.   27.  43  ,            39,14600 

Fort  Leith 

55.   58.  41  ,            39,15554 

Porfeoy 

57.   40.  59  ,            39,16159 

Unst 

60.  45.  28  ,            39,17146 

Gleichungen  für  x 

0  =  — 

0,01078  H 

\-  X  —  0,59750  r 

0  =  — 

0,01249  - 

-  X  —  0,62460:)' 

0  =  — 

0,01163  - 

-  X  —  0,64554  :k 

0  =  — 

0,01256  - 

-  X  —  0,68694  r 

)     Mab  «ehe  Plülospphieal  TransactMns.   1821.    II.Theil.    S.  189. 
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0  =  —  0,01293  +  a:  —  0,71420  r 
0  =  —  0,01298  +  X  —  0,76138  j^ 

also  die  Fundamentalgleichung  für  x 

0  =  —  0,07337  +  &x  —  4,03016  y. 

Gleichungen  für  y 

0  =  +  0,00643  —  0,59750  x  +  0,35701  y 
0  =  +  0,00780  —  0,62460  x  +  0,39012^ 
0  =  +  0,00750  —  0,64554  ar  +  0,41672^ 
0  =  +  0,00862  —  0,68694  :c  +  0,47189  r 
0  =  +  0,00923  —  0,71420  a;  +  0,51008  J' 
0  =  +  0,00990  —  0,76138  a:  +  0,57970  y 

also  die  Fundamentalgleichung  für  y 

0  =  +  0,04948  —  4,03016  x  +  2,72552r- 


§.    409. 

Einige  einzelne  Beobachtungen  sind  noch  folgende, 
ebenfalls  von  Engländern  angestellt: 


Gallöpagos  Inseln  t);  =  + 

San  Blas 

Rio  de  Janeiro 

Sau  Blas 

Rio  de  Janeiro 

Paramatta 

Paramatta 

Madras 


+ 

+ 


0»32' 
21.  32. 


19",  l  = 


+ 


22. 
21. 
22. 
33. 
33. 
13. 


24 
55.  22 


32. 

55. 
48. 
4S. 
4. 


24 
22 
43 
43 
09 


» 

y 


39,01717 
39,03776 
39^381 
39,03881 
39,04368 
39,07696 
39,07761 
39,0263a 


Die  drei  ersten  sind  von  Basil  Hall,  die  beiden' 
folgenden  von  F oster,    die  erste  in  Paramatta  von 
Brisbane,    die  zweite. von  Dunlop^    und  die 
Madras  von  Goldingham. 

Gleichungen  für  x 


in 


0  =  —  0,01715  + 
0  =  —  0,00971 
0  =  —  0,01224 
0  =  —  0,01076 
0  ==  —  0,01211 
0  =  —  0,01251 
0  =  —  0,01306 
0  =  - 


X  —  0,00009  y 

X  —  0,13480  r 
X  —  0,15170  y 
X  —  0,13480  y 
X  —  0,15170  y 
X  —  0,30966  y 
X  —  0,30966  y 
X  —  0,05113  r* 


=  —  0,01566 
Hieraus  die  Fundamentalgleichung  für  x 

0  =  —  0,10320  +  8«  —  1,24354  r- 
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Gleichungen  für  y 


0  = 
0  = 
0  == 
0  == 
0  = 
0  = 
0  = 
0  ==  + 


0,00000 
0,00133 
0,00185 
0,00144 
0,00183 
0,00387 


—  0,00009  a:  + 

—  0,13480  a:  -- 

—  0,15170  X  -- 

—  0,134^0  o:  -- 

—  0,15170 X  -- 

—  0,30966  X  -  - 
0,30966  X  -- 


0,00403  - 

0,00080  —  0,05113  X  -f 

al^Q  die  Fundamentalgleichung  für  y 
0  =  +  0,01515  —  1,24354  a;  + 


0,00000r 

0,01817  r 
0,02301  y 

0,01817  r 
0,02301  y 

0,09588  r 
0,09588 r 
0,00261  r 

0,27674  r- 


§.   410. 

Freycinet*)  hat  die  auf  seiner  Reise  um  die 
Welt  angestellten  Beobachtungen  des  Pendels,  nur  iu 
Verhältnisszahlen  angegeben,  nachdem  er  alle  gehö- 
rigen Reductionen  an  demselben  angebraclit  hat, 
nämlich 

Paris  i}/  =  -f-48*'  50'  14",  Z=  1,00002271 


Rio  de  Janeiro 

Gap  de  bonne  £sp. 

Isle  de  France 

Rawak 

Guam 

Mowi 

Port  Jackson 

Malvinen 


—  22.  55.  22  , 

—  33.  bb.  15  , 

—  20.     9.  56  , 

—  0.  1.  34  , 
+  13.  27.  51  , 
+  20.  52.    7  , 

—  33.  51.  34  , 


0,99783538 
0,99871582 
0,99794215 
0,99709575 
0,98759331 
0,99792816 
0,99877424 
1,00022319. 


—  51.  35.  18  , 

Wir  müssen  nun  diese  Angaben  auf  englische  Zoll 
reduciren.  Aus  den  Versuchen  von  Bor  da  folgt, 
dass  die  Länge  des  Secundenpendels  in  Paris  0,993849 
Meier  beträgt,  also,  wenn  man  d^  Meter  =0,513074 
Toisen  annimmt,  und  das  Verhältniss  des  englischen 
FuBS  zum  französischen  -wie  1  :  1,06575  setzt,  so  er- 
hält man  die  Länge  des  Secundenpendels  zu  Pari; 
=  39,12805  ,  und  hieraus  findet  man  die  an  den 
übrigen  Oertern,  indem  man  diese  Länge  durch  die 
bei    dem  Orte   stehende  Verhältnisszahl  multiplicirt, 


.*)    Bfan  Mhe  Voyag«  aaUor   d«  Moad«  pur  "iL  liouis  cU  Prejemel,    OUcrrata'oBf 
dv  Peodal«.    6.  M* 
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und  durch  die  bei 
durch  ergiebt  sich 

Paris 

Rio  de  Janeiro 

Cap  de  bonne  £sp. 

Isle  de  France 

Rawak 

Guam 

Mowi 

Port  Jackson 

Malvinen 


Paris  angegebene  dividirt     Hicr- 
folgendes  Tableau: 
ij/ =  4-48«  50'  14",   Z  =  39,12805 


—  22-  55.   22  , 

—  33.  öö.  15  , 

—  20.  9.  56  , 

—  0.  1.  34  , 
+ 13.  27.  51  , 
+  20.  52.  7  , 

—  33.  51.  33  , 

—  51.  35.  18  , 


39,04247 
39,07691 
39,04664 
39,01353 
39,03298 
39,04610 
39,07921 
39,13589. 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Gleichungen  für  x 

0,01008 
0,01090 
0,01209 
0,02192 
0,01353 
0,02170 
0,01970 
0,01439 


X  —  0,56677  r 
X  —  0,15167r 
X  —  0,31142  y 
X  —  0,11884  y 
X  —  0,00000  y 
X  —  0,05421  y 
X  —  0,12690  y 
X  —  0,31042  y 
X  —  0,61398  jr 


0,00809  + 
also  die  Fundamentalgleichung  für  x 

0  =  —  0,13240  +  9x  —  2,25421  r. 


Gleichungen  für  y 


0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0,00567 
0,00168 
0,00376 
0,00260 
0,00000 
0,00117 
0,00246 
0,00443 


0,56677  a: 
0,15167  X 
0,31142  a: 
0,11884  a: 
0,00000  X 
0,05421  X  + 
0,12690  a:  -- 
0,31042  a:  — 
0,61398  a:  -- 


0,32124  r 
0,02300r 

0,09698  r 
0,01412  y 

0,00000  r 
0,0'0294r 

0,01610  r 

0,09636  r 
0,37687  y. 

y 

0,94761y. 


0,00495  - 

Hieraus  die  Fundamentalgleichung  für 
0  =  +  0,02672  —  2,25421  x  + 

§.  411- 

ündlich  haben  wir  noch  die  von  Biot,  Arago, 
Matthieu  und  Chaix  gemachten  Pendelbeobachton- 
gen  mit  zuzuziehen.     Die  Längen  der  Pendel  sind  in 
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Figeac 

44. 

36. 

45, 

Bourdeaux 

44. 

50. 

26  , 

Clermont 

45. 

46. 

48  , 

Paris 

48. 

50. 

14  , 

Dünkircben 

51. 

02. 

10  , 

Fürth  Leith 

55. 

58. 

37, 

Unst 

60. 

45. 

25  , 

Um  diese  Beobachtun^sreihe 


Meter  ausgedrückt,  und  beziehen  sich  nicht  anf  das 
bisherige  Sexa^esimalsecundenpendel ,  sondern  auf  das 
Decimalsecundenpendel ,  welches  in  einem  mittlem 
Sonnentage  100000  Schwingungen  macht.  Die  Beob- 
achtungen sind  folgende,  aus  Kecueil  d'Observa- 
tions  geodesiques,  astronomiques  et  physi- 
ques,   par  Biot  et  Arago. 

Formente'ra  ^  ==  38°  39'  56'',  l  =  0,74125200  Meter 

0,74161228 
0,74160872 
0,74170518 
0,74191749 
0,74207703 
0,74241343 
0,74272314. 

I 

an  die  frühern  an- 
schliessen  zu  können ,  müssen  wir  die  gefundenen 
Längen  auf  englische  Zoll,  und  dann  das  Decimal- 
pendel  auf  das  Sexagesimalpendel  reduciren.  Zu  der 
ersten  ileduction  sind  die  nothwendigen  Data  schon 
bei  Freycinet's  Beobachtungen  angegeben  worden.  Um 
die  zweite  auszuführen,  hat  man  aus  den  frühern 
Paragraphen  die  Gleichung 

oder,  indem  man  quadrirt 

TT  yfG  =  Ttnl 
nnd  man  sieht  hieraus ,  dass  bei  gleicher  Kraft  der 
Schwere  G,  die  Pendellängen  sich  wie  die  Quadrate 
der  Zeiten  verhalten,  in  denen  die  Pendel  eine  Os- 
cillation  voll])ringen.  Nun  sind  die  Zeiten  zu  einan- 
der im  Verhältnis«  von  86400:100000,  folglich  ver- 
hält sich  das  Decimalpendcl  ;^um  Sexagesimalpendel 
wie  864*  :  1000*,  und  wir  müssen  daher  vorige  Län- 
gen mit  C J  multipliciren.      Auf  diese  Weise  er- 


hält man 

Formentera 

Figeac 

Bourdeaux 

Clermont 

Paris 

Dünkirchen 


l  =  39,09364  engl.  Zoll 
39,11264 
39,11245 
39,11755 
39,12874 
39,13715 
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Fort  Leith    l 
Unst 


39,15489  engl.  Zoll 
39,17123. 


Gleichungen   für  x 

0  =  —  0,01239  +  x  —  0,39034  y 
0  =  —  0,00997  +  X  —  0,49324  r 
0  =  —  0,00975  +  X  —  0,49721  r 
=  —  0,01064  +  X  —  0,51361  r 

+  a;  - 


0 
0 
0 


=  —  0,01077 
==  —  0,01131 


X 


0,56677  r 
0,60456  y 


0  =  —  0,01191  +  X  —  0,68694  r 
0  =  —  0,01275  +  X  —  0,76138^- 
Hieraus  erhält  man  die  Fundamentalgleichung  für  x 
0  =  —  0,08950  +  Sx  —  4,51405  r- 


0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Gleichungen  für  y 
0,00488  —  0,39034  x  + 

X  + 


0,00493  —  0,49324  x 
0,00493  —  0,49721  x  + 
0,00515  —  0,51361  x 
0,00570  —  0,56677  a: 
0,00684  —  0,60456  x 
0,00817  —  0,68694  x 
0,00970  —  0,76138  x 

also  die  Fundamentalgleichung  für  y 

0=  +  0,05030  —  4,51405  x  +  2,64499 r- 


0,15237  r 

0,24328  r 
0,24722  y 

0,26380  r 

0,32123  r 
0,36550y 

0,47189  r 
0,57970y 


§•     412. 

Wir   müssen   nun   die  Fundamentalgleichungeiii 
«owobl  für  X  als  für  y ,  addiren.    Die  für  x:  sind 

0  s=  —  0,17447  +  13,:i:  - 

0  =  —  0,03944  +    3  a:  — 

0  =  ~  0,07337  4-    6x  — 

0  ==  —  0,10320  +    So?  — 

0  =  —  0,13240  +    9  x  — 

0  =s  —  0,08950  +    8  X  — 
nUo  dkr  Summe 

0  ===  ~  0,61238  +  47  :c  —  19,46213^-      W 
Die  Fundamentalgleichungen  für  y  sind 
0  =  +  0,05311  —    4,84870a:  +    3,80439r 
0  =  4-  0,03454  —    2,57147  X  +    2,2215öy 


4,84870  r 

2,57147  r 
4,03016  r 

l,24364y 
2,25421  y 
4,51405  ^^ 
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0  =  +  0,04948 
0  =  +  0,01515 
0  =  +  0,02672 
0  =  +  0,05030 


4,03016  x  + 
1,24354  X  -- 
2,25421  X  -- 
4,51405  a: 


2,73552r 
0,27()74y 

0,94761r 
2,64499y 


also  ihre  Summe 

0  =  +  0,22930  —  19,46213  X  +  12,6208C!y.  (B) 


§.   413. 

Löst  man  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  auf,  um 
die  unbekannten  Grössen  x  und  y  zu  erhalten,  so 
findet  man 

X  =  0,0152333 
y  =:  0,0053223 
und  hieraus  die  Pendellänge  unter  dem  Aeguator 

=  -I  =  39  +  *  =  39,015233  engl-  Zoll 
ferner  die  Abplattung 

jj:  =  JL  +  Z,  ^     ^ 

300        39         288,20 
also  bedeutend  grösser  als  aus  den  Gradmessungen. 

Die  Schwere  am  Aequator  wird 
G°  =  385,0649    engl.  Zoll 
=     30,10906  pariser  Fuss 
=      9,78061  Meter. 
Das  Verhältniss  der  Schwungkraft  zur  Schwere  am 
Aequator  erhält  man 

^  ■"■    288,44 
Die  allgemeine  Formel  für  die  Pendellänge 

wird ,  indem  wir  die  gefundenen  numerischen  Werthe 
substituiren 

l  =  39"015233  +  0"202898  «n^* 

wodurch   man  die  Länge   des   Pendels  in  englischen 
Zollen  erhält. 


'•'\ 
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§•    414. 

Jetzt  wollien  wir  die  bei  den  einzelnen  Messnn- 
gen  begangenen  Fehler  aufsuchen  5  wir  finden  diese 
indem  wir  die  vorigen  Werthe  von  a:  und  ^  in  die 
einzelnen  BedingungsgJeichungen  substituiren ,  das  Re- 
sultat giebt  den  Fehler  der  Messung  an,  welcher  die 
Gleichung  zugehört     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

St.  Thomas    l  =  39,02074 ,    3Z  =  —  0,00550 

*    0,00350 


Maranham 

Ascension 

Sierra  Leona 

Trinidad 

Bahia 

Jamaica 

New  York 

London 

Drontheim 

Hammerfest 

Grönland 

Spitzbergen 


39,01214  , 
39,02410 , 
39,01997 , 
39,01884, 
39,02425 , 
39,03510, 
39,10168 , 
39,13929 , 
39,17456 , 
39,19519 , 
39,20335 , 
39,21469 , 


+ 


+ 

+ 


0,00482 
0,00022 
0,00333 
0,00124 
0,00064 
0,00017 
0,00022 
0,00291 
0,00064 
0,00029 
0,00296. 


Brassa     l 
Hare  Island 
Melville 


39,16929,      5/ 
39,19840 , 
39,20700, 


—  0,00145 

—  0,00310 

—  0,00292 


ShanklinFarm    i 

I  =  39,13614, 

31  =  -\-  0,00127 

Arbury  Hill 

39,14250 , 

—  0,00059 

Clifton 

39,14600, 

+  0,00016 

Fort  Leith 

39,15554, 

—  0,00099 

Portsoy 

39,16159, 

—  0,00161 

Unst 

39,17146 , 

—  0,00181. 

Gallopagos  Inseln    j 

!  —  39,01717, 

8Z 0,00191 

San  Blas 

39,03776, 

--  0,00482 

Rio  de  Janeiro 

39,04381 , 

--  0,00220 

San  Blas 

39,03881 , 

--  0,00377 

Rio  de  Janeiro 

39,04368, 

--  0,00231 

Paramatta 

39,07696 , 

-  -  0,00108 

Paramatta 

39,07751, 

+  0,00053 

Madras 

39,02630 , 

—  0,00069. 

» 
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Paris 

Rio  de  Janeiro 

Cap  de  bon.  Esp. 

Isle  de  France 

Rawak 

Guam 

Mowi 

Port  Jackson 

Malwinen 


l  =  39,12805, 
39,04247 , 
39,07691 , 
39,04064, 
39,01353, 
39,03298 , 
39,04610 , 
39,07921, 
39,13589 , 


3/  =  +  0,00213 
+  0,00344 
+  0,00149 

—  0,00731 
+  0,00171 

—  0,00674 

—  0,00514 

—  0,0006  J 
+  0,00389. 


Formentera 

l  =  39,09364, 

81  = 

--  0,00079 

Figeac 

39,11264, 

h  0,00264 

Bonrdeaux 

39,11245 , 

-  0,00285 

Clermont 

39,11755 , 

-  0,00185 

Paris 

39,12874, 

-  0,00144 

Dflnkirchen 

39,13715, 

-  0,00063 

Fort  Leith 

39,15489, 

—  0,00034 

ünst 

39,17123 , 

—  0,00157- 

Die  Summen    der  Quadrate   der  Fehler   in    den 
einzelnen  Beobachtuta^sreihen  sind 

0,0000966176 
0,0000202389 
0,0000086229 
0,0000531929 
0,0001361505 
0,0000241897 
also  die  ganze  Summe  der  Quadrate 

=  0,0003390125. 
Zur  Bestimmung  der  beiden  Grössen  x  und  y 
haben  wir  47  Gleicliungen  angewendet.  Dividiren 
wir  daher  diese  Summe  durch  47  —  2 ,  und  ziehen 
aus  dem  Quotienten  die  Quadratwurzel,  so  erhalten 
■wir  den  mittlem  Fehler,  der  bei  der  Messung  von 
Pendeiiängen  begangen  werden  kann, 

=  0,00274474  englische  Zoll. 
Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die  vorigen  durch 
31  bezeichneten  Fehler,  nicht  blos  die  bei  der  eigent- 
lichen Bestimmung  der  Peudellängen  begangenen  Ir- 
Vungen  enthalten,  sondern  auch  zugleich  durch  die 
sich  nach  der  geognostischen  Beschaffenheit  der  Erd- 
oberfläche ändernde  Intensität  der  Schwere  afficirt 
sind. 


384 

§.   415. 

Um  die  Gewichte  der  gefundenen  Werthe  von 
X  lind  y  zu  erhalten,  schreibe  man  die  zur  Bestim- 
mung dieser  Grössen  gebrauchten  Gleichungen  so: 

X  =  —  0,61238  +  47x  —  19,46213r 

r  =  +  0,22930  —  19,46213  a?  +  12,62080/. 

Giebt  man  denselben  dann  die  Form         * 

X  =  ^  +  BX  +  CY 

y  :^A'  +  BX  +  CT, 

1  i 

80  wird  (§.  238.)  >    '^  d^*  Gewicht  von  Xy   y^  Aai 

Gewicht  YQn  y  $e3rn.    Man  erhält  auf  diese  Art 
das  Gewicht  von  x  =  16,988 
das  Gewicht  von  y  =?    4,562 

und  hieraus  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler 

.     „r     ^  0,00274474 

.   im  Werthe  von  x  =  ^————  =  0,00066594 

V  16,988 

0,00274474 
im  Werthe  von  y  =     '  =«  0,0012851 

folglich   wird  die  Pendellänge  unter   dem  Aequator, 

die  wir   =  30,015233    engl.   Zoll    fanden ,    zwischen 

39,014567  und  39,015899  nothwendig  enthalten  seyn 

1 

müssen«    Die  Abplattung  war  = j     die   sich  au» 
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dem  Werthe  y  =t  0,0053223  fand.  Nun  könnte  aber 
auch  y  =  0,0053223  —  0,0012851  =  0,0040^372  ?eyn, 
also  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung 

300         39 
jsetzt,    $Q  kommt  der  kleinste  Werth  der  Abplattung, 
welcher  aus   den  Pendelmessungen  gefolgert  werden 

kanQ  K  =  — - 

291 

foklich  wird  di^  Abplattung  zwischen  mxd  *-^ 

^  ~     ^  285  291 

achwanken. 


385 


§.  416. 


Das  Tableau  der  Messungen  der  Pendeliängen^ 
welches  vrit  §.  414.  gegeben  haben,  zeigt,  dass  an 
mehren  Orten,  wie  zu  St.  Thomas,  Ascension,  Isle 
de  France,  Guam  und  Mowi,  die  Unterschiede  zwi-^ 
sehen  den  beobachteten  und  berechneten  Längen  be- 
deutend sind,  so  dass  an  diesen  Oertern  eine  Abwei- 
chung der  Intensität  der  Schwere  augenscheinlich  isU 
Nehmen  wir  z.  B,  die  beobachtete  Pendelläuge 

Isle  de  France  =  39"04()64 
SO    sollte    der    Theorie    zufolge   an    diesem    Orte    die 
Länge        39"04664  —  0,00731  =  39'03933 
betragen«     Gesetzt  nuuj    das  letztere  Pendel  macht  in 
isinem  mittlem  Sonnentage  86400  Schwingungen  ^  und 
das  beobachtete  s  Schwingungen,  so  ist  die  Zeit  einer 

Oscillation  für  das  berechnete  = ,    für  das  be- 

86400 

1 

öbachtete  — *      Die  Formel  für   die  Pendelschwinffun- 
s  ° 

gen  §.  '400* 

seigt  ferner,  dass  die  Quadrate  der  Schwingungszei- 
ten., sich  wie  die  Längen  der  Pendel  verhalten.  Man 
i&rhält  daher  zur  Bestimmung  von  s  die  Proportion 

39,04664  :  39,03933  =  —  :  (~—^' 
'  SS     V86400>' 

und  hieraus 

cs^^^r.    /^39,03933 

5  =  86400  V^ — ' 

39,04664 

^  Zog  39,03933  =  1.5915023 
Zog  39,04664  =  1.5915836 


2 :  9.9999187 


9.9999593^ 

iog  86400  =  4.9365137 

logs  =  4.9364730 
s  =  86391,9 

äiso  hatte  das  Pendel   8,1  Schwingungen  weniger  ge- 
macht,   weicher  Unterschied  zu  gross  ist,    als  dass 

25 
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man  denselben  als  einen  Beobachtiin^fehler  ansehen 
könnte,  und  man  mnss  denselben  aus  der,  s^ufällig 
durch  locale  Ursachen  an  diesem  Beobachtunjo^sorte, 
geänderten  Intensität  der  Schwungkraft  erklären. 
Aus  der  Gleichung 


r=.v± 


sieht  man,  dass  wenn  die  Länge  l  wächst ^  und  die 
Schwingungszeit  T  dieselbe  bleiben  soll  ^  auch  die 
Schwere  Cr  wachsen  muss,  und  umgekehrt» 


§.  417. 

Da  nun  in  der  erwähnten  Tabelle  ein  negativer 
Werth  von  $/  anzeigt,  dass  die  Länge  des  Secunden- 
pendels  zu  gross  beobachtet  ist,  so  schliessen  wir 
daraus,  dass  an  denjenigen  Beobachtungsorten,  an 
welchen  dieses  statt  findet,  die  Schwere  durch  locale 
Ursachen  eine  Vermehrung  ihrer  Intensität  erlitten 
hat,  und  dies  im  Allgemeinen  um  so  mehr,  je  gros- 
ser der  negative  Werth  von  M  ausfallt,  wenn  wir 
die  etwanigen  wirklichen  Beobachtungsfehler  bei  Seite 
setzen.  Das  umgekehrte  findet  an  denjenigen  Oertero 
statt,  an  welchen  öZ  einen  positiven  Werm  erhält 

Es  ist  nun  merkwürdig,  dass  an  denjenigen  Or- 
ten ,  wo  die  Oberfläche  aus  dichtem  Materien  oesteh^ 
der  "Werth  5/  immer  negativ  wird,  während  dasGe-' 

S entheil  da  sich  vorfindet ,  wo  die  Oberfläche  aus 
faterie  von  geringer  Dichtigkeit  besteht.  Dies  zeigt 
folgende  Tabelle  noch  deutlicher,  indem  Sabine  (a.  a. 
O.  pag.  338.)  in  den  Beobachtungen ,  welche  die  erste 
Reihe  §.  414-  ausmachen,  zugleich  die  geognostische 
Beschaffenheit  der  Oberfläche  angegeben  hat. 

St.  Thomas  31  =z  —  550.  Basaltfelsen 

Maranham  +  350.  Angeschwemmtes  Land. 

Ascension  —  482.  Vulcanischer  Felsen. 

Sierra  Leona  —    22.  Schnell    verwitternder 

Granit. 

Trinidad  -}-  333.  Angeschwemmtes  Land. 

Bahia  +  124.  Tiefe  Erde  üb.  Sandst 

Jamaica  —    64.  Kalk. 
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New  York    «  =  — 


London 

Drontheini 

Hammerfest 

Grönland 

Spitzbergen 


17.  Sand  von  100  Fuss  Tie- 
fe  auf  Serpentinstein. 

22.  Kiesel  und  Kalk. 

291.  Thon  auf  Glimmerschief. 

64-  Glimmerschiefer. 

29.  Sandstein. 

296.  Ouarzfelsen. 

Die  Zahlen  bedeuten  Hunderttausendtheile  von 
englischen  Zollen,  und  man  sieht  deutlich,  dass  die 
diditern  Materien  dem  negativen  Werthe  von  Sl  zu- 

Sehören.  Es  ist  daher  gewiss,  dass  vorzüglich  die 
er  Oberfläche  am  nächsten  liegenden  Schichten,  ei- 
nen bedeutenden  Einfluss  auf  die  verschiedene  Länge 
des  Pendels  äussern,  und  dass  man,  um  Formeln  zu 
erhalten,  welche  so  viel  als  möglich  von  diesen  loca- 
len  Einflüssen  unabhängig  sind,  sich  Beobachtungen 
verschaffen  muss,  die  bei  den  verschiedensten  Arten 
der  Beschaffenheit  des  Erdbodens  angestellt  worden. 


§.    418. 

Lässt  man  die  Beobachtungen  zu  St.  Thomas, 
Maranham,  Ascension,  Trinidad,  Bahia  weg,  so  ist 
die  Summe  der  übrigen  Werthe  von  3Z  beinahe  Null, 
und  es  könnte  die  Oberfläche  der  Erde  als  ein  Ag- 
gregat aus  den,  bei  diesen  übrig  bleibenden  Oertern, 
angegebenen  Materien  angesehen  werden.  Man  hat 
dann 

Granit  Dichtigkeit  2,538. 

Kalk  2,720. 

Sand  2,500. 

Kiesel  2,660. 

Thon  auf  Schiefer  .  2,630. 

Glimmerschiefer  2,934. 

Sandstein  2,500. 

Quarzfelsen  2,652. 

Hieraus  würde  das  Mittel  2,642  für  die  Dich- 
tigkeit  der  Erdoberfläche,  das  Wasser  als  Einheit  ^ 
genommen,  seyn,  und  wenn  wir  nach  §.  387.  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  gleich  1^814  der  Dich- 
tigkeit an  der  Oberfläche  setzen,  so  kommt  die  mitt- 
lere Dichtigkeit  =  49785-, 

26* 


Sierra  Leona , 

Jamaica , 

New  York , 

London , 

Drontheim , 

Hammerfest , 

Grönland , 

Spitzbergen, 
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§.  419. 

Wir  wollen  die  §.  413.  gefundene'  Formel  für 
das  Gesetz  der  Länge  des  Secundenpendels  unter  den 
verschiedenen  geographischen  Breiten,  noch  mit  eini- 
gen andern  Messungen  vergleichen ,  die  früher  ge- 
macht sind  9  und  oenen  man  nicht  die  Genauigkeit 
zuschreiben  kann,  als  diejenigen  besitzen,  welche  zur 
Berechnung  ^es  Ausdrucks  der  Pendellänge  gebraucht 
sind.     Die  Formel  war 

l  =  39  015233  +  0,202898  sin^l^ 

wo  l  die  Länge  des  Sexagesimalsecundenpendels  in 
englischen  Zollen,  und  -^  die  Breite  des  Beobach- 
tungsortes bedeutet.  Ich  entnehme  die  Data  der  Be- 
obachtungen aus  Mecanique  Celeste,  Tom.  2* 
pag.  147. 


Breite 

Länge  des  Pendels 

1) 

O^OO 

0,99669 

2) 

10,61 

0,99689 

3) 

13,26 

0,99710 

4) 

20,00 

0,99745 

6) 

20,50 

0,99728 

H 

37,69 

0,99877 

7) 

48,44 

0,99950 

8) 

53,57 

0,99987 

9) 

54,26 

1,00000 

10) 

56,63 

1,00006 

11) 

57,22 

1,00018 

12) 

64,72 

1,00074 

13) 

66,60 

1,00101 

14) 

74,22 

1,00137 

15) 

74,53 

1,00148. 

Die  erste  Beobachtung  ist  unter  dem  Aeqnator 
in  Peru,  die  zweite  in  Portobello  von  Bouguer  ge- 
macht,- die  dritte  von  le  Gentil  in  Pondiöhery,  die 
vierte  von  Campell  in  Jamaica,  die  fünfte  von  Bou- 
guer auf  Klein  Goave,  die  sechste  vop  Lacaille  am 
Vorgebirge  der  guten  Hoffnung,  die  siebente  von 
Darquier  in  Toulouse,  die  achte  von  Liesganig  in 
Wien,  die  neunte  in  Paris  von  Bouguer,  die  zehnte 
in  Gotha  von  Zach,  die  eilfte  in  London  von  Gra- 
ham,    die  zwölfte  von  Grischow  in  Areasbcrg,    die 
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dreizebnte  und  ^fünfzehnte  von  Mallet  in  Petersburg 
und  Ponoi,  und  endlich  die  vierzehnte  von  Mauper« 
tuis  in  Peiio. 

§.  420. 

Da  die  Breiten  der  Beobachtungsörter  in  Deci- 
malgraden  angegeben  sind,  so  müssen  wir  dieselben 
auf  die  gewöhnlichen  Sexagesimalgrade  reduciren, 
und  indem  wir  zugleich  für  das  als  Einheit  angenom- 
mene Secundenpendel  39"12805  englische  Zoll  nach 
Borda  (§.  410.)  setzen ,  so  erhalten  wir  folgendes 
Tableau  : 

Breite  beobacht.  Länge  Fehler 

--    0°    0'    0"  38,99855  —  0,01668 

--    9.  32.  56.  39,00636  —  0,01450 

--  11.  dö.  30.  '  39,01457  —  0,00152 

--  18.    0.     0.  39,02828  —  0,00632 

-'  18.  27.     0.  39,02161  —  0,01303 

—  33.  55.  16.  39,07992  +  0,00148 

--  43.  35.  46.  39,10849  —  0^00322 

--  48.  12.  47.  39,12296  —  0,00507 

--  48., 50.    2.  39,12805  —  0,00216 

--  50.  58.     1.  39,13035  —  0,00731     , 

--  51.  29.  53.  39,13510  —  0,00441 

--  58.  14.  53.  39,15620  —  0,00573 

--  59.  56.  24.  39,16763  +  0,00041 

--  66.  47.  53.  39,18163  —  0,00501 

--  67.    4.  37.  39,18595  —  0,00141. 

Die  Fehler  müssen  mit  entgegengesetzten  Zeicheti 
zu  den  beobachteten  Längen  hinzugefügt  werden,  um 
die  berechneten  zu  erhalten,  und  man  sieht  daraus^ 
dass  alle  Pendel  zu  klein  gefunden  sind. 

§421. 

Legen  wir  bei  der  Reduction  der   §.  419-  an^e- 

S ebenen  proportionalen  Längen  des  Pendels,  statt  oer 
lorda'schen  Bestimmung  der  absoluten  Län^e^  die 
von  Bouguer  unter  dem  Aequator  zum  Grunde,  wel- 
cher die  Länge  des  Sexagesimalsecundenpendels  zu 
439,21   pariser  Linien  angiebt,    so  erhalten  wir  jfol- 
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gende  Fehlerbestimmungen,  indem  man  bemerkt,  dass 
439,21  par.  Lin.  =  39,t)0735  engl.  Zoll. 


Peru 

Porlobello 

Pondichery 

Jamaica 

Klein  Goave 

Cap  d.  gut.  Hoff. 

Toulouse 

Wien 

Paris 

Gotha 

London 

Arensberg 

Petersburg 

Pello 

Ponoi 


Fehler  —  0,00788 

—  0,00570 
+  0,00628 
+  0,00248 

—  0,00423 
0,01028 
0,00568 
0,00373 
0,00664 
0,00149 
0,00439 
0,00307 
0,00921 

+  0,00379 
+  0,00739. 

§•     422. 


Im  fünf  und  zwabgzigsten  Bande  der  Monat- 
lichen Correspondenz  von  Zach  befinden  sich 
folgende  Beobachtungen  über  die  Schwingungen  eines 
unveränderlichen  Pendels,  die  von  Malaspina  auf 
seiner  Reise  um  die  Erde  auf  den  Corvetten  Descn- 
bierta  und  Atrevida  angestellt,  und  von  Gabriel 
deCi$car,  so  gut  als  es  die  mangelhaften  Angaben 
erlauben  wollten ,  reducirt  sind. 

Beobacht.  -  Ort     Breite     Oscillation  in  einer  Stunde. 


Aequator  0"    O' 

Zamboango  -|-     6.  55* 

Lima  —  12.     5. 

XJmätog  +  13.  18. 

Mauilla  4"  14.  36. 

Acapulco  +  16.  50. 

Insel  Babao  —  18.  39. 

Macao  -|-  23-  12. 

Port  Jackson  —  33.  51. 

Montevideo  —  34.  55. 

'        Cadix  +  36.  32. 

Monterey  -f*  36.  36. 

Concepcion  —  36.  42. 


3607^00 
3607,25 
3607,39 
3607,07 
3608,06 
3607,83 
3608,12 
3607,58 
3610,24 
3610,38 
3610,24 
3609,75 
3610,29 
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Beobacht.  -  Ort       Breite     Oscillation  in  einer  Stunde. 

St  Helena  —  44.  30.  3612,37 

Nutka  +  49.  35;  3612,21 

PuertoEgmont— .  51.  21.  3612,73   ' 

Mulgrave  +  59.  33.  3614,85. 

Es  sey    nun    die   unbekannte  Länge  des   iiierbei 

Sebrauchten  Pendels  =  A.,  und  t  die  Zeit,  in  welcher 
asselbe  die  Schwinfi:uns'  vollendete«  so  hat  man  nach 
§.400.  ^     ^ 

t  YG  =  n  yfX. 
Die  Länge  des  Secundenpendels  unter   dem  Ae- 
quator  bezeichne   man    durch  X,     die    daselbst   statt 
findende  Schwere  durch  G*^,    so  ist,    indem  man  die 
Secimde  als  Einheit  annimmt 

Das  von  Malaspina  gebrauchte  Pendel  machte  in 
einer  Stunde  3607  Schwingungen  unter  dem  Aequator, 
Während  das  Secundenpendel  nur  3600  machte  man 
hat  daher 

3600  3600     „„  ^^. 

3607  3607 

folglich,  wenn  man  aus  dieser  letztern  Gleichung  und 
der  andern  V"G°  =  it  VZ,  die  unbekannte  Grösse 
6^  eUminirt,  so  kommt 

^3607>' 
An   einem  andern  Orte   sey  für  dasselbe  Pendel 
Ton  der  Länge  %,  die  Schwingungszeit  t'y  die  Schwere 
&\  so  wird 

imd  da  ausserdem  t  ^G  =  n  V^f  ^  erhält  man 

t'  YG'  =  t  ^G 

t'^:t^  =  G:G\ 
Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Oscillatioi;ien  an 
beiden  Orten,  die  in  einer  Stunde  vollbracht  werden, 
durch  $  und  5',  so  ist 

folflich,  ^eun  man  diese  Proportion  mit  der  vorigen 
verbindet, 

«»  ;  s'^  =z  G  :  G\ 


39:j 


Es  verhalten  sich  daher  die  Schweren  an  zwei 
verschiedenen  Orten ,  -wie  die  Quadrate  der  Anaahl 
der  Schwingungen ,  die  von  einerlei  Pendel  in  einerlei 
Zeit  geschehen,  und  da  sich  die  Längen  der  Pendel, 
die  ihre  Schwingungen  in  gleicher  Zeit  vollenden, 
ebenfalls  wie  die  Schwerpn  verhalten,  so  yrerdfin  vir 
die  Proportion 

l  :  V  ^=1  SS  :  s's' 
erhaMen ,  wo  l  und  t  die  Längen  der  Secundenpeadcl 
angeben,  s  und  s'  aber  die  Anzahl  der  Schwinguigen 
eines   unveränderlichen  Pendels    an  den    ei^tspr^cien- 
den  Beobachtungsprt^rn  bedeuten. 


§.   423. 

Wir  haben  nun  zwar  keine  von  Malasplia  an- 
gestellte lineare  Messung  des  Pendels,  dessen  er  sich 
bei  der  Zä^ilung  der  Oscillationen  bediente,  altein  da 
wir  blos  im  Allgemeinen  eine  Uebersicht  habe«  wol- 
len, wie  seine  Messung  mit  der  Formel  >  die  wir  ent- 
wickelt haben,  übereinstimmen,  SQ  werden  wir  die 
Länge  des  Secundenpendels  unter  dem  Aequitor  so 
annehmen,   wie  sie  die  Formel  angiebt,  näuiljoh 

=  39,01523  engl.  Zoll  ; 

und  wir  würden  dann  die  Länge  des  Seenndenpendeia 
nach  seinen  Messungen  für  jedeh  andern  der  Beob- 
achtungsörter  dadurch  finden,  dass  wir  diese  unter 
dem  Aequator  angenoimmene  Länge  durch  das  Qua- 
drat der  dabei  (§•  422.)  befindlichen  Angabe  d$r 
Schwingungen  multiplicirten,  und  durch  (3607)*  är 
vidirten. 


Fehler 

0,00000 
4-  0,00273 

—  0,00045 

—  0,00922 
+  0,01015 
4-  0,00095 
--  0,00188 

—  0,01894 
-^  0,00718 


Auf  diese 

Weise  kpmmt 

Beobacht.  r  Ort 

Länge 

Aequator 

39,01523 

SSamboängo 

89,02063 

T  iima 

39,02367 

U?natog 

39,01674 

Manilla 

39,03817 

Acapulco 

39,03319 

Insel  Babao 

39,03947 

Macao 

39,02778 

Port  Jacksoq 

39,08536 
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Beobacht.  •  Ort 

\    Monto  Video 

Cadix 

Mönlerey 

Conception 

St.  Helena 

Nutka 

Puerto  Egpiont 

**      Mulgrave 


Länge 

39,08839 
39,08536 
39,07475 
39,08664 
39,13149 
39,12803 
39,13929 


Fehler 

+  0,00668  I 

—  0,00177 

—  0,01261 

—  0,00106 
4-  0,01658 
-^  0,00481 

—  0,00329 
+  0,01922. 


39,18524 

Die  Fehler  müssen  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
zu  den  beobachteten  Längen  hinzugefügt  werden^ 
wenn  m(in  di^  berechaeten  h^bexi  yrHU 


§•   424. 

Hebt  man  aus  den  §«  414-  angegebenen 
tungsörtern  diejenigen  aus,  welche  auf  der 
Halbkugel  der  Erde  liegen,  um  aus  ihnen 
Abplattung  herzuleiten,    so  hat  man 

1)  Maranham        i}/  ;;=  —  02*»  31'  43/,  l  = 

2)  Ascension 

3)  Bahia 

4)  Rio  de  Janeiro 

5)  Rio  de  Janeiro 

6)  Paramatta 

7)  Paramatta 

8)  Rio  de  Janeiro  —22.  55.  22 

9)  Cap  de  b.  Esp,  —  33.  65.  15 

10)  Isle  de  France  —  20,     9.  56^ 

11)  Rawak  —   0,     1-  34 

12)  Port  Jacksoq  ^33.  51.  34 

13)  Malvinen  —51,  35,  18 

und  mau  bekommt  die 


—  07.  55.  48 
— 12.  59.  21 

—  22.  55.  22 
—^22.  55.  22 

—  33.  48.  43 

—  33.  48.  43 


Beobach-* 
südlichen 
allein  die 

39,01214 
39,02410 
39,02425 
39,04381 
39,04368 
39,07696 
39,07751 
39,04247 
39,07691 
39,04664 
39,01353 
39,07921 
39,13589 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Gleichungen  für  x 

0,01172 
0,01996 
0,01373 
0,01224 
0,01211  -f  X 
0,01251  +  X 
0>01306  +  X 


X 
X 

-4-  X 

X 


0,00195  y 

0,01903  r 
0,05052  y 

0,15170 y 

0,15170  r 
0,30966  y 

0,30966  y 
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0  =  —  0,01090 
0  =  —  0,01209 
=  —  0,02192 
=  —  0,01353 
=  —  0,01439 


0 
0 
0 
0 


-f-   j:  — 

--  x  — 

-f-  o:  — 

-|-  ^  — 

-f-  X  — 

+  X  — 


0,15167  r' 

0,31142  r 

0,11884 y 

0,00000  r 

0,31042  r 
0,61398  r 


=  —  0,00809 
Fundamentalgleichung  für  x 

0  =  —  0,17625  +  13  a:  —  2,50055  :r- 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


Gleichungen  für  y 
0,00000  —  0,00195  X  + 


0,00038 
0,00068 
0,00185 
0,00183 
0,00387 


0,00000  y 

0,00036  y 

0,00255  r 
0,02301  r 

0,02301  y 

0,09588  y 

0:^095887' 
0,02300  >r 

0,09698  y 
0,01412  y 
0,00000  y 
0,09636  r 

0,^7687  r 
0,84802  y. 


—  0,01903  a:  -- 

—  0,05052 X  '- 

—  0,15170a:  -- 

—  0,15170  a:  -- 

—  0,30966  X  4- 
=  +  0,00403  —  0,30966  X  + 

0,00168  —  0,15167  x  -  - 
0,00376  —  0,31142  arr- 
0,00260  —  0,11884  a:  -- 
0,00000  —  0,00000  a:  -- 
0,00443  —  0,31042  a:  -- 
0,00495  —  0,61398  a:  -  - 
Fundamentalgleichung  für  y 

0  =  +  0,03006  —  2,50055  x  + 

§.  425. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 
0  =  —  0,17625  +  13,00000  x  —  2,50055^ 
0  =  +  0,03006  —    2,50055  x  +  0,84802>^ 
erhält  man  nun  die  Werthe  von 

X  ==  +  0,015089 
^  =  +  0,009045 
folglich  hieraus  die  Pendellänge  unter  dem  Aeqaaür 

39  +  o:  ==  39,015089  engl.  Zoll 
ferner  die  Abplattung 

300  "^  39         280,34 ' 
Die  auf  der  südlichen  Seite  der  Erde  ang^stellteB 
Pendelbeobachtungen   geben   also   die  Abplattung  M 
Weitem  grösser,    als  die  auf  beiden  Halbkugeln  »k 
sammengenommen. 
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§.    426. 


Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  für  x  und  y 
des  vorigen  Paragraphs,  von  den  Gleichungen  (A) 
und  (B)  des  §.  412.  ab,  die  alle  Beobachtungen  so^ 
,wohl  auf  der  nördlichen  als  auf  der  südlichen  Halb- 
kugel umfassen,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen  zwi- 
schen X  und  y^  welche  natürlicherweise  diejenigen 
sind,  welche  man  dann  erhalten  würde,  wenn  maa 
sich  zur  Bestimmung  dieser  unbekannten  Grössen, 
blos  der  auf  der  nördlichen  Halbkugel  angestellten 
Beobachtungen  bedient  hatte.     Sie  sina 

0  =  —  0,43613  —  34,00000  x  -  16,96158^ 

0  =  +  0,19924  —  16,96158^  +  11,77278^ 

und  man  erhält  aus  ihnen  die  Werthe 

a:  =  -I-  0,0155896 

j  =  4-  0,0055369 
folglich  hieraus  die  Pendellänge  unter  dem  Aequator 

39  +  a:  =  39,0155896  engl.  Zoll 
femer  die  Abplattung 

is:  =  J^  +  ^         * 


300         39        ^87,75 

/ 

•  / 

§.  427. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  auf  welche  Art  die  Be- 
obachtungen der  Pendellängen  angestellt  werden ,  und 
welche  Correctionen  erforderlich  sind,  um  die  zur 
Beobachtung  gebrauchten  physischen  Pendel  auf  das 
mathematische  Secundenpendel  zu  reduciren,  welches 
im  leeren  Räume  an  der  Meeroberfläche  schwiuart, 
und  dessen  Schwingungen  unendlich  klein  sind.  '  Da 
die  Schwingungen  des  physischen  Pendels  immer  sehr 
klein  angenonmien  werden,  so  können  wir  uns  bei 
dem  Gebrauch  der  früher  entwickelten  Formel  (§»4000 

1  +  i  5i/jia2 

wo  a  den  Winkel  der  grössten  Ausweichung  des 
Pendels  von  der  Verticale  bedeutet,  immer  attf  das 
Quadrat  von  a  beschränken ,    indem  wir  die  ^höhem 


396 

Potenzen  vernachlässigen,   und  zugleich  statt  sinia^, 
i  a^  setzen ,    so  dass 

T'^  n  V^-.  (i  +  — ) 
^G     V  16  >' 

■wird.     Denn  beträgt  auch  der  Schwingnngsbogen  4', 
so  giebt  doch  das  Glied  ^^sinia"  nur  einen  VVerÜi 

=  0,0000002086, 
welche  Grösse  zu  gering  ist,  als  dass  sie  bei  den  Be- 
obachtungen,   in  denen  nur  einige  Tausend  Schwin- 
fungen  hintei^  einander  gezählt  werden,    in  Betracht 
ommen  könnte. 


§.   428. 

Man  stellt  eine  astronomische  Pendeluhr  auf,  klebt 
auf  die  Mitte  der  Linse  des  Pendels  ein  rundes  StfidL 
Papier,  auf  welchem  zwei  sich  unter  rechten  Winkeli 
schneidende  Linien,  die  mit  dem  Horizont  Winkel 
von  45''  bilden,  so  gezogen  sind,  dass  ihr  Durch- 
schnittspunkt  genau  mit  der  Mitte  der  Linse  suflam- 
menfällt,  und  setzt  vor  die  Linse,  in  einer  Entfer- 
nung von  ungefähr  sechs  Fuss,  ein  Fernrohr.  Hier- 
-  auf  hängt  man  in  der  -Entfernung  von  ungefähr  sechf 
Zoll  von  der  Linse  ein  Pendel  auf,  das  aus  einer 
Metallkngel  (am  besten  Piatina)  besteht,  die  an  einem 
metallnen  Drath  befestigt  ist  (Bor da  wählte  eisen 
eisernen  Drath,  weil  Eisen  eine  starke  Cohäsion  be- 
sitzt, also  der  Drath  bei  einem  bedeutenden  Gewicht 
der  Kugel  sehr  dünn  genommen  werden  kann),  so 
dass  wenn  das  Pendel  aer  Uhr  sowohl  als  das  davor 
hängende  in  Ruhe  ist,  der  Faden  des  Letztem  durch 
das  Fernrohr  gesehen,  den  Durchschnittspunkt  der 
beiden,  auf  dem  an  die  Linse  geklebten  Papier ^  fe» 
zogenen  Linien  deckt.  Um  die  Bewegung  der  PenflMl 
uoch  genauer  beobachten  zu  könnej),  stellt  man  eint 
T^f^l  zwischen  dem  Fernrohr  und  beiden  Pendeln  ao 
auf,  dass  ihr  senkrecltter,  stehender  Rand  durch  du 
Fernrohr  gesehen,  den  Drath  halbirt,  und  daher  so- 
gleich durch  den  Durchschnittspunkt  der.  beiden  er- 
wähnte^  Linien  geht.  Hierauf  setzt  man  ,heide  Pwi' 
del  in  Bewegung,  und  beobachtet  genau  den  Zeit* 
punkt,    in  welchem  der  Orath  mit   d^m  ^rwStotea 
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Durchschnittspunkt  zugleich ,  an  den  Rand  der  Tafel 
tritt.  Nachdem  diese  Coincidenz  statt  gefunden  hat,  \ 
entfernen  sich  die  Pendel  wieder  von  einander,  bis 
der  Winkel,  den  beide  beim  Eintreten  in  den  Rand 
der  Tafel  bilden,  ein  Maximum  geworden  ist 5  her- 
nach nähern  sie  sich  wieder,  und  zuletzt  tritt  eine 
zweite  Coincidenz  ein,  deren  Zeitpunkt  man  eben- 
falls bemerken  muss. 

§.   429. 

Aus  dem  Unterschiede  der  Zeiten,  zu  welchen 
diese  beiden  Coincidenzen  statt  fanden,  verbunden 
mit  der  Länge  des  gebrauchten  Pendels,  lässt  sich 
nun  die  Länge  des  an  dem  Beobachtungsorte  statt 
findenden  Secundenpendels  bestimmen.  Man  begreift 
aber  leicht,  dass, wegen  den  vielleicht  vorkommenden 
Fehlern  in  den  Beobachtungen,  da  man  die  wahre 
Zeit  der  Coincidenz  beider  Pendel  nur  innerhalb  der 
Gränzen  von  30  l)is  40  Secunden  bestimmen  kann, 
mid  genau  genommen,  eine  mathematische  Coincidenz 
bei  der  verticalen  Lage  der  Pendel  in  welcher  man 
beobachtet,  wohl  nie  statt  findet,  diese  Beobachtun- 
gen mehremal  wiederholt  werden  müssen,  und  dann 
ans  den  einzelnen  Bestimmungen,  nach  den  gehörig 
angebrachten  Reductionen,  das  arithmetische  Mittel 
genommen  werden  muss. 

§.   430. 

Die  Beobachtung  der  Coincidenzen  der  Pendel, 
dient  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Schwingungen, 
die  das  eine  Pendel  während  des  Zeitraums  zweier 
anf  einander  folgenden  Coincidenzen  gemacht  hat, 
sobald  die  Anzahl  der  Schwingungen  des  andern  in 
demselben  ^Zeitraum  bekannt  ist.  Da  imn  die  ver- 
flossene Secundenzahl ,  welche  die  Uhr  angiebt,  zu- 
Sleich  die  Anzahl  der  Schwingungen  des  an  der  Uhr 
efindlichen  Pendels  bestimmt ,  so  sieht  man ,  dasa 
man  sich  hierdurch  die  Mühe  erspart,  die  Schwin- 
gungen des  andern  zu  zählen.  Wir  bezeichnen  das 
an  der  Uhr  befindliche  Pendel  durch  A ,  das  andere 
durch  By    und  nehmen  an^    man  habe  durch  einen 
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vorlänfigen  Versuch  gefunden,    dass  A  während  der 
Zeit  in  welcher  JS  eine  Schwingung  macht,  n  Schwia- 

Sungen  +   einem  Theiie   einer  Schwingung   yoliendet 
abe. 

Fangen  nun  beide  Pendel  zugleich  an  zu  schwin- 

fen,  so  wird,  nachdem  JS  eine  Schwingung  vollendet 
at,  A  demselben  vorausgeeilt  seyn,  und  die  /i  +  l** 
Schwingung  angefangen  haben ,  welches  ebenfalls  bei 
jeder  folgenden  Schwingung  des  Pendels  B  geschieht; 
dieses  setzt  sich  so  lange  fort,  bis  beide  Pendel  sich 
zugleich  in  ihren  grössten  Ausweichungen  von  der 
Verticale,  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  be- 
finden, so  dass  dann  A  eine  Schwingung  mehr  ab 
die  TZ  fache  Anzahl   der  Schwingungen  von  £  beträj;!, 

femacht  hat.  Hierauf  nimmt  der  Winkel  zwischen 
eiden  Pendeln  wieder  ab,  indem,  wenn  B  die  grösste 
Ausweichung  auf  der  einen  Seite  erreicht,  A  dieselbe 
auf  der  andern  Seite  schon  verlassen  hat,  so  datf 
endlich  beide  zu  gleicher  Zeit  die  grösste  Auswei- 
chung auf  einer  und  derselben  Seite  erlangen  $  dann 
hat  Ä  noch  eine  Schwingung  über  die  iz  fache  Anzahl 
der  Schwingungen  von  B  genommen,  und  man  sieht 
leicht,  dass  wenn  man  die  Anzahl  der  Schwingungen 
von  A  durch  iV,  die  von  B  durch  JY'  bezeichnet 

iV  =  71.  iV'  +  2 
seyn  wird.  Sollte  A  in  der  Zeit,  in  welcher  B  eine 
Schwingung  macht,  n  Schwingungen  —  einem  Theil 
einer  Schwingung  vollendet  haben ,  so  würde  man 
durch  eine  ähnliche  Schlussfolge  wie  vorhin,  finden, 
dass  man 

JV=  71.  iV'— 2 

haben  muss.  Bedeutet  also  iV"  die  Anzahl  der  Secim- 
den  die  man  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Coincidenzen  beobachtet  hat,  so  wird  die  Anzäl  der 
Schwingungen  des  beobachteten  Pendels  durch  ^ 
Formel 


n 


ausgedrückt ,  wo  man  das  obere  Zeichen  nehmeD 
muss,  jenachdem  das  Uhrpendel  mehr  oder  weniscr 
als  n  Schwingungen,  während  einer  Schwingnüdes 
andern  Pendels  macht. 
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§.  431 


Da  die  Uhren  gewöhnlich  ungefähr  nach  Stem- 
seit  gehen,  so  müssen  wir  die  beobachtete  Anzahl 
Secunden,  oder  die  gieichgeltende  Anzahl  von  Schwin- 
gungen des  UhrpendeJs,  die  zwischen  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Coincidenzen  statt  fand,  auf  mittlere 
Sonnenzeit  reduciren.  Geht  die  Uhr  genau  nach 
Stemzeit,  so  wird  ihr  Pendel  in  einem  Sterntage 
86400  Schwingungen  machen  5  da  dies  aber  nie  genau 
statt  findet,  so  sei  die  Anzahl  derselben  86400  +  a, 
WO  a  gewöhnlich  gegen  86400  nur  klein  ist,  und  sich 
durch  astronomische  Beobachtungen  leicht  ausmitteln 
Uisst.  Die  Länge  eines  Sterutages  in  mittlerer  Zeit 
ausgedrückt,  beträgt 

23^  56'  r09  =  86164"09  5 
bezeichnet  man  also   die  Anzahl   der   Schwingungen, 
die  das  Pendel  der  Uhr  in  einem  mittlem  Sonnentage 
macht,  durch  ar,  so  wird  man  x  durch  die  Proportion 

86164"09  :  86400  ==  86400  +  a  i  x 
ftiiden.    Dies  giebt 

.  _   86400  (86400  +  a) 

^  "■  86164,09 

=  86636"51  +  Ä  +  0,0027  Ä. 

So  war  z.  B.  bei  den  ersten  Beobachtungen,  die 
Borda  anstellte,  a  =  13' 4,  folglich  wird 

X  =  86650  Secun^den, 

§.    432. 

Bei  der  Untersuchung  über  die  Länge  eines  Pen- 
dels, welches  seine  Schwingungen  in  einer  gegebenen 
Zeit  vollenden  soll,  setzt  man  immer  voraus,  dass 
die  Schwingungen  unendlich  klein  sind.  Da  nun  ein 
jedes  wirkliche  Pendel  immer  endliche  Bogen  be- 
schreibt, und  hierzu  nach  §.  427.  mehr  Zeit  erfor*- 
derlich  ist,  als  zu  einer  unendlich  kleinen  Schwin- 
,,  so  sieht  man  leicht,  dass  in  einem  gegebenen 
»itraume  ein  gewisses  Pandel  mehr  unendlich  kleine 
Schwingungen  beschreibt ,  als  die  Beobachtung  der 
endlichen  Schwingungen  angiebt.  Die  Reduction  der 
beobachteten  endlichen  Schwingungen  auf  die  Anzahl 


l^itr 
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der  in  demselben  Zeitrdnm  beschriebenen  unendlich 
kleinen ,  würde  nun  sehr  leicht  seyn ,  wenn  alle 
Schwingunffsbogen  immer  gleich  blieben,  Allein  der 
Widerstand  der  Luft  sowohl,  als  auch  die,  obgleich 
geringe,  Reibung^  vermindern  nach  und  nach  di0 
Amplitude  der  Schwingungen  ,  so  dass  zuletet  die 
Schwingungen  zwar  unendlich  klein  werden  ^  abef 
dann  nicht  mehr  zu  beobachten  sind^ 

Bor  da  fand  rücksichtlich  des  Ganges  seines  Pen* 
dels  folgende  Resultate: 

Beobachtungszeit»       Grösste  Ausweichung  d<  Pi^ndelsi 

0*  120'0 

1  .  61,2 

2  .  35,4 

3  '  21,9 

4  .  14,1 
6  .  9,4 

6  '  6,3 

7  .  .  4,1 

8  .  2,7 

9  .  1,8 

10  .  1,2 

11  .  0,8 

12  .  0,5. 

Man  könnte  nun  annehmen  ,  dass  das  Pendel 
■während  der  Zeit  zweier  Coincidenzen ,  eben  so  viel 
Schwingungen  bei  seinen  veränderlichen  Schwingung 
bogen  gemacht  hätte,  als  ob  die  Ausweichung  dessel- 
ben immer  constant,  und  zwar  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Ausweichungen  zur  Zeit  der  beiden  Coin- 
cidenzen  gleich  gewesen  wäre.  Bezeichnet  maü  da- 
her die  erste  Ausweichung  durch  6,  die  Zweite  durch 
6\    so    tsrird   die  mittlere   Ausweichung   des   Ptodeli 

^^^ —  äeyuy  und  wenn  man  diesen  Werth  statt  a  in 

die  Formel  (§«  427«)  setzte    so  kommt 
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WO  nun  T  die  für  alle  Schwiö^ögön  glfeiöh  gt^öfiS 
anzunehmende  Zeit  bedeutet.  Setzt  man  die  Z^it,  in 
-welcher  dasselbe  Pendel  «leine  unendlich  kleinen 
Schwinffungen  vollendet,     ==  2"^    ßo  ist^    weil  dann 

folglich,  Mfehn  mäti  diesen  Werlh  iti  obfgfe  Foi'md 
substituirt 

Ntiü  habe  das  Pendel  -wirklich  tn  Schwingutigeö' 

Semacht,  so  beträgt  der  ganze  Zeitraum j  innerhalb 
essen  die  Schwingungen  beobachtet  sindj  mjT,  und 
wenn  man  die  Anzahl  der  Schwingungen  ^  welche 
dasselbe  Pendel  bei  unendlich  kleinen  Bogen  in  der- 
selben Zeit  gemacht  hätte,  durch  m!  bezeichnet,  so  ist 

folglich,  wenn  maü  statt  T  seinen  Werth  aus  ^);Affi^t 
Tormel  setzt,  und  durch  T  auf  beiden  Seiten  dividirt 


"■ ="..[»+ (^)'i 


Es  «iey  z.  R  m  ==  2196  j  6  ==  64',  6'  ==  S2  j  öö  hat  ihäö 
■  ==  12,  oder  da  man  dies  auf  Theile  des  Kreis- 
boffeas^  dessen  Halbmesser  =  1  ist,  reduciren  musjj 
-^^  ==  Oj003490>^ 

tind  hierdurch '  efgiebt  sich 

m'  =±  2196^0267685 
lilso  wurde  das  Pendel ,  wenn  eö  nur  linöndlich  kleine 
Bogüia  beschriebe  hätte,  bei  21Ö6  Schwingungen  nur 
ungefähr    deti    -vierzigsteil    Theil    <^inex^    Schwiügüiig 
meni'  gemacht  haben. 

Diese  Art  dör  Cöfrectioii  Würde  ilun  freilich  bei 
iehr  kleinen  Bogto,  tron  einigen  Minüteit)  käiileh 
nei'klichen  Fehler  hetvorgebfacht  häbeä^  da  die  An^ 
nähme  des  Arithmeti*cheii  Mittels  tintei*  dif^^eii  üm^ 
jtanden  «ich  nicht  weit  yöH  der  Wahrheit  entfernen 
kann«    Allein  wenn  die  Bogta  etwas  grössei"  sind^  so 

^6 
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mnss  man  eine  ^nauere  Correctionsart  wählen,  die 
«ich  aus  den  Beobachtungen  selbst  ableiten  iässL  Man 
sieht  nämlich  aus  der  in  diesem  Paragraph  gegebenen 
Tabelle,  dass  nach  gleichen  Zwischenzeiten  <ue  Ans- 
weichungen  des  Pendels  beinahe  in  geometrischer 
Proportion  stehen.    Denn  man  hat 

120  :  61,2  =  61,2  :  31,2  statt  35,4 
61,2  :  36,4  =  36,4  :  20,6  statt  21,9 
36,4  :  21,9  =  21,9  :  13,6  statt  14,1 
etc.  etc.  etc. 
so    dass    man    annehmen   kann ,     die    Abnahme   der 
Schwingungsbogen  geschehe  in  geometrischer  Progres- 
sion,   so  dass  wenn  6  die  erste  Ausweichung,    9  den 
!|)xponenten  der  geometrischen  Progression    oedentet, 
die  Ausweichungen  nach  und  nach  6,  £.  <^,  6.(1',  ff. 8* 

6.  8*"  ■"  ^  seyn  werden ,,    wo  bekanntlich 

das  letzte  Glied  6.3^'^^  nichts  anders  als  der  JEn- 
letzt  beobachtete  Schwingungsbogen  6'  ist,  und  m  die 
Anzahl  der  Schwingungen  bedeutet.  Entsprechen  also 
diesen  Amplituden  die.  Schwingungszeiten  Tf  jT^,  T^f 
r, r^_l,  so  wird,  wenn  T*  wie  Tor- 

her  die  Zeit  einer  unendlich  kleinen  Schwingung  be- 
deutet 

T     ==  r.  (1  +  tV  ««) 

r,      =  T.  (1.  +  tV  6633) 
Ti      =  r.  (1  +  tV  663^) 

r.    ==  T\  (1  +  xv  ««8«) 


3P^^1==  T.  (1  +  xV  6«  82« -2). 

Setzt  man  also 

T  +  T,  ^  T^  + =r  2.  r 

14-   8»  +  8*   4-  •  •  •  •  +  82'»-2  ^  A 

so  kommt,    indem  man  alle  vorigen  Gleichungen  n- 
sammenaddirt 

2.  r=  mT  +  tV  r'Afiß 
da   m  solche  Gleichungen  vorhanden  sind.      Ist  mm 
die  Anzahl  der  Schwingungen  die   dasselbe  Pendel  in 
derselben  Zeit  2.  T  machen  würde,    wenn  die  Bogen 
unendlich  klein  sind,   =  m\  so  ist  ebenfalls 

2.  y  =  m\  T\ 
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folglich,  wenn  man  diesen  Werth  von  Z.  T  in  voriger 
Gleichung  substituirt,   und  durch  T*  dividirt 
m*  z=L  m  -\-  tV  ^  ßß« 
Nun  ist  aber  bekanntlich 

^^^  ^  1  — M 

al«o  auch 

'^  •"    1  — 8J    "^  gg  — 6«W 

Die  Gleichung  g.  fJ*« "  ^  =  g'  giebt 

g'      ^ 
8  =  ^_\»-i,    folglich  wird  auch 

Sieht  man  den  hinter  dem  Gleichheitsseiohen 
stehenden  Theil  als  eine  Exponentialgrösfie  an,  und 
entwickelt  denselben  nach  den  bekannten  Formeln  in 
eine  Reihe,  so  kommt 

2  6'  '    2  r      *\'     * 

m — 1         g    .      (m  — 1)>    V       gy 
da  aber  m  immer  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,   so  kann 

1 

man  die  höhern  Potenzen  des  Bruchs  vemach- 

m— 1 
laasifiren,  und  es  bleibt 

•  26' 

"  =  '  +  ^"*r 

Hieraus  erHebt  sich 

66—  66S8  = = log- 

m  —  t     ®« 

Da  ferner  88  sehr  nahe  =  1  ist ,   so  kann  man 

(g.  8'^-^)»  9^  =  (g.8'"  — 1)>  =?:  g'g' 
setzen ,  so  dass  also  endlich 

gg  —  g'g' 
A  == 


2ß6     .     6 

logj, 

m  o 


26 
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wird.      Setzt  man   diesen  Werth  von  A  in  die  Glei- 
chung 

m'  :=.  m  ^  t'*  A66 
«o  erhält  man 

m         66  —  6'e 
rn    ^=z.  m  -^ 


32  log;  6  —  log  6' 
Man  muss  hierbei  bemerken ,  dass  die  hierbei  sa 
gebrauchenden  Logarithmen,  natürliche  sind.  Will 
man  daher  die  gewöhnlichen  anwenden,  so  mos«  man 
den  Zähler  noch  mit  dem  Modnlus  der  gewöhnlichen 
Logarithmen   h  i=  0,4342944   multiplicireu ,     so   dass 

dann 

jk.  m        66  —  6'6' 

m   nz  m  A . ^ - 

32      log;  6  —  log  6' 

wird.      Diese  Formel  lässt  sich  noch*  etwas  bequemer 

Äur  Berecluiung  machen ;     denn   es   ist    6^  —   6'6*  e= 

(6  -4-  ß )  {6  —  6) ,    und  da   man   doch  die   in  Minuten 

angegebenen  Werthc  von  6,6'  in  Theile  des  Bogens 

verwandeln  muss,  so  kann  man  wegen  der  Kleinheit 

diesen  Bogen    6^6' =  nn{6'\^6)^   6  — 6'  =  wn(«  — ff) 

also        66—6'6'  =  sin(6+6y  sm(6  —  6), 

setfien*   so  dass  daher 

km    sin(6  +  6>  sin{6  —  ^ 

32  log6—log6' 

Es  ist  fast  überflüssig  zu  erwähnen,  daas  man 
bei  der  Berechnung  des  Nenners  log  6  -—  log  6'  ach 
entweder  der  gewöhnlichen  Logarithmen  der  Suras 
bedienen,,  oder  die  Winkel  6,  6'  als  blosse  ZisUen 
betrachten  kann. 

§.    433- 

Nehmen  vrit  das  Beispiel  des  vorigen  Patagnfbi 
wieder  vor ,  wo  m  =  2196 ,  6  =  64',  «'  «=  32^  war, 
so  hat  man  log  6  -«-  log  6'  =s  0*3010300 

log  k  Ä  9.6377843 

logm  ^  3.3416323 

logsin(6^6')  =  8.4459409 

log  sin(G  +  6)  =  7.9688698 

/oflr  A  =  8.4948500 

7.8890773^ 
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7.8890773 
log  {log  6  — log  S')  s=  9.4786098 


8.4104675  =  0,02573 
folglich  erhült  man   m'  =  2196,02573 ,    etwa«  wenige* 
l^ringer  als  nach  voriger  Methode,  wo  das  arithme- 
tische Mittel   ans   den  beiden  Aosweichnngen   ange- 
wendet wurde. 

§.  434. 

Es  ist  zn  bemerken,  dass  der  Widerstand  der 
lioft  keinen  Einflnss  auf  die  Dauer  der  unendlich 
'  kleinen  Schwin^ng'  eines  Pendels  hat.  Da  nämlich 
,  bei  so  kleinen  Geschwindiorkeiten,  wie  das  sich  be« 
wegwende  Pendel  hat,  die  Kraft  des  Widerstandes, 
"welchen  die  Luft  der  Bewegung^  des  Pendels  entge- 
gensetzt, sich  wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
verhält,    and  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  selbst 

d0 
iÄ  Jedem  Punkte  dnrch  2-~    ausgedruckt    wird ,    so 

dt 

kann  man  dieselbe  durch  uP  -rnr  bezeichnen,   wo  f» 

.  dt^  ■     .     ^ 

einen  für  jedes  Pendel  constanten,  von  der  Dichtig- 
keit der  Luft,  und  der  Materie  aus  welcher  das  Pen- 
del besteht,  abhängenden  Coefficienten  bedeutet.  Diese 
Kraft  sucht  den  Winkel.  ^  zu  vergrössem,  'und  man 
hat  daher  für  die  Bewegung  des  Pendels  in  der  Luft, 
die  Gleichung: 

Z 5=s  —  G  sm0  +  Uli  — — 

dt^  -^        ^      dt\ 

wo '6  wie  gewöhnlich  die  Schwerkraft  bedeutet.   Um 

diese  Gleicnung  integriren  zu  können,    müssen  wir 

dieselbe   etwas   transf^ormiren ,   welches   bequem  da« 

durch  geschieht,    dass  vdr.  nicht  mehr  f ,    sondern  <fi 

als  die  unabhängige  veränderliche  Grösse  (für  welche 

das  zweite  Differential  Null  ist)  betrachten«  Es  ist  dann 

dd(p  1  d(p  d<p.  ddt 

dt'    ^  IT'     'Ht   ^  '^       dt^ 
folglich  wird  vorige  Gleichung 

d<^  ddt  ^     .   ^    .      ,,    ^^' 

dt*       V  dt'^ 
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Multipliciren  wir  die  ^anse  Gleichuiif;  darch  dt* 
nnd  dividiren  durch  d<p^^  so  lässt  sie  sich  so  schreiben 

d<p^  ^    df*     V  '^  df 

"Man  setee  nun 

— —  =  ©""  ''>,    so  erhält  man 
dtp 

ddt  da        ^  y 

nqd  die  Gleichung  wird  durch  Snbstitntion  dieser 
Werthe 

— ^.  ©-%  9  —  G  siii0.  ©""^»  +  ttö®"%. 

Multiplicirt  man  durch  2<2^.«i^'9  so  kommt  ^ 

€{o  •—  2iilhkL<p  s=  —  2G.  sin<p  dif 

und  diese  Uneare  Gleichung  lässt  sich,  bekanntlich  in- 

temreuy  sobald  sie  mit  dem  Factor  e^^^^  multi- 
plicirt wird}  ihr  Inte^al  ist 

Ime-^l^  =:  C  —  2Gfsin<p  d<p  e^^^^ 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  und  C 
eine  Constante  bedeutet.  Um  die  hinter  dem  Gleidi- 
heitszeichen  angegebene  Integration  auszuführen  ^  in- 
tegrire  man  theil weise,  so  ist 

i)/sin<pd(p.  «-2/1/9  :=.  _  co$<p.  «-"2/U/9 

—  2fd  fcs»^^  d<p  e^^^. 

2) /cos  (pdf.  e-^^f^  =  +  sin^p.  e^^^ 

+  2til/sinfdfe-^f^. 

Man  multiplicire   den   zweiten   Ausdruck  ^  durch 
2fiZ,  und  ziehe  ihn  dann  vom  ersten  ab,   so  fallt  das 

Integral  /co$<p.df.e-^f  ganz  heraus,  tod  es  bleibt 

/sinfp.dtpe'-^f^  Ä  —  (ca$(p  +  2id  sinf)  e^^^ 

^  4liH^ /sintp  d(p  ä-^^f^. 
Hieraus  findet  sich  sogleich 
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alM-wenn  man  diesen  Werth  in  die  obere  Gleicbnn» 
sabstitairt^    und  zuffleich  statt  o  seinen  Werth  — ^ 
setst 

Um  die  Constante    zu  bestimmen ,    sei   bei   dem 

Anfange   der  Bewegung  der  Werth  von  9^  ss  a ,    so 

d(p 
i«t  zugleich  die  Geschwindigkeit  ^-^  s  0;    man   hat 

dt 

daher  diese  Gleichung 

0  =  C  +  2G  ^^^«  +  g^^'^^'^«  ^-2/J9 

1  +  4(*U» 
folglich,  wenn  man  diese  von  der  obern  abzieht,  und 

zugleich  auf  beiden  Seiten  mit  e+^V  multiplicirt 
l  jffl  =  2G  ^*^  +  ^ll'l  ^^^ 

l  +  4(i»/» 

Oer  Kürze  we^en  setze  man  noch 

G  _ 

Z(l  +  4ft«Z»)  "^  '''' 
2(*Z  =i:=  X,    ydt  ^  dd 
«o  läist  sich  diese  Gleichung  auch  so  schreiben 

~  =  2.(co*9^  +  >'.  Anfp) 

—  2(cosa  +  31.  und).  «-^C'-^v); 
allein  weiter  lässt  sich  diese  Gleichung  nicht  intefin*i- 
ren,  wenn  wir  nicht  die  Voraussetzung  machen ,  dass 
die  Winkel  a  und  <p  so  klein  sind,  dass  wir  alle 
Potenzen  die  den  Cubus  übersteigen,  weglassen  kön- 
nen. Entwickelt  man  dann  die  verschiedenen  trau- 
scendentfin  Grössen  in  Reihen,  und  zieht  gehörig  zu- 
sammen, so  kommt 

oder  wenn  man  auf  beiden  Seiteto  die  Quadratwurzel 
auszieht  und  dann  dd  sucht 
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dAVl  +  ^'^  =^ 


Wir  bedienen  uns  bei  der  Ausziehung  der  Qua- 
dratwurzel  des  negativen  Vorzeichens,  weil,  wenn  t 
wr.chst,  auch  ^  zunin^mt  (weil  Ydtx=dO)y  <p  hingegen 
abnimmt.  Wir  setzen  nun,  Um  vorige  Formel  su 
integriren 

cp  =  a,  coa  u  ,    d<f>  =  -;-  a,  ^in  Mi*  du , 

folglich  wird  durch  die  Substitutipn  dieser  Wertbe 

1  ^  ^     fcoBU  —  -^-- ]  I 

6     >  3|.+<»*»^J 

vmd  hieryoi^  i^t  d^^^f  iQtegral 

^  \rr4^  ==  i^  -^  -^  (5WU  -^  2ta«Ärtii), 

p 

Die  hinzuzufügende  Const^nte  lassen  wir  sogleich 
weg,  weil  für  ^  oder  f  =  0,  9^  =  «j  also ^i*  5=0  wird, 
Um  nun  den  Werth  von  u  zu  linden,  welcher  dem- 
Ende  der  SchwÄn^upff  entspricht,  mü^aea  wir  hl^dsn- 
ken,  dass  wenn  oie  Schwingung  sich  endigt,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Pendels  Null  ist,  d«  hi  wir  mikyeo 

-,-p  pder  —  ==0  haben }  di^  Gleichung 

dt  d^  i  ^ 

giebt  ima  mw  für  diejenigen  Wertfee  ytm  <f^    kA  d^ 
nen  «—  ==  0  ifl[t|  die  Bedingung 

Dieser  öleiobnng  wird  Genüge  geleistet,  iqdem 
man  a^^^9i==0,  aUö  9*==«  eetzt,  welches  ie^annt- 
Uch  fiir  4en  Auffing  der  Bewegung  der  Fall  IbU  Dl- 
Vidirt  maq  dann  durch  « -^  «^ ,  Pftd  petzt  Äei|  Quon 
tieqteu  wieder  Null,  sq  kQm^mt 
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nnd  man  sieht,  dass  dieser  Gleicbong  beinahe  Genüf^ 
jgeleistet  werden  würde ,  indem  man  ^4*^=^0  seist, 
fbl^iich  wird  man  <(>-\-  a  =z  baa  nehmen  können ,  wo 
b  ein  Consta nter  Coefficient  ist;  setzt  man  also  in 
voriger  Gleichung  für  <Pj  -^^a^baa^  so  kommt  mit 
Vernachlässigung  der  höhern  Potenzen  Ton  a 

0  4==  baa  -4—  -^  aa 

3 

2X 
also   i  r=  «— ;  für  das  Ende  der  Schwingung  hat  man 

,    2X 
0  xcs  -^  a  +  — ^«  aa 

^  ^3 

und  die  Gleiohnng  <fis;=ia.  cosu  giebt  den  entsprechen- 
den Wertb  von  u, 

cosu  =Bc  *^  1  +  ""^^  a. 


Man  findet  hieraus   ii?=w-^  /^  — >a,  wo  w  die 

o 

halbe  Peripherie  eines   piit  dem  Halbmesser  «=  1  vbe- 

echriebenen  Kreises  bedeutet.     Substituirt  man  diesen 

Werth  Von  u  in  die  Gleichung 

%a 

ä^i^XX  s«  M  --  -—  (si/iM  —  Ztangiu) 

6 

ßo  kommt 

o 

und  da  man  wegen  der  Kleinheit  des  Bogen3  0(, 
aX  ^aX  aX  V'S 


3  8  3  V«^ 

lielimeA  ki(nn>  $o  erhält  man 

Nun  vrve  9  «  y*  ^  ■■  ' ,    also 
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and  hierdurch  findet  sich 

wo  t  die  Zeit  einer  vollständigen  Schwingung  beden». 
tet.  Nimmt  man  die  Schwingung  unendlich  klein ,  so' 
bleibt  blos 

^  l 

welcher  Ausdruck  von  dem  Widerstände  der  Luft 
unabhängig  ist.  Es  ist  nur  zu  beriicksichti^n ,  dass 
G  einen  andern  Werth  in  der  Luft  als  im  leeren 
Räume  hat,  indem  ersterer  £u  letztem  sich  verhalten 
muss,  wie  das  Gewicht  des  Pendels  in  der  Lufty  si 
dem  im  leeren  Räume. 


§•  435. 

Ausser  der  in  §•  432«  erwähnten  Veri>esaeniiig 
der  Anzahl  der  Schwingungen  kann  man  noch  eine 
andere  anbringen,  die  von  der  physischen  Beschaffen- 
heit des  Pendels  selbst  abhängt.  Der  Drath  nämlidiy 
an  welchem  die  Kugel  befestigt  ist,  besitzt  Ausdehn- 
barkeit, so  dass  wahrend  der  Bewegung  des  Pendels^ 
dieser  Drath  nicht  immer  einerlei  Länge  behalten 
wird.  Man  begreift  leicht,  dass  die  beiden  Ursachen, 
welche  den  Drath  verlängern,  in  der  Veränderung 
des  Grewichts  der  Kugel,  und  in  der  Centrifügalkrw 
liegen.  Da  nämlich  die  Schwere  in  verticaler  Rich- 
tung wirkt,  so  wird  die  Kugel  bei  einer  schiefijp 
Lage  des  Pendels  nicht  mit  « ihrem  ganzen  GewicU 
den  Drath  spannen  können,  so  dass  also  hierdurch 
die  Länge  des  Pendels  abnähme,  so  wie  es  in  eine 
andere  als  die  verticale  Las^e  gelangt.     Die  Centrifli- 

falkraft  hingegen  trägt  wieder  zu  seiner  Verlätl^ehuig 
ei.  Um  den  £influss  dieser  Veränderungen  auf  die 
Bewegung  des  Pendels  auszumitteln,  sey  f  die^  Länge 
d^s  Pendels,  sobald  es  vertical  hängt  und  sich  m 
Ruhe  befindet  $  das  Gewicht  der  Kugel  sey  p^  und 
man  habe  gefunden ,    dass  sich  der  Drath  durch  ein 
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Gewicht  =:  P  um  die  Grosse  tt  autdehnt,  wo  e  eine 
äusserst  kleine  Zahl  ist  $  das  Gewicht  der  Kugel  brin^ 

dann  eine  Verlängerung  -^.  f.  e  hervor,   sobald  das 

Pendel  vertical  hängt;  macht  dasselbe  aber  einen 
Winkel  =  <p  mit  der  Verticale ,  so  ist  die  Verlänge- 

rung  des  Pendels  -^.  t.  e.  cos<p  ^    so  dass   die  Länge 

des  Pendels  allgemein 

=  r  —  ^r.s.  (1  — cos^J). 

Nennt  man  die  Geschwindigkeit  Vy  so  ist  bekannt- 
lich die  Centrifagalkraft  der  Masse  der  Kugel  und 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direct,  dem  Halb- 
messer  des  Kreises  aber  umgekehrt  proportional ,  also 
kann  man  das  Gewicht,  das  mit  der  Centriftigalkraft 
gleiche  Wirkung  hat,  durch 

p      vv 

G'  r 

ausdrücken,  da  die  Masse  der  Kugel  gleich  dem  Ge- 
wicht derselben  dividirt  durch  die  Araft  der  Schwere 
ist«      Die  Verlängerung,    welche  sie  am  Pendel  her- 

p  '  vv     Vt 
vorbringt  wird  daher  ^.   --p.   -=?,    oder  wenn  man 

statt  w  seinen  Werth  ■    ,  ^  -  setzt 

folglich  wird  die  Länge  des  Pendels  allgemein  durch 

ausgedrückt  werden.  Setzt  man  hierin  aus  §•  398« 
den  genäherten  Werth 

r;.    -7--  =  2cos^— .2cosa 

p 
und  nimmt  der  Kürze  wegen  ^.  ssf»^  wo  fi  so  klein 
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•eyn  wird,  dau  vrit  alle  Potenzen  dieaer  Grösse  rer- 
nachlässigen  können,   so  kommt 

l  =±  t  ^  Hl' (i^ 3  cos f  +  2coia). 


§.   436. 

Nun  ist  nach  §.  397.  die  Differentialg^Ieichungp  der 
Bewegung  des  Pendels 

^  d.  ds  -\'  G.  sin<p.  dt^  =«,0 
und  da  bekanntlich  das  Differential  des  Bo^ns 

dn  =  V'/W^i»  +  äl^ 
so  wird,    wenn  wir  hierin  den  Werth  von  I  subsli- 
tuiren,  und  die  Potenzen  von  fi  wegplas^en 

ds  =   Vd(p  —  iLV{l—Zcos<p  +  2cof  a)  d^p. 
dds  c=  l'ddf  ^  fil  {1  —  3  cos<p  +  2coMa)ddf 

^3(itsinfdf^. 

Man  kann  nun  in  den  mit  fi  multiplicirten  Giie^ 
dem  näherungsweise 

rdd(p  =  —  G  sin(p.  dt^ 
ld(p^  ^      2G  {cos (fi  —  cos a) di^ 
setzen,   so  dass 

dds=lddf  +  iiG{i—9casf-\'8co$a).sin^.dt^ 
wird,    und  maa  erhält  die  Differentialg^leichnnf  der 
Bewefpinjr  des  Pendels 

l'dd0 

— — .  +  fiG  (l  —  9  CO*  9^4-  8  cos  a)  #wtÄ  35  ^  G  iwi  0. 
dt^ 

Multiplicirt  man  die  ganze  Gleichung  durch  idf 

nnd  integrirt  dann,   so  kommt 

— ^  =  2G  cosf  +  2(aG  {cos<P^--  f  cof  9»' 

+  8co«a  co«<^)4-  C 
Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  bemerke  many 

dass  für  ^^  =?  a  die  Geschwindigkeit  *—  =;  0  iat,  aum 

hat  dann 

0  ==aG  ca*a+2pG(co*a— I  cosa>v|.  8co»a») +C 
also 

tdfp'*^ 

-rrr-  =  2G.  {cos  (p -^  CQS  a) 
dt^ 

+  2f*G(cos  9^ — cosa)(l  —  I  cos  9> +■  S  cos«). 
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Der  Fdctor  1 —  icos(p+  icosa  wird,  wenn  man 
die     höhern    Potenzen     der    Winkel    yernachlässigt, 

-|^  =  2G.(co*95  -co^a)  [1  +  ^(99^9^  —  7aa)] 
wird*    Hieraus  erhält  mau 


^2cos —  2cos  a 
•  +  — .  ■       -: ^^. 

indem  man  wie  gewöhnlich  das  negative  Vorzeichen 
bei  der  Au^ziehung  der  Quadratwurzel  nimmt,  und 
die  höhern  Potenzen  von  ft  yernachlässigt.  Integrirt 
man,  so  kommt 

t  Vj  ^^  {i  +  tV  aa) 

+  -r    /  ^  ZU'  ^9^ 

^  ^  \2cox(ft — 2co5a 

da  daA  Integral  des  ersten  Theils  zwischen  den  Grau- 
sen ^  =  -|-a  bis  ^ss-^a  schon  bekannt  ist.  Um 
den  zweiten  Theil  zu  integriren,  setze  man  nähe- 
rnngs  weise 

2co9(p  —  2cof  a  ist  aa  —  fptp 
und  nehme  dann  9^  =  a.  cos  Uf  so  wird 

■     9^^  —  ?^*^! — ^^  «  _  aa  du  (Qcosu^  —7) 

y2cos<p  —  2cof  a 

SÄ  —  aa  4ii  ({cof2tf— t) 
und  hiervon  ist  das  Integral  -|*  ^^(i  nn2u  -^  iu)\ 
«wischen  den  6rSn£en  u  =  0  und  UTsn  genommen, 
giebt  dasselbe  l^vaa,  folglich  wird 

t  V*-  ^  n  (i  +  tV  aa  +  A  P««)' 

§.     437* 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  aus  der  Verli&denuig 
des  Pendels  entspringende  Correction  sich  zu  derjeni« 
ftn,   die  wq^n  der  eüdlichen  8chwin|;iuigibof6n  an* 
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^liracht  werden  miuste,   wie  5f4:l  verhalt;   d.  h. 

5p 
wie  —  •  e  :  1*    Nun  fand  Borda  durch  jsinen  Verracbi 

dass   der  Drath   sich    bei   einem  Gewicht  P,    desMii 

Grösse  der  IQte  Theil  des  Gewichts  der  Kuj^l  war, 

1  ' 

um.  _—  ausdehnte,   fokrlich  ist 

20300  ^ 


p  =  19Pt      «  = 


20300 


^«.•1  =  95  :  20300 

•     =     1  :  214. 
Die  von  der  Ausdehnung  des  Pendels  herrührende 
Veränderung  ist  daher  so  &Iein,    dass  man  sie  völlig 
vet'nachlässigen  kann. 

§.   438. 

Wir  wollen  nun  die  erwähnten  Correctionen  auf 
einige  von  Borda  angestellte  Beobachtungen  anwenden, 
und  dann  suchen,  wie  viel  unendlich  Kleine  Schwing 
gungen  sein  Pendel  in  einem  mittlem  Sonnentage  ge- 
macht haben  würde.      Die  Beobachtungen  waren  fol- 


gende : 

Coincidens 

Bogen 

Zwischenseit 

7* 

45' 

56" 

64' 

, 

8. 

59. 

10  . 

32. 

4394" 

10- 

12. 

40  . 

19. 

4410 

11. 

26. 

29  . 

11,5. 

4429 

12. 

39. 

3  . 

7. 

4354. 

Da  das  Pendel  der  Uhr,  wie  schon  erwähnt  ist, 
etwas  mehr  als  doppelt  so  schnell  gin^  als  das  beob- 
achtete Pendel ,  so  ist  in  der  Formel  (6.  430.) 

N  —  2 

n 
n  =  2,  und  man  hat  daher 

N  =  4394  5  N' '«  2196 
4410  j        2204 
4499;        2213,5 
4353;        2176. 
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Berechnet  man  die  Correctionen^  wegen  der  Re- 
duction  auf  unendlich  kleine  Bogen ,  durch  die  For- 
mel (§•  432.) 

,km      sin{6  +  6)  sin(6  —  g') 

32*  log  6-^  log  6' 

so  findet  man  die   in  denselben  Zwischenseiten   ge- 
tchehenen  unendlich  hleinen  Schwingungen 

m'  =  2196,0267 
2204,0068 
2213,5027 
2176,0010. 
•   Um  nun   zu   bestimmen  wie   viel  Schwingungen 
dieses  Pendel  in  einem  mittlem  Sonnentage   gemacht 
'haben  würde,   brauchen  wir  nur  zu  bemerken,   dass 
das  Uhrpendel  in  derselben  Zeit  86650  Schwingungen 
machte  (§.43l.),  und  man  kann  daher  die,  Proportion 
anwenden 

]y:m'  =  86650  :r 
wo  dann  y   die  gesuchte  Anzahl   Schwingungen,    die 
in    einem   mittlem   Sonnentage   geschehen  ^    bedeutet. 
Man  findiet  in  Zahlen : 

y  =  43305,79 

43305,49 

43305,49 

43305,16 

also  im  Mittel  43305,48- 


§.  439. 

Wir  haben  bisher  das  Pendel  immer  als  ein  ma- 
thematisches betrachtet,  d.  h.  als  ein  solches,  welches 
aus  einem  materiellen  Punkte  besteht,  der  an. einem 
Faden  ohne  Schwere,  befestigt  ist.  Da  nun  aber  alle 
in  der  Ausübung  vorkommenden  Pendel  gleichsam  aus 
unendlich  vielen  materiellen  Punkten  bestehen,  die  in 
verschiedenen  Entfernungen  von  der  Drehungsaxe  an- 
gebracht sind,  so  müssen  wir  untersuchen,  wie  man 
ans  der  Länge  und  Gestalt  eines  solchen  Pendels  die 
liänge  eines  mathematischen  Pendels  finden  kann,  das 
in  derselben  Zeit  als  ersteres  seine  Schwingungen 
vollendet.  Hierzu  betrachten  wir  ein  System  von 
materiellen   Punkten«    die  auf   eine   anveränderliche 
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Art  mit  einer  Axe  vefbundeti  sind^  nnd  die  um  diese 
Axe ,  vermöge  der  Wirkunsf  der  Schwere ,  sich  dre- 
hen, während  die  Axe  selbst  eine  horizontale  La^ 
hat.  Die  Lage  jedes  Punktes  bestimmen  wir  durch 
drei  Coordinaten  ^f  Tf  ^«  ,uiid  nehmen  an,  dass  die 
Axe  der  z  mit  der  Drehungsaxe  zusammenfalle ,  die 
Axe  der  x  mit  der  Richtung:  der  Schwere  übereiü*- 
stimme,  und  y  auf  beiden  senkrecht  stehe.  Dann  ist 
es  einleuchtend ,  dass  die  dritte  Coordinate  z  wäh- 
rend der  ganzen  Bewegung  constant  bleibt,  indem 
jeder  Punkt  in  einer  Ebene  schwingt  die  senkrecht 
auf  der  Drehungsaxe  steht,  und  wir  brauchen  daher 
bei  der  Untersuchung  seiner  Bewegung  nur  die  zwei 
Coordinaten  x  und  y  zu  berücksichtigen.  Es  seyes 
nun  die  Massen  der  materiellen  Punkte  m,  m\  m% 
nt!"  .  .  •  « ,  die  ihnen  corrcspondirenden  Coordinaten 
x\  y'\  x",  y ;  x"\  y'"*^  .  .  .  . ,  so  hat  man  aus  der 
Verbindung  des  d'Alembert'schen  Princips  der  Dyna- 
mik mit  dem  Princip  der  \irtuellen  Geschwindigkei- 
ten, folgende  Gleichung  für  die  Bewegung  dieses  Sy- 
stems, wenn  G  die  Schwere  bedeutet: 

4.  m"(i^  —  G)  ix"  +'.  .  .  . 

J-  m.  ^  3v  +  m'  ^  ay  +  .  i.  .  (A) 

dt*  .        dt*  . 

§.    440< 

Waren  nun  alle  einzelnen  Punkte,  frei ,  tmd  kei- 
nen Bedingungen  unterworfen  ,*  so  würden  die  V«^ 
riationen  ox^ox^  }ix'\  •  •  «5  fyf  fy'i  fy^ •  •  *  •  Viwi 
einander  ganz  unabhängig  seyn,  und  man  müsite, 
um  die  yorige  Gleichung  identisch  Null  zu  mMhea» 
jeden  einzelnen  Coefftcienten  Null  setzen.  Di«ft  findit 
aber  in  nnserm  Fall  nicht  statt,  ddnn  die  Bedingnif 
der  UnVeränderlichkeit  der  gegenseitigen  LaM  der 
niiilerieUexi  Ponkte,    giebt  uns  Bedingnngsfleij&oftB 
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zwischen  den  Coordinalen  Xy  x\  x"  ,  .  .  .  ^  7')  7^ 
y"  ^  .  .  . ,  aus  denen  sich  die  Relationen  der  Varia- 
tionen ableiten.  Die  Unveränderlichkeit  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Pnnkte  miter  einander  und  gegen 
die  Axe,  lässt  sich,  wie  man  leicht  sieht,  durch  zwei 
verschiedene  Bedingungen  ausdrücken ;  erstens  muss 
der  Abstand  jedes  Punkts  von  der  Axe  constant  blei- 
ben; nennt  man  daher  die  Abstände  der  Punkte  m, 
m'y  m"  •  .  .  .  resp.  a^  a\  d' .  .  .  . ,  so  hat  man  zuerst 
die  Gleichungen 

XX  -f-  yy  =  aa  ^    x'x'  4"  y'y   =  ^^ 

xx"  +  y"y"  =  fl'V ;     etc.  etc.  etc.  (B) 

Zweitens  denke  man  sich  4^rch  jeden  Punkt  und 
die  Drehungsaxe  eine  Ebene  |felegt,  so  wie  auch 
durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  und  die 
Drehungsaxe,  so  lu(det  jede  deüt  erstem  Ebenen  mit 
der  letztern  einen  Winkel  der  iiiiveränderlich  bleiben 
muss.  Wir  setzen  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts , 
rücksichtlich  der  früher  erwähnten  Coordinatenaxen, 
X  und*  y ,  seinen  Abstand  von  der  Drehungsaxe  A^ 
so  hat  man 

XX  +   YF  =  AA. 

Nennt  man  ferner  die  Winkel,  welche  die  er- 
wähnten Ebenen  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
legten Ebene  machen  6,  6-,  6".  .  .  .,  so  hat  man  so- 
fort die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Tangenten 
dieser  Winkel 


yX  —  xY 
xX  +  y¥ 

yX  -  x'Y 

x'X  -^  y'Y 

fX  —  x"Y 

x"Y  +  y"Y 
etc.  etc.  etc. 


=  lang  6 
=  tang& 
=  tangj"  (C). 


§•    441- 


Man  sieht  hieraus',   dass  sich  alle  Coordinaten  ar, 
jr  .  ,  .  .    durch  X,    F,    also  auch   ihre  Variationen 
'  durch  die  Variationen  von    X,   7  ausdrücken  lassen, 
80  dasß  die  ftleichung  (A)  auf  die  Form 

2t 
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0  =  R9X  +  S^IY 

gebracht  wird.    Dlfferentüren  wir  di«  Gleichung 
yX  —  xX 

rücksichtiich  der  Charakteristik  ^,  so  kommt 
0  =  (r^X  +  XV  —  x^Y  —  YSx)  (xX  +  yY) 

—  {xdX  +  XSx:'f  j5F  4-  Y^x)  iyX  —  ^/)5 
oder  wenn  man  wirklich  multiplicirt  und  reducirt 

0  =  (Y^X  —  X3Y)  (xx   +   yy) 

—  (ydx  —   jtÄy)  (XX  +   YY").  (D) 

Nun  ist  aber    XX  -f-  YY  =  AA  ,    arx  +  xX  =  ««, 
also  wenn  man  die  letztere  Gleichung  varijrt 

(^x  =  —  *-•  2[y 
x 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man,  in  Vei^bindnof; 

mit  der  Gleichung  (D)  und  mit  Hinzuziehung  der  am 

der  Gleichung  XX+  YY  =:  AA  durch  DifTerentiatioa 

entstehenden    Relation    X9X  +  Yd  F  =  0  >     folgende 

Werthe 

»r  =  +  ~.  9Yi 

ix=t  —  -SL.  iYi 
X 
Auf  ähnliche  Weise  erhält   man  aus  den  ttbciM 
Gleichungen  (B)  und  (C) 

8y  =  +  ^arj    ix-  =  -  ^»Fj 

ix"  z=  —  L^iYy 

X        * 

r'" 

X        * 


§.  442. 

Substituirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chnng  (A),    so  erhält  man,    indem  man  den  gemeia* 

schaftlichen  Factor  -— -  weglässt 


ar" 

fy" 

■~"~ 

X 

jjy, 

V 

=z   •■■-■ 

X 

^Y; 

« 

etc. 

etC4 

etc. 
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0  =  m  ^_f£f^:^l2±f.  ^Gy) 


+  etc.  etc.  etc,  .(E) 

Nun  ist  aber  bekanntlich 
xddy    —  yddx   =  J.  {xdy   —  ydx) 
x'ddy  —  yddx    =  d.  (x'dy  —  yäx')  etc,  etc, 

and.  da  die  Gleichung  (D)  §•  441*  sich  auch  so  schrei- 
ben lässt,  wenn  man  die  Charakteristik  ^  mit  d  ver- 
tauscht 

xdy  —  ydx  =  (Xar  —  YdX).  -r-j, 

1  jnLA 

und  aof  ahnliche  Weise  auch 


a'a' 


x'dy'  -^  ydx    =  {XdY  —  YdX).     ^  ^ 

A4 

sfdy"  —  y"dtr  =  {XdY  —  YdX). 


€t  a 


AA 
leyn  mnss,  so  erhält  man  ebenfalfs 

xddy  —  yddx    —  -^.  d.{XdY  —  YdX), 

x'ddy-  —  yddx'  =  4^-  d.(XdY  —  YdX), 

AA 

x"ddy'  —  yddx"  =  ^.  d,(XdY  —  YdX); 

AA 

etc»  ecc*  etc» 
folglich  wird  hierdurch  die  Gleichung  (£)  die  Gestalt 

T-r — ;; .  (maa  +  maa  +  m  a  a  +.»..) 

AA»  dt^     ' 

+  Glmy  +  my  -^  m'Y  +  ....) .=  0 

erhalten.    Man  setze  der  Kürze  wegen 

maa  +  m'aW  -f-  mf'a'W  +  ••••••  =  ^w»«« 

,  m  +  m'  -f-  m"  4- =  M 

lö  ist  aus  den  Eigenschaften  des  Schwerpunktes   be- 
kannt, dass 

my  +  my  +  mV'  +  ..••  =  ^-   Y 

27* 
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seyn  muss,  nnd  vorige  Gleichung*  "wird 

— ^.  ^maa  +  G.  ilf  F  =  0. 


AA.  dt^ 


§.   443. 


Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  durch 
den  Schwerpunkt  des  Systems  der  materiellen  Punkte 
und  die  Drehungsaxe  gelegte  Ebene,  mit  der  durch 
dieselbe  Axe  gelegten  verticalebene  zu  jeder  Zeit  t 
macht,    durch  <^,   so  ist 

¥  =  A.  sin  <p9    X  -=:  A.  cos(p  ^ 
dY  =  A*  cosffi*  d(pt     dX  =  —  A.  sin^,  d(pf 

XdY  —  YdX  =  AAdf 
folglich   wird   durch  die  Substitution    dieser  Werthe, 
die  letzte  Gleichung  des  vorigen  Paragraphs 

dd<p       ^maa     .     ^     , 

dt^         MA     ^        _ 
Vergleicht  man   diesen  Ausdruck  mit  dem  §•  397' 
für  die  Bewegung  eines   mathematischen  Pendels  ge- 
fundenen, 

dd(p 
l  — ^  +  G.  sin  0  =  0 

dt^ 

so  sieht  man,  dass  l  =  ——r-r'  setm  wird,  and  dieier 

MA 

Ausdruck  giebt  die  Länge  eines  mathematischen  Pen- 
dels an ,  das  mit  dem  physischen  gegebenen  Pendel  in 
51  eichen  Zeiten  seine  Schwingungen  vollendet.  Bilden 
ie  materiellen  Punkte  einen  continuirlichen  Korper, 
so  muss  statt  der  Summe  ^maa^  die  das  TrägheiU- 
moment  genannt  wird,  das  Integral  faa  dm^  wo  i^ 
das  Element  der  Masse  bedeutet ,  genommen  werden. 

■ 

§.  444. 

*  Ist  das  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  ruek- 
sichtlich  einer  Axe  bekannt,  die  durch  seinen  Schwer- 
punkt geht,  und  für  welche  sie  sich  immer  am  be- 
quemsten berechnen  lasst,  so  kann  man  es  leicht  für 
jede  andere,  mit  ersterer  parallel  laufenden  Axe,  fin- 
den.   Denn  es  sey  z.  B.  (fig.  7.)  AB  der  Durchschnitt 
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eines  Körpers  vermittelst  einer  Ebene  die  dnrch  den 
Schwerpunkt  H  geht  und  senkrecht  auf  der  durch  H 
geJegten  Drehungsaxe  steht,  M  die  Projection  irgend 
eines  Elements  des  Körpers  auf  dieser  Ebene,  die 
,  wir  als  die  Ebene  der  x  und  y  betrachten  wollen, 
F  der  Punkt,  durch  welchen  eine  Axe  geht  die  mit 
der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  parallel  läuft, 
dann  hat  man  im  Dreieck  FMEL^  wo  MF  senkrecht 
auf  FIJ  gezogen  ist 

FM''  =  FH^  +  HM^  —  2FH.  PH. 

Multiplicirt   man    die  ganze  Gleichung   mit  dem 
Element  der  Masse  dm^  und  integrirt  dann,  so  kommt, 
indem  man  bemerkt,'  dass  FH  constant  ist 
/GM'',  dm  =  JFH».  m  +  JHM^.  dm. 

Das  letzte  Integral  2  /  FH.  PH.  dm  =  2  FH. 
fPH.  dm ,  wird  nämlich  Null ,  da  dasselbe  nicl^t«  an- 
ders ist  als  das  Product  der  Masse  m  in  den  Abstand 
des  Schwerpunkts  derselben  von  i?,  auf  der  Linie 
jp JET  gerechnet ,  und  dies  Product  wird  verschwinden, 
weil  H  selbst  der  Schwerpunkt  ist.  Nun  bedeutet 
aber  JFM.  dm  das  Moment  der  Trägheit  rücksicht- 
lich einer  durch  den  Punkt  F  gehenden  Axe^  /HM^'» 
dm  das  Moment  der  Trägheit  für  eine  durch  .  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte,  und  F3I  den  Ab- 
stand beider  Axen ,  man  kann  daher  obige  Gleichung 
in  Worten  so  ausdrücken :  Das  Moment  der  Träg- 
heit eines  Körpers  rücksichtlich  einer  beliebigen  Axe, 
^ist  gleich  dem  Moment  der  Trägheit  rücksicfatlich 
einer  durch  den  Schwerpunkt  mit  ersterer  'parallel 
gelegten  Axe  4~  ^^^  Product  aus  der  Masse  des  Kör- 
pers in  das  Quadrat  des  Abstands  beider  Axen. 

§.  445. 

Wir  wollen  zuerst  das  Moment  der  Trägheit  für 
eine  Kugel  rücksichtlich  einer  durch  den  Schwer- 
punkt, und  da  wir  die  Kugel  als  homogen  betrachten, 
zugleich  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  Axe  auf- 
suchen. Diese  Axe  sey  die  Axe  der  z^  dann  wird, 
wie  schon  oft  erwähnt  ist,  das  Element  der  Masse  ' 

dm  =  p.  rrdr  d(p.  d^^  cos  ^ 
WO  p   die  Dichtigkeit  bedeutet^     der  Abstand   dieses 
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Elements  von  der  Axe  -wird   t  cos  -^ ,    also   das  Mu- 
ni ent  der  Trägheit 

=  p.  r'^är  d(p,  cos-^^,  cos -^  d^. 
Integrirt  man  zuerst  von  9^  =  0  bis  (p  =  2^  9  dann 
von  tI^  =  —  J  ar  bis  1]^  =  +  ior,  und  zuletzt  von  r  =0 
bis  r  =  R  ^     vsro  R  den  Halbmesser  der  Kugel  bedeu- 
tet, so  findet  man  ihr  Moment  der  Trägheit 

=  T%  i»  R^n  =  i  R^np.  I  RR 
und  da  die  Masse   derselben   durch    m  =  ipR^n  aas- 
gedrückt wird,  so  ergiebt  sich  dasselbe  auch 

==  I  m.  RR. 

§.   446. 

Zweitens  wollen  wir  das  Moment  der  Trägheil 
für  einen  homogenen  geraden  Cylinder  rücksichtlich 
einer  Axe  suchen,  die  senkrecht  auf  der  geometri- 
schen Axe  steht,  und  durch  seinen  Schwerpunkt  oder 
die  Mitte  der  letzteren  Axe  geht.  Hierzu .  theilen 
wir  den  Cylinder  durch  Ebenen  die  mit  seiner  tiasiB 
parallel  gehen,  in  lauter  uneiKilich  dünne  Cylinder, 
deren  Dicke  dz  ist,  denken  uns  dann  aus  dem  Mit- 
telpunkte eines  solchen  Cylinders  unendlich  viel  con- 
centrische  Kreise  gezogen^  deren  gegenseitiger  Ab- 
stand durch  dr  ausgedrückt  ist^  und  ziehen  endlich 
aus  dem  gemeinschaftlichen  Mifieipunkte  unendlich 
viel  Radien,  wo  jeder  mit  dem  nächst  folgenden  ien 
Winkel  d<p  bildet,  so  wird  das  Element  der  Masae 
dieses  Cylinders  durch 

dm  =  p.  rdr  d<f,  dz 
ausgedrückt,  wo  p  die  Dichtigkeit  bedeutet.     Der  Ab- 
stand dieses  Elements  von  der  Drehungsaxe  findet  sich 

leicht    =  yfzz  +  rr  sin  9^*,    also   das   Moment   der 
Trägheit 

=  /p  {zz  4"  rr  sinf^)  rdr  dcfi»  dz, 

Integrirt  man  zuerst  von  9^  =  0  bis  <fi  =  2^  9  ^ 
kommt 

p.  rdr  dz  n  {2zz  +  rr)^ 
dann   von    r  =  0  bis   r  =  Ry    wo  R  den  Halbmesser 
der  Grundfläche  des  Cylinders  bedeutet,   so  wird 

p.  ndz  (RRzz  +  i  Ä*) 
und  endlich  von  r  =  —  i  a  bis   2  =  +  i  a ,    wo  a  die 
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Län^  des  Cy linders  anj^ebt,  so  erhält  man  sein  TrSig- 
keitsmoment  rüoksichtlicb  einer  durch  seinen  Sch'wer- 
punkt  geheiiden  Axe 

Der  vor  der  Pareijithese  stehende  Factor  ist  be- 
kanntlich die  Masse  des  Cylinders,  folglich  lässt  sich 
sein  Trägheitsmoment  auch  so  schreiben: 

wenn  m'  die  Masse  des  Gylinders  bedeutet. 

§.     447. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  ein  Pendel  sey  aus 
einem  cylindrischen  Faden  ^By  und  i&iner  daran  be- 
festigten Kugel  C  (fig.  8«)  zusammengesetzt,  und  es 
schwinge  um  eii^e  Ate  DE ,  die  se&recht  auf  AB 
durch  A  geht.    Es  sey  i^un 

die  Masse  der  Kusfel  =  m 
Halbme&^er  der  Kugel  =  r 
die  Masse  des  Fadens  =  m' 
Länge  des  Faden^  =;  a 
halbe  Dicke  des  Fadens  =  R 
CO  ist  das  Mpment  der  Trägheit  der  Ki;gel  gege^  die 
Axe   Dky    4a  ihr  Schwerpunkt  im  Mittelpunkte  C 
Ueg^  (§.  444.  445.) 

=  (a  -|-  r)*  m  4"  f  y?*»  '''' 
und  das  Moment  der  Trägheit   des   cylindrischen  Fa- 
dens gegen  .dieselbe  Axe,  oa  sein  Schwerpunkt  in  der 
Mitjte  F  zvf^soiißx^  A  und  B  sich  befindet  (§.444- 44t)-) 

=  m  I ) 

V  3  4  -^ 

folglich  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Pendeis,  oder 
die  Summe  'Lmaa  (§.  443«) 

=  m  (fla  +  2flr -f  ?  rr)  +  m  {—  -f  -j-J- 

Der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Dre- 
hungsaxe,  multiplicirt  in  die  Masse  des  ganzen  Pen- 
dels, oder  das  Product  M.  4  (§•  443*)^,^i'<^ 


'  \ 
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also  die  Län^e  des  mathematischen  Pendels ,  .  das  mit 
dem  so  zusammengesetzten  in  gleichen  Zeiten  schwingt 

m (aa  +  2ar  +  i  rr)-^  m' (—  +  -^y 

m(jii-\'r)  +  m!  — 

weil  dieselbe  nach  §.  443.  durch  ■  ansgedrüakt 

wird.  £s  ist  einleuchtend,  dass,  da  die  Massen  der 
Körper  den  Grewichten  derselben  proportional  sind, 
statt  hierin  vorkommenden  Massen  m^  m  auc^  ihre 
Gewichte  p ,  p'  gesetzt  werden  können«  Vorigen  Aus- 
druck kann  man  auch  so  schreiben: 

a 

p(a  +  r)  +P'-Y 

indem  man  statt  der  Massen  die  Gewichte  nimmt. 


§.  448. 

« 
Borda  fand   die  Entfernung  von  A  bis  G^    wo  6 

der  unterste  Punkt  der  Kugel  ist  203952,17  Theile 
seines  Maassstabes ,  r  =  937 ,  p  =  9911  Gran ,  p'=  13,79 
Gran ,  und  wegen  der  geringen  Dicke  des  Fadens 
konnte  man  R  =  0  setzen.    Es  ist  daher 

fl  =  203952,17  —  2.937  ==  202078,17. 
Die    zu    fl  +  r    hinzuzufügende    Grösse    ergiebt  sich 
c=  —  45,54,    also  erhält  man 

l  =  202969,62  Theile. 
Borda  giebt  202965,82  an,    indem  er   noch  eine 
kleine   Correction    wegen    eines  Stücks    einer   Kugel- 
schaale,    das  in  B  auf  die  Kugel  gesetzt  war,    hin- 
zufügt. 

♦ 

§.  449. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Correction   d^r  Länge 
des  Pendels   zu  berücksichtigen,    welche    davon   her- 
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rührt,  dass  die  Luft  einen  Theil  des  Gewichts  dessel- 
ben trägt ,  wodurch  die  Schwere  verringert  wird, 
und  daher  die  Schwingaugen  des  Pendels  lan^san^er 
sind,  als  es  im  leeren  Räume  der  Fall  ist.  Cresetzt 
nun,  die  beobachtete  Länge  sey  Z,  die  relative  Schwer- 
kraft G,  die  Länge  eines  Pendels,  das  seine  Schwin- 
gungen im  leereu  Räume  in  derselben  Zeit  vollendet 
l\  und  die  daselbst  wirkende  Schwerkraft  G\  so  hat 
man  (§.  399.)  die  Zeit  einer  Schwingung 


Jyr^- 


sin  J  «^  sin  u^ 

und  eben  so  für  das  a/idere  Pendel  im  leeren  Räume, 
welcher  dieselben  Ausweichungen  a,  und  dieselbe 
Schwingfungszeit  T  hat, 

t/  Vi  —  sin  i  a^.  sin  u^ 

Z         Z'  c^* 

Hieraus  ergiebt  sich  ---  =  —  oder   V  =  h  ----. 
^  G        G  G 

Nun  seyen  die  Gewichte  der  Kugel  und  des  Fadens 
in  der  Luft  p^  p\  im  leeren  Räume  P,  P,  so  ist 

G:G'  =  ;7-f  p':P+F 
.und    sind    die   reciproken  specifisch^n    Gewichte    der 
Materien,    aus  welchen  die  Kugel  und  der  Faden  be- 
stehen p,  p',     das  Verhältniss  des  Gewichts   der  Luft 
zu  dem  des  Wassers  =  gd,  so  hat  man  bekanntlich 

P  =  — ^—  =  p(l  +  op) 

1 Op 

F  =  -^  =  p'(l  +  a)p') 

1 G)p 

•  indem  die  Grössen  op,  op'  so  klein  sind,  dass  man 
ihre  höhern  Potenzen  weglassen  kann.  Dann  erhält 
man 


/_/ 


G         p  +  p'  ^         p  +  p'  ,.    „, 

Die  Kugel   bestand  aus  Piatina,    der  Faden  ami 

Eisen,  man  hat  daher 

i_       , i_  _   J_ 

^  ""  20,7'     ^   ~   7,b'     "  ~  820 
p  =  9911  Gran,    p   =;  13,79  Gran 
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und  hieraus  ergiebt  sich  die  Grosse 

p  +  p'  16885  * 

J)a  nun  ferner    V  =  Z.  — ,     aJso  auch 

p  +  p 

so  erhält  man  die  Correction   von  2,    welche  Grös^ 

=  202965,82  ist  (§•  448.) 

Zo).  ^^  "^  ^/    =  12,02 
P  +  P 
folglich    V  =  202977,84.    • 

§:    450. 

Ein  Pendel,  dessen  Länge  202977,84  Theiie  des 
bei  der  Messung  gebrauchten  Maassstabes  enthält, 
macht,  nach  §.  438*,  in  einem  mittlern  Sonnentage 
43305,48  Schwingungen,  und  da  bekanntlich  die  Pen- 
deilängen  sich  wie  die  Quadrate  der  Schwingni»- 
zeiten,  und  die  Schwingungszeiten  selbst  umgekehrt 
wie  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  einer  bestimiv- 
ten  Zeit  sich  verhalten,  so  wird  man  leicht  die  Zwan- 
ge L  des  Secundenpendels^«  welches  in  einem  T«ge 
86400  Schwingungen  macht,  durch  die  Proportion 

r  :  1  =  86400»  :  43305,48* 
erhalten.     Hierdurch  findet  i^ich 

L  =  50992,57 
wodurch  die  Länge  des  Pendels  bestimmt  ist. 

Wären  die  Beobachtungen  in  einer  gewissen  Höbe 
über  der  Meeresoberfiäche  gemacht ,  so  könnte  man 
die  gefundene  Pendellänge  leicht  auf  diejenige  redu- 
ciren,  welche  an  der  Meeresoberfläche  selbst  stett 
finden  würde.  Denn  bezeichnet  man  die  Schwere, 
welche  in  der  Höhe  des  Beobachtungsortes  w^ken 
aoinss,  durch  F,  die  an  der  Meeresoberfläche  /durch 
6,  und  das  Verhäitniss  der  Höhe  des  £ei>b(a^ht^iy;s- 
ortes  über  der  Meeresoberfläche  zum  Erdhalbmesser 
durch  X.  so  hat  man  nach  6.  390. 

r  ==  G  —  2XG^ 
bedeutet   ferner   L*  die    Länge   des   Pendeis   an    der 
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Meeresoberfläche  9    und   L  die  in  der  Höhe  beobach- 
tete ,    so  wird 

L'  :  L  =  G  .r 
und  hieraus  kommt,  wenn  man  statt  T  seinen  Werth 
setzt : 

L'  =  j^  =  L  (t  +  2X). 

Nimmt  man  z.  B.  die  Höhe  des  Beobachtungsor- 
tes über  dem  Meere  zu  30  Toisen  an ,  und  bedenkt, 
dass  der  Halbmesser  der  Erde  ungefähr  =  3272000 
Toisen  beträgt,  so  hat  man 

X  ^  _30_  ^        1 

3272000  ~"  109067 
folglich  beträgt  die  zur  beobachteten  Pendellänge  hin- 
zuzufügende Correction  nur  4"  0,47  Theile. 

§.  451. 

In  so  fem  der  Beobachtungsort  sich  nicht  auf 
einer  sehr  über  das  allgemeine  Niveau  hervortreten- 
den Stelle,  z.  B.  dem  Gipfel  eines  hohen  Berges  be- 
findet, sondern  man  ganz  unmerklich  erst  nach  und 
nach  vom  Meere  aus«  bis  zur  Höhe  des  Beobachtungs- 
ortes gelangt,  lässt  sich  diese  Correction  für  die  Re- 
duction  der  Länge  des  Pendels  ohne  weiteres  anwen- 
den $  allein  wenn  man  sich  auf  einem  so  isolirten 
Punkt*,  wie  der  Gipfel  eines  Berges  ist,  befindet,  und 
daselbst  die  Länge  des  Pendels  beobachtet,  so  vrürde 
man  auf  diese  Art  die  Pendellänge  zu  gross  finden, 
indem  die  Schwere,  welche  auf  der  Spitze  des  Ber- 
ges, eigentlich  nach  dem  §.  390*  entwickelten  und 
vorhin  angewandten  Gesetz,  statt  finden  sollte,  durch 
die  Anziehung  des  Berges  selbst  vermehrt  wird ,  folg- 
lich die  Länge  des  Pendels,  welches  seine  Schwin- 
gungen in  einer  bestimmten  Zeit  vollendet,  gröisser 
seyn  muss,  als  wenn  diese  neue  Anziehung  nicht  mit 
hinzugetreten  wäre.  Man  könnte  dann  den  Berg  als 
ein  Kugelsegment  oder  auch  als  einen  Schnitt  eines 
Parabofoids  annehmen,  dessen  Scheitel  auf  der  Spitze 
des  Berges  liegt,  und  dessen  Axe  mit  der  Richtung 
der  Schwere  übereinstimmt.  Wir  wollen  als  ein  zu- 
gehöriges Beispiel  die  letztere  Annahme  machen ,  und 
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• 

seilen,  -wie  gross  dann  die  Anziehung  des  Berges  sich 
ergiebt.  Es  sey  daher  (fig.  9.)  ABC  der  l^er^^  seiae 
Basis  AC^  BD  die  Höhe;  durch  B  Jegen  wir  eine 
horizontale  Linie  EF  parallel  mit  der  Basis  AC ^  und 
fallen  von  einem  Punkte*  M  des  Berges  das  Perpen- 
dikel PM  auf  jEF,  so  ist  aus  der  Theorie  der  Para- 
bel bekannt,    dass  allgemein 

PB^  =  PM.  Const. 

wo  die  Constante  den  Parameter  der  Parabel  bedeu- 
tet; dieser  iässt  sich  leicht  finden,  sobald  man  die 
Höhe  des  Berges  BD  und  den  Halbmesser  seiner  Ba- 
sis AD  kennt;  denn  es  muss  ebenfalls  die  Gleichung 

AD^  =:  BD.  Const. 

AD^ 

statt  finden,    woraus    sich    Const.    =  ■        ■  exigiebt 

Substituirt  man  diesen  Werth  der  Constante  in  obige 
Gleichung:,  so  kommt 

AD^ 

für  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Berges«  Man 
setze  nun  Pi?  =  r,  MP  =2  z^,  BD  =  h,  AD  =  nhj 
wo  daher  n  anzeigt,  wie  oft  die  Höhe  des.  Berges  in 
dem  Halbmesser  seiner  Basis  enthalten  ist,  una  we- 
gen der  geringen  Neigung  der  Berge  im  Allgemeinen 
eine  ziemlich  bedeutende  Zahl  ausmacht,  so  hat  man 
durch  die  Substitution  dieser  Werthe,  iswischen  z  und 
r  die  Relation 

rr  =  hnn,  z 

Theilt  man  den  Berg  in  lauter  unendlich  dünne 
Scheiben,  indem  man  denselben  durch  Ebenen  schnei- 
det, die  der  Basis  parallel  gehen,  diese  Scheiben 
wieder  in  ihre  Elemente,  nach  der  Methode  die  wir 
schon  §./  446.  bei  dem  geraden  Cylinder  angewendet 
haben ,  und  nennt  das  Element  der  Masse  dm ,  die 
Dichtigkeit  des  Berges,  welche  wir  als  gleichförmig 
ansehen,  p,    so  kommt 

dm  =  p.  rdr.  d<p.  dz* 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  dieses  Elements  von 
dem  in  B  befindlichen,  angezogenen  Punkte  durch  iZ» 
und  bedenken,  dass  die  Anziehung  der  Masse  direct 
und  dem  Quadrat  4er  Entfernung  umgekehrt  propor- 


429 

tional  ist,  so  erhalten  wir  die  Anziehung  des  Ele- 
ments dm  auf  den  Punkt  B 

fdm  rdr.  d<p,  dz 

RR  ^  ^^*         RR 

wo y  ein  Coefficient  ist,  der  für  alle  Materie  einerlei 
ViTerth  behält.  Diese  Totalanziehung  müssen  wir  nun 
nach  'drei  auf  einander  senkrechten  Axen  zerlegen, 
wozu  wir  die  Linien  BD  ^  BE  und  eine  dritte  auf 
diesen  beiden,  aUo  auf  der  Ebene  des  Papiers,  senk- 
recht stehende  wählen,  und  wir  Anden* die  einzelnen 
Seitenanziehungen  dadurch,    dass  wir  die  Totalanzie- 

fdrn 
*^^"*S    pp    ^t  den  'Cosinus  der  Winkel  multipliciren, 

RR 

die  der  Radius  R  mit  den  Axen  macht.  Man  be^^ 
merkt  aber  leicht,  dass  wegen  der  symmetrischen 
Gestalt  des  Bogens  ffegen  die  Axe  ÄZ^ ,  die  Summen 
aller  einzelnen  Anziehungen  nach  den  beiden  andern 
Axen  Null  werden ,  so  aass  wir  blos  die  Anziehung 
des  Berges  nach  der  ersten  Axe  BD  zu  berücksich- 
tigen haben.     Nun  ist  der  Cosinus  des  Winkels,   den 

z 
der  Radius  R  mit  dieser  Axe  bildet    =  -7-,    folglich 
'  ^  R  ^ 

irird   die   Anziehung   des   Elements  dm    nach   dieser 

fdm        z 

rdn  zdz.  d(p 


Setzt  man  statt  R  seinen  Werth  durch  r  und  z 
ausgedrückt 

R  =  y^rr  +  ^^ 

§0  wird  obiger  Ausdruck 

rdr.  zdz*  dtp 
/p.  — ^— — - 

(jrr'\'Zz)^ 

-welches  dreimal  integrirt  werden  muss,  um  die  ganze 
Anziehung  des  Berges  zu  geben.  ^  Führt  man  die  Tn- 
t^pration  zuerst  nach  <p  aus,  und  bedenkt,  dass  das 
Integral  zwischen  den  Gränzen  9^  =  0  bis  <^  z=  2^  ge- 
nommen werden  muss,  so  kommt 
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rdr.  zdz 

2^/p-   T- 

{rr  +  rz)* 

Dies  von  Nenem  Dach  z  inte^irt,  g^ebt 


c  1 

2nff.  rdr  \C \ 


yfrr  + 


zz 


TT 

Hierbei  sind  die  Gränsen  z  =  0  nnd  z  =  —  • 

hnn 

welcher  Werth  sich  aus  der  Gleichung  der  Ober- 
fläche ergiebt ,  ^|Iglich  wird  das  «wischen'  dieiea 
Gränzen  genommene  Integral 

2^/p  Tdr  \ 


r  ..  ^, 


K 


rr  + 


(  hnn  dr 

=  2«F/p.  7dr 1— ZUZZ 

X  ^hhn'^  ^  rr 

dr,  hnn 
Um  den  letzten  Theil  —  zu  integriren, 

'^hhn*  +  rr 

dB 
setze  man  r  =  Aiiis«  tangO^  so  wird  iZr  =  Aiiii. — -^^ 

also 

y"»  dr.  hnn  /*  dO 
—  =    /  hnn.  ■ 

hnn  ,     l  +  sin^    .     ^ 

2  1  —  Zin9 

und  da  die  Gleichung    r  =  Anii«  lang  6  ^ 

sin  0  =  — — 


giebty   so  kommt  auch 

dr.  hnn  hnn        ^h^n^  +  rr  +  r 

■  =  ^—  Zog        f         ■ — ! — 

f 

also  die  ganze  Anziehung  wird 

-    C  Äw  ,     V^h^n^  +  rr  +  r         ^ 

^  V^h^n^  +  rr  —  r 


/v 
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Für  r  =  0  muss  dieses  Intejral  verschwinden  j  es 
ist  daher  auch  C  =  0 ,  und  aus  der  Gleichung  rr  = 
hnnz  sieht  man,  dass,  da  der  grösste  Werth  von  z  =  ä 
i^t ,  dasselbe  bis  zu  r  =  ä/z  ausgedehnt  werden  muss. 
Hierdurch  findet  man  die  Anziehung 

i4  ==  2tnr/p  Ä«.  M Zog  ^      ^- 

(  ^  \r7in  +  1  —  1 

Da  die  Zahl  n  gegen  die  Einheit  ziemlich  bedeu- 
\tend  ist,  so  kann  man  den\ logarithmischen  Theil  vo- 
riger Formel  in  eine  Reihe  terwandeln,  die  nach  den 

1 

Potenzen  von  —  fortschreitet.      Man  erhält  dadurch 

n 

nach  den  gehörigen  Reductionen 

n    ,    V^nriR  +  1      ,      ,    1 

— .   log  ———Z =  1  —  *.  

^  V^nn  + 1  —  1  '"^ 

und  wenn   man  diesen  Werth   in    vorige  Gleichung 
setzt,   so  kommt 

n 

Nun  sey  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  g\ 
ihr  Halbmesser  =a,  so  ist  die  Anziehung  derselben, 
wenn  wir  sie  als  eine  Kugel  betrachten 

G  =  4^ye'.  a 

wo  G  die  Schwere  ist,    und  durch   die  Verbindung 
dieser  Gleichung  mit  der  vorigen  ergiebt  sich 

P        2/1 
Setzen  wir  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  p' 
s=  4)7)    so  ist 

4  =  G.  ^.    iL. 

18)8      an 

h 
Die  Grösse  —  ist  dann  das,  was  wir  §.420.  durch 

et 

X   bezeichnet   haben,     und   wir  erhalten    daher    die 

Schwere  ^auf  der  Oberfläche  des  Berges  =G— 2XG  +  ii 

^  37,6        ny 
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Ist  dann  die  auf  der  Spitze  des  Berges  beobach- 
tete Länge  des  Pendels  =  X »  so  -wird  die  auf  die 
Meeresoberfläche  reducirte 

=  X  +  2XX  f  1  -  JL..  l^. 

^  37,6       ny 

§.   452. 

Wenn  man  irgend  ein  physisches  Pendel  von  be- 
liebiger  Gestalt  um   eine  Axe   schwingen   lässt,    und 

^maa  -• 

den  Werth  von   l  =  -r^-r-  für  diese  Axe  nach  S.443« 

MÄ  ^ 

sucht,  hierauf  eine  neue  Drehungsaxe  die  mit  der 
vorigen  parallel  ist,  an  dem  Pendel  so  anbringt,  dasf 
ihr  Abstand  von  der  erstem  der  Länge  l  gleich 
kommt,  und  zugleich  eine  durch  beide  Axen  genende 
Ebene  durch  den  Schwerpunkt  des  Pendels  geht,  ßO 
wird  das  Pendel  um  diese  zweite  Axe  seine  Schwin- 
gungen in  eben  derselben  Zeit  vollenden  als  um  er- 
stere.  Dies  lässt  sich  leicht  folgendermassen  bewei- 
6en.  ,£s  sey  das  Moment  der  Trägheit  riiucksichtlich 
einer  Axe,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Pendels 
geht,  und  zugleich  der  angenommenen  Drehungsaxe 
parallel  ist,  i^,  der  Abstand  der  Drehungsaxe  vom 
Schwerpunkt  =  a  ^  die  Masse  des  Pendels  =  M,  so 
hat  man  nach  §.  443  und  444*  die  Länge  des  gleich- 
geltenden  mathematischen  Pendels 

P  ■+  Maa 

Ma 
und  hieraus  das  Trägheitsmoment  gegen   eine  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Axe 

P  =  Ma  (l—  a). 
Nun    sey    der   Abstand    einer  neuen   Axe  vom 
Schwerpunkt  =  ^,    >so  wird  die  Län^e  de«  mathema- 
tischen Pendels,  das  mit  diesem  gleiche  Schwingonp- 

Zeiten  hält,  auf  ähnliche  Art  durch  — ^ ,   oder 

wenn  man  statt  P  seinen  Werth    Ma  ,(1  —  ä)   actili 
und  dann  Zähler  und  Nenner  durch  M  dividirt,  dordi 
a(l  —  a)  +  bb 
"  ausgedrückt.      Soll  nun  diese  LSqp 
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fler  frühern  gleich  werden,  so  mnss  diese  Grösse  ==  Z 
seyn,  d.  h.  man  hat  die  Gleichung 

tf  (Z  — tf)  +  bb  =^  Ib 
und  diese  giebt  für  b  die  Werthe  b=:a9  b=^l  —  a. 
Der  erste  Werth  giebt  uns  die  erste  Drehungsaxe 
"wieder;  der  zweite  hingegen  zeigt,  dass  die  Summe 
der  Abslände  der  beiden  Drehungsaxen  vom  Schwer- 
punkt, also  der  Abstand  beider  Axen  von  einander 
selbst  der  Grösse  l  gleich  seyn  muss,  wenn  die  Schwin- 
gnnffen  des  Pendels  um  beide  Axen  in  gleichen  Zeiten 
gescnehen  sollen. 

Hat  man  also  an  einem  Pendel  in  der  beschrie- 
benen Lage  zwei  Drehungsaxen  angebracht,  '  die  so 
beschafifen  sind,  dass  die  Schwingungen  um  die  eine 
*oder  die  andere  in  gleicher  Zeil  geschehen,  oder  was 
dasselbe  ist,  in  beiden  Lagen  das  Pendel  dieselbe  An- 
eahl  von  Schwingungen  in  einer  bestimmten  Zeit  voll- 
endet, so  kann  man  daraus  schliessen,  dass  der  Ab- 
stand der  beiden  Drehungsaxen  von  einander,  die 
'liMnge  des  mathematischen  Pendels  giebt,  welches  seine 
Schwingungen  in  derselben  Zeit  vollendet.  Diese  Ein- 
richtung des  Pendels  wurde  zuerst  von  Kater  ange- 
"wendet,  und  er  nennt  dasselbe  das  unveränderliche 
Pendel.  £s  ist  dasselbe  für  Beobachtungen,  die  man 
anf  Reisen  anstellen  will,  sehr  zweckmässig,  da,  wenn 
man  die  Anzahl  der  Schwinffungen  an  dem  Beobach- 
tungsorte angemerkt  hat,  keine  andere  Correclion 
nÖthig  ist,  als  die,  weiche  von  der  Temperatur  des 
Ortes  und  der  daher  rührenden  verschiedenen  Aus- 
dehnung der  Materie  des  Pendels  abhängt.  Der  gross»» 
te  Vortheil  den  dasselbe  gewährt',  besteht  darin,  dass 
man  die  §.  447  und  448.  angewandten  Correctionen, 
um  das  physische  Pendel  auf  das  mathematische  zu 
reduciren,  gar  nicht  nöthig  hat,  und  grade  diese  sind 
immer  innerhalb  gewisser  Gränzen  einer  Ungewissheit 
unterworfen,  die  aus  der  nicht  vollständigen  Homo- 
ip^iität  der  Materie  entsteht,  da  wir  dieselbe  in  un- 
'sern  Rechnungen  doch  voraussetzen  müssen,  indem 
uns  die  innere  BeschaiTenheit  der  Platinakugel ,  die 
«den  Hauptbestandlheil  der  vorigen  Art  von  Pendeln 
-ausmachte ,  vx>llig  unbekannt  bleiben  muss.  Nuü  kann 
man  freilich  den  hierdurch  entstehenden  etwanigen 
•fehler  dadurch  zum  Theil  aufheben ,    dass  man  die 
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Ktu^el  in  verschiedenen  La^n  an  dem  Faden  aufhängt, 
unü  aus  allen  Beobachtungen  das  Mittel  nimmt;  allein 
es  ist  doch  besser,  wenn  man  auf  irgend  eine  Art 
diese'  Correctionen  umgehen  kann. 

§.    453. 

Man   kann    ein    solches  unveränderliches  Pendel 
auf   verschiedene   Weise    einrichten ;     die    einfachste 
würde  folgende  seyn.     Man  nehme  ein  Parallelepips- 
dum  von  irgend  einer  Materie  ABCD  (fig.  100  *.  B» 
von  Holz,  und  bringe  in  der  Mitte  der  Grundflächen 
der  Pa%*allelepipedum  zwei  Metallspita^en  EF^  GH  an,  , 
die  dazu  dienen,  um  die  Coiucidenzen  mit  dem  Dhr- 
pendel   besser  beobachten  zu  können.       In  K  befinde 
sich    eine    Drehungsaxe,    welche    senkrecht   auf  der 
fläche  ABCD  steht,    und  in  L  die  andere,    so  datf 
£1L  =  GK  ist.      Wäre  nun  das  Pendel  völlig  homo- 
gen, das  Parallelepipedum  ganz  regelmässig,  und  ge- 
nau HG  =  EFf    so  müssten   die  Schwingungen  nm 
die  Axe  K  in  derselben  Zeit  als  um   die  Axe  L  ge- 
schehen.     Da  dieses  nun  aber   wohl  nie  statt  finaen 
wird,    und  die  Drehungsaxen  ihrer  Lage   nach  nicht 
verändert  werden  können,    so  bringe  man  am  Pendel 
noch   ein  kleines  verschiebbares  Gewicht  an,    dessen 
Lage  man  so   lange  ändert ,    bis  die   Beobachtungen 
zeigen,  dass  die  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  g^ 
schehen. 

TJm  dieses  durch  ein  Beispiel  deutlicher  zn  ma- 
chen, wollen  wir  der  Kürze  wegen  annehmeni  das 
Pendel  bestehe  blos   aus  einen  so  dünnen  Parallelepi- 

Eedom,  dass  man  dasselbe  als  ein  Parallelogramm 
etrachf en  kann  (iig.  11.) ,  dessen  Breite  AB  durch  b 
und  die  Läng^  AÖ  durch  l  bezeichnet  werden  soU. 
Rücksichtlich  des  Gesetzes  der  Dichtigkeit  wollen  wir 
die  Voraussetzung  machen ,  die  Dichtigkeit  sej  in 
jeden  unendlich  schmalen  Streifen  EFGH  der  mit 
Aß  parallel  geht,  constant,  und  nur  wenig  von  der 
mittlem  Dichtigkeit  verschieden,  so  dass,  wenn  wir 
die  Dichtigkeit  in  dem  Streifen,  welcher  snnächat 
kn  AB  Hegt,  durch  p  bezeichnen,  allgemein  die  Didw 
tigkeit  in  dem  Streifen  EFGH  durch  p  +  dp  '^■'V^ 
dniekt  wird,    wo.  iq  ^gen  p  sehr  klein ,    und  Noi 
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eine  Function  des  Abstandes  AE  des  StreiiVns  von 
AB  seyn  wird.  Halbiren  wir  AB  und  CIJ  in  L 
und  Mj  und  ziehen  LM^  so  wird  anf  dieser  Linie  der 
Schwerpunkt  liefen  müssen,  wie  ohne  weitere  ilech- 
nung  von  selbst  klar  ist*  Es  sey  KiV  =  Xf  LJy==y9 
to  ist  das  Element  der  Masse 

dM  =  (f)  -f-  ^p)  dxdy 
wo  unserer  Voraussetzung  zufolge  p  constant  und  5p 
•ine  Function  von  y  allein  seyn  wird.     Integrirt  man 
diesen  Ausdruck  von  x  =  —  i  ^  bis  x  =  +  i  ^?    ^i"d 
d|uin  von  ^  =r  0  bis  ^  =  Z,    so  erhält  man 
jtf  =  pW  +  bf^^.dy         ^ 

Bezeichnet  man  den  Abstand  LQ  Aes  Schwer- 
punkts Q  von  der  Seite  A  It  durch  y\  so  hat  man 
BOT  Bestimmung  von  y  die  Gleichung 

My  =  Jy.  dM  =  fydy  (^  +  'V)  dx 

=  i^bl"   +  h  J'S^.  ydy. 

Das  Moment  der  Trägheit  des  Elements  K  gegen 
eine  Drehungsaxe,  die  durch  den  Punkt  L  gehl,  und 
senkrecht  auf  der  Fläche  ABCJJ  «teht,  wird  durch 
KL^.  dM  ausgedrückt,  und  da  KL'  =  KI\^  +  LJS^ 
-t  XX  -{-  yy%  so  hat  man  das  Moment  der  Träijheit 
für  das  ganze  Parallelogramm,  indem  man  «tatt  dM 
seinen  Werth  (^  +  ö^»)  dxdy  setzt 

Wird  das  Integral  von  a:  =  —  ä  /y  l)is  x  =  +  i  &, 
tind  von^==0  bis  y  =  l  ausgedehnt,  so  kommt  das 
Moment  der  Trägheit  gegen  die  Axe  L 

T=  j  p/^  {II  +  i  ^^)  +  i  /5p.  {yy  +  v\  hh).  dy 

Bezeichnet  man  das  Moment  der  Trägheit  gegen 
ein^  durch  den  Schwerpunkt  j2  gehende  A\e ,  die 
mit  der  durcli  L  gelegten  parallel  ist,  durch  7"**,  so 
hat  man  nach  §.  444. 

r  =  '/«  +  Mvy, 

Geht  nun  die  eigentliche  Drehungsaxe  des  Pen- 
dek  durch  den  Punkt  Ä,  und  nennt  man  den  Abstand 
£jRi    r,    das  Trägheitsmoment  rücksichtlich  der  Axe 

JS«   2^«   so  wird 

y  =  yo  +  (^y—ryM 

oder  wenn  man  sUtt  T"  seinen  Werth  T  —  My'y 
ieCst 

2*  =  r  —  %Tyu  +  f'H, 

26* 
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Die   zweite  Drehiin^axe   befinde  sich  in  5,   so 
dass  SM  =  LR  wird,    dann  hat  man  das  Trägheits- 
moment rücksichtlich  dieser  Axe 
r'  =  T'  +  M.  QS^ 
oder  da    QS  =  LM  —  LM  —  LQ  =z  l  —  r  —  y, 
so  wird  auch 

T'  =  T"  +  M  (l^r—yy 

=  T  +  M{l  —  ry  —  2My(l  —  r). 
Nun  werde  in  V  die  kleine  verschiebbare  Masse 
angebracht,  so  kommt,  indem  wir  die  Teränderiiche 
liänge  VR  durch  p  bezeichnen,  das  Moment  der 
Trägheit  des  so  zusammengesetzten  Pendels  gegen  die 
Axe  R  f  indem  wir  der  Kürze  wegen  die  Masse  als 
einen  materiellen  Punkt  betrachten 

Ä  =  2"  4"  ^^PP 
und  das  Moment  der  Trägheit  gegen  die  Axe  S 
5  =  T'  +  m  lL—2r  —  py. 
Bezeichnet  man  die  Längen   der   mathematischen 
Pendel,  die  diesen  beiden  Schwingnngsaxeu  R  und  S 
entsprechen ,  resp.  durch  £,  L\  so  kommt  nach  §.  443* 

r  ^  ^ 

f »     :zx     —————————————— 

jlf  (y  —  r)  +  ^P 


M{l—y—  r)  +  m  (l-^2r  —  p) 
Nun  setze  man  der  Kürze  wegen  die  vorigen  In- 
tegrale von  ^  =  0  bis  y  =:t  Z  genommen 

J^dp.       dy  =  ai^l 

/Jp.  y'^dy  =  ypZ» 
80  erhält  man  aus  den  vorigen  Ausdrücken  von  Jfy 
My\  Tf    diese : 

itf  =      pZ  i  (1  +    a) 
My  ==  Jp^»3  (1  +  26) 

indem   wir    der  Einfachheit    wegen   annehmen  ^    die 
Breite  b  des   Parallelogramms  sey  gegen  die  LSnge 

b 
so  klein,  dass  die  Quadrate  des  Verhältnisses  —  weg- 
gelassen werden  können»    Nimmt  man  noch 

jso  erhält  man 
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Jify  =  i  jift  (1  +  X) 

T  =  i  Mll  (1  +  X) 
■wo.  X  und  "k!  sehr  kleine  Grössen  sind,  da  wir  ange- 
nommen haben,  dass  a,  6,  y  solche  seyn  sollen.  Neh- 
men wir  noch  der  kür;5ern  Kechnnn?  wegen  an,  dass 
die  Drehungsaxen  durch  die  Punkte  L  und  M  gehen 
sollen,  so  wird'  r^O, 

r  =  r  =  i  Mz  (1  +  yj) 

T"  =  i  Mü  (1  +  V)  —  jtfza 

und  hieraus  femer 

iZ(l  +  ^)  +  ^p 
j^  _  iZZ(l  +  X')  -  IVK  +  ft(Z-p)» 

iZ(l-X)  +  ^(Z-;»)        ', 

m  *'  * 

wo  rrr  ^=  f&  gesetzt  ist.      Soit  nun  die  Masse  m  so 

M. 

apgebracht  werden,  dass  die  Schwingangen  um  beide 
Axen  in  gleichen  Zeiten  geschehen ,  so  xnuss  X  =  U 
seyn.  Nimmt  man  statt  X  und  X'  ihre  Werthe  und 
redpcirt  gehörig,  indem  man  die  Producte  der  Grös- 
sen X,  X',  \x  vernachlässigt,    so  kommt 

ft(Z  — 2p5=J>- 
aus  welcher  Gleichung  sich  p  bestimmen  lässt,    und 
igaaa  sii^ht  daher,    dass  es  möglich  s^^y    die  Masse  m 
an  einen  solchen  Ort  zu  bringen,    dass  die  Schwin- 
gungen um  beide  Axen  in  gleichen  Zeiten  geschehen. 

Man  kann  übrigens  aus  dieser  Gleichung  leicht 
zeigeii , ,  dass  die  Masse  m  so  angebracht  werden  muss, 
dass  ihr  statisches  Moment  rücksichtlich  der  Mitte 
,des  Pendels,  dem  statischen  Moment  des  ganzen  Pen- 
dels rücksichtliöh  der  Mitte  desselben  gleich  seyn 
muss.  Denn  es  sey  der  Abstand  der  Masse  von  der 
Mitte  =fl,  der  Abstand  des  Schwerpunkts  =  «V  ^^ 
hat  man  a  =  jZ  —  p,  a'  =  y  —  \l  =i  \VK^'  ^w^eil 
Jdy  =  S  Ml  (1  +  Ä,)  ist,  und  vorige  Gleichung 

^(Z  — 2;?)  =  ly^ 

m 
wird  daher  auch  ua  ==  ä'.    Es  ist  aber  (*==•—,  folg- 

M 

lieh  ma  =,  Ma'^  wodurch  der  Satz  erwiesen  ist. 
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Von  der  Bestimmung  der  geographischen 
Lage  der  Oerter  auf  der  Erae* 

§.  454, 

£s  ist  scliou  ftniber  §,  59,  ermähnt  worden ,  da» 
die  Lage  der  Oerter  auf  der  Erde  durch  die  g^ogn- 
pliische  Länge  und  Breite  derselben  bestimmt  wird, 
aliein  oline  weiter  die  Metboden  anzugeben ,  durch 
welche  diese  Bcütimniuugsstücke  gefunden  werdep.  In 
diesem  Abschnitt  wollen  wir  nun  zeigen,  wie  durch 
astronomische  Beobachtungen  diese  beiden  Grössehy 
die  gleichsar?»  ßi»  die  Coprdinateu  des  Ortes  aqgf se- 
hen werden  können,  sich  ausmitteln  las^eu,  -  Sig^nt*- 
lieh  haben  \yir,  um  die  Lage  des  Ortes  ypllstäxidig 
darzustellen,  noch  eine  dritte  Coordinate,  uämUcQ 
die  Höhe  des  Ortes  über  der  ]V[eere3Qberfläche ,  711 
betrachten,  allein  da  diese  durch  Beobacbtuiigen  an- 
derer Art,  gewöhnlich  durch  die  Beobachtung  der 
Barometerhöhe  gefauden  wird ,  so  berücksiohtigen 
wir  dieselbe  hier  nicht  mit,  sonderu  werdcö  dieselbe 
erst  dann  aus  einander  setzen,  wenn  im  pbysiacben 
Theile  yon  der  Atmosphäre  der  Erde  cUo  Redo  a^yn 
wird, 

§.   455, 

Da  bei  alleu  Beobachtungeq  der  Zwänge  und  Breite 
die  Zeit  bekftönt  seyu  iuu33,  so  werden  wir  säuerst 
zeigen,  auf  welche  Weise  dieses  Dlemeut  rieh  Sndeq 
lässt,  wobei  wir  uns  auf  die  §,  34-^39?  gegebenen 
Erklärungen  der  yerscbiedeneu  Rechnungsarten  der 
Zeit  »-yziehen.  Die  wahre  Zeit  is%  diejenige,  welche 
sich  allein  direct  beobachten  lässt,  indem  der  wahre 
Sonnentag  dann  anfangt,  wenn  di?  3onne  durch  den 
Meridian  des  Beobachtungsortes  gebt«.  Um  diesen 
Zeitpunkt  zu  bestimmen,  wendet  man  die  Methode 
der  correspondirenden  Höhen  an,  die  darin  besteht} 
dass  man  die  JZeiten  an  einer  guten  XJhr  bemerkt,  eu 
welchen  die  Sonne  Vormittags  und  Nachmittags  gleiche 
Elöhen  hat.      Behielte  nun  die  .Sonne  während  difft^r 
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Zeit  immer  gleichen  Abstand  vom  Pol,  oder  änderte 
*  sich  ihre  DSclihation  nicht,  sd  würde  das  Mittel 
zwischen  den  beiden  beobachteten  Zeiten  die  Zeit 
der  Uhr  angeben ,  zu  welcher  der  wahre  Mittag  stati 
findet,  oder  der  wahre  Tag  seinen  Anfang  nimmt, 
indem  bei  einem  unveränderlichen  Abstände  eines 
Himmelskörpers  vom  Pol  gleiche  Stundenwinkel  auch 

fleichen  Höhen  über  dem  Horizont  entsprechen.  Die 
leiclination  der  Sonne  ist  aber  veränderlich,  und  da« 
arithmetische  Mittel  zwischen  den  beiden  Beobacb»« 
inngszeiten  würde  den  währen  Mittag  entweder  zu 
firüh  oder  zu  spät  angeben,  jenachdem  die  Sonne  sich 
vom  Nordpol  entfernt  oder  »ich  ihm  nähert.  Man 
mnss  daher  am  berechneten  Mittel  noch  eine  kleine 
C^nrection  anbringen,  die  sich  auf  folgende  Art  leicht 
finden  lässt. 


§.     466, 


h 


£s  sey  (fig.  1.)  in  *S  die  Sonne,  HZR  der  Me« 
ridian,  HMR  der  Horizont,  P  der  Pol,  Z  das  Ze<* 
nith,  die  Höhe  der  Sonne  =  h^  ihi(*e  Decliuation  =i7» 
die  Polhöhe  =  p^  der  Stundenw^nkel  =  t,  so  hat 
man  im  Dreieck  ZSP,  Z«S=90**  — ä.  ZP^OO**  — jb^ 
«P  =  90**  —  /? ,  ZPS  =  r ,   und  da  bekanntlich 

coB  ZS  =  cosZP.  cos  SP  +  sin  ZP.  sin  SP.  cos  ZPS 
so   erhält   man    durch   Substitution    der   angegelienen 
Werthe 

sin  h  ==  sin  p,  sin  D  +  ^^^  P'  ^^'  D*  cos  U 
Des  Nachmittags   sey   für  dieselbe  Höhe  hj    der 
Stundenwinkel  t'\'öt,    die  Declination  D  +  ^D ,    so 
hat  man  ebenfalls,    indem  man  statt  tf   t  ^^t^    statt 
Df  D  4"  ^D  in  vorige  Torniel  setzt 
linh  =  sinp.  sin{D-\-^D) 

+  cos  p,  cos{D  +  ^D).  cos(t  +  ^?)» 
Die  Grössen  dZ>,  ^t  sind  nun  so  klein,  dass  man 
statt  ihrer  Sinus  die  Bogen,  statt  ihrer  Cosinus  die 
Einheit  setzen  kann,  und  mit  dieser  Rücksicht  erhält 
man,  wenn  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten 
abzieht 

0  =  (sin  p,  cos  D  —  cosp.  sin  D*  cos  t)  ^D 

—  cos  p*  cos  D.  sin  t*  dt 
und  hieraus  ergiebt  sich 
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a^  =;  ,  (tang  p  —  tang  D.  cos  Q.  81). 

sin  t 
Es  xnuss  also  tun  diese  Correction  berechnen  sn 
fcödnen,  die  Declination  der  Sonne,  die  PolhOhe  des 
Beobachtiingsortes ,  der  Stunde'nwinkel,  und  die  Aen- 
'  .dernn j  der iDeclination  der  Sonne  innerhalb  der  Zwi- 
schenzeit beider  Beobachtungen  bekannt  seyn.  Die 
drei  ersten  Grössen  braucht  man  nur  ungefähr  zu 
kennen,  indem  man  für  den  Stundehwinkel  die  halbe 
Zwischenzeit  der  beiden  Beobachtungen  nimmt* 

§.   457. 

So  beobachtete  z.  fi.  t.  Humboldt  (Voyage  de 
Humboldt  et  Bonpland,  IVpartie,  IVoI.)  am  26»  Ja- 
nuar 1799  in  Barcelona  die  doppelte  Höhe  des  obern 
Sonnenrandes,  um  11*  32'  31"  und  12*  42'  7".  Der 
Zeitunterschied  beträgt  1*  9'  36"  oder  in  Bogen  ans- 
'  gedrückt)  indem  man  mit  15  multiplicirt  17^  24)  also 

t  ==  8^  42' j 

D  =  —  21*^    4'  28"; 
p  =  +  41*»  22'  38". 
,    ,    Die  Abnahme    der  Declination    in   einer  Stondi 
beträgt  an  diesem  Tage  37"85 ,  also  in  der  Zwischen- 
zeit von  1*  9'  36'  ist  dieselbe  =:  43"80  =  iD.     Man 
hat  4^®!" 

tangp  =  9.94494  tangD  =  9-58586« 

C.  sin  t  =  0.82027  cot  t  =  0-81525 

logm  =  1.64147  log  gjP  =  1,64147 

S40668  =  255,08  2.04258  ^i 

=  —  110,30. 
also  ^t  =  255,08  +  110,30  =  365"38.  Dividirt  man 
dies  durch  15,  um  statt  der  Bogensecunden ,  Zeitse- 
cunden  zu  haben,  so  kommt  24"36,  und  um  so  yiel 
muss  die  nachmittägliche  Beobachtungszeit  Yernotindert 
Verden.    Sie  wird  daher 

=  12*  41'  42"d4 
folglich  trat   der  Durchgang   der  Sonne    durch   den 
Meridian  nach  der  ühr  um 

11*  32'  31"  +  12*  41'  42"64  .     ,  ' 
-: =  12^  r  6''82 
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ßin.  Wäre  der  Gan^  der  Uhr  so  beschaffen,  dass 
dieselbe  bedeutend  mehr  oder  weniger  als  24  Standen 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culminationen 
der  Sonne  zeigte  ^  so  müsste  diese  Verbesserung  noch 
eine,  zweite  Corr^ction  erleiden.  Denn  man  sieht 
leicht y.  dass  wenn  dieselbe  in  einem  Sonnentage  24-f*a 
Stunden  zeigte,  die, berechnete  Correction  (hier24"36) 
noch  im  Vcrhältniss  von  24  +  a  :  24  vermehrt  wer- 
den, müsste,    also  statt  des  berechneten  Werthes  von 

i$    it.,'  zu  nehmen  ist 

'24 

§.   458.    ' 

■    •  ( 

Man  pflegt  gewöhnlich  zur  Bestimmung  der  Zeit 
mehrere  correspondirende  Höhen  zu  ncfhmen ,  um 
die  bei  jeder  Beobachtung  zufalligen  Fehler  so  viel 
als  möglich  aufzuheben.  Es  ist  aber  dann  nicht  üÖ- 
thig  für  jedes  paar  correspondirender  Höhen  die  Mit- 
tagsverbesserung zu  berechnen,  sondern  es  ist  hin- 
reichend, dass  man  aus  der  vormittägigen  Reihe  so- 
'WPhl  als  aus  der  nachmittägigen ,  das  arithmetische 
Mittel  nimmt,  und  für  diese  Mittel  blos  die  Correc- 
iion  berechnet.  Folgende  Beobachtungen  welche  v« 
Humboldt  in  Valencia  am  6*  Februar  1799  anstellte^ 
werden  dies  deutlicher  zeigen. 

Vormittag  Nachmittag 

9*  32'  34"  3*    4'  44" 

9.  34.  23.  3.    2.  55. 

^  9.  35.  40.  3.     1.  45. 

9.  36.  58.  3.     0.  21. 

9.  39.  28.  2.  57.  52. 

9.  41.  38.  2.  54.  45. 


.    Mittel    9*  36.  56'8  3*    0.  23"7. 

Die  Zwischenzeit  beträgt  5*  23'  26''9  also  in  Gra- 
den 80**  51'  43"ö,  folglich 

t  =        40»  25'  51"7 
p  =        39.    28.  25. 
I>  =  —  15.    30.  54. 

und  für  den  sechsten  Februar  hat  man  die  stündliche 
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Abnahme    der  Declination   46^^14,     folj^Iich   für  di« 
ganze  Zwischenzeit  von  5*  23'  26''9 

9D  =  248,72. 
Es  wird  also 
tangp  =  9.91570  tang  D  =:  9-44392  n 

C.sint  =  0.18807  cott  ==  0.06966 

logW  =  2.39571  hgW  —  2.39571 

2.49948  =  316,85  1.90919'/i 

==  —  81,13 
folglich    dt  =  315,86  +  81,13  =  396,98 ,     oder   in 
Zeilsecunden        dt  =  26,47. 

Da  die  Sonne. sich  dem  Nordpol -nähert,  so  moM 
diese  Grösse  Yon  der  nachmittägigen  abgezogen  wer- 
den, nnd  es  bleibt,  wenn  man  statt  stlhr,  15  Uhr 
9Q^eibt 

Nachmittags    15*  59^  57"2 
'  Vormittags      9.  36.  56''8. 

.  Hieraus  das  Mittel    12*  18'  27"0.  .   . 

§.  469. 

Um  zn  zeigen  dass  diese  abgekürzte  Methode, 
den  wahren  Mittag  ans  mehreren  correspondirenden 
Höhen  der  Sonne  zu  berechnen,  von  ijer  strengen, 
wo  jede  Beobachtung  einzeln  corrigirt  werden  mnss, 
nicht  merklich  abweicht,  wollen  wir  für  obige  secbi 
Beobachtungen  die  Mittags  Verbesserungen  einzeln  be- 
rechnen.    Ha^  hat 

die  Zwischenzeiten  =  5*  32'  10" 

5.  28.  32. 

5.  26.  •  6.  # 

5.  23.  23. 
5.  18.  24. 
5.  13.    7. 
Hieraus  ergeben  sich   die  Werthe  der  Stunden- 
.winkel 

t  =  41**  31'  16" 
41.     4.  00. 
40.   45.  37,5. 
40.  25.  22,5. 
39.  48.  00. 
39.     8.  22,5. 


44^ 

I 

Die  enfsprechenden  Yeränderun^ii  ^der  Deolina- 

m  der  Sonne  in  den  angegebenen  ^Zwischenzeiten 
id  folgende  : 

öj)  ^  255,44  logSn  :=:  2.40729 

252,62  2.40247 

250,75  2.39924   ' 

248,68  2.39564     '            ' 

244,88  2.38895 

240,79  2.38164.           ':■'-[ 

Man  erhält  dann 
k  =  317''36  +  80^^18  =  397'^54  ^  26''Ö0  in  Zeit 
316,70  +  80,58  =;  397,28  =  2^,49    ' 
316.30  +  80,84  =  397,14  =  26,48 
315,85  +  81,14  =  396,99  =  26,47  , 
315,07  +  81,69  =  396,76  =;  26,45 
314,18  +  82,23  =  396,41  =  26,43.     '   :    • 

leht  man  diese  Grössen  von  den  Zeiten  d^r  Nadl-^ 
Lttag  aDgestelit^n  Beobachtimgen  ab,  so-4erhält  man 
tgende  Zeiten;  '» 

Vormittag  Nachmittag 

.    9^  32'  34'^  3*  04'  17''50   ' .      , 

9.  34.  23.  3,  02.  28 ♦öl         ►  ..   r. 

9.  35.  40.  3.  Ol,  18,52 

9.  36.  58.  2.  59.  54,53 

9.  39.  28.  2.  57.  25,55 

9.  41.  38.  2.  54.  18,57.      ^ 

Man  findet  also  ans  jedem  Paar  correspondii*en- 
ip  Sonnenhöhen  die  Zeit  des  wahren'  Mittags  liach 
ir  Uhr 

==  12^  18'  25''75  '   ' 

12.  18.  25,75 
12.  18.  29,26 
12.  18.  26,26 
12.  18.  26,78 
12.  18.  28,28 
EU  Mittel  hieraus  giebt  die  Zeit 

12*  18'  27"01. 

§.   460. 

Wir  haben  bei  der  Entwicbelang  der  Formel 
.  456.) 


AHA. 


Jjf  ÄS  ■    .    I  ■  (tangp  —  lang  D.  co$  t)*  iD 

*•  ••  ■  di/i  t 

=  /if^if  _  tangD.  cott\  9D 
V  smt  ^ 

an^nommen ,  dass  die  Grössen  dr,  3Z)  so  klein  sind^ 

dass    die    höhern   Potenzen    derselben    vernachlässigt 

-werden  können ,    indem    -wir  statt  der  Sinus   dieser 

Boj^en  die  Bogen  selbst,    und  statt  ihrer  Cosinus  die 

Einheit  setzen.      Es  ist  nun  aber  nothwendig'  zu  nn- 

t^rsucben^    yrie  ^ross  der   etwanige  Fehler  ist,    den 

jhan  f>^i  diesen  Voraussetzungen  begehen  kann.    Man 

muss  nun  aber  bemerken,    dass  bei  der  angewandten 

Berechnungsart   die  Declination  der  Sonne  im  Mittag 

fewählt  wird,  und  statt  des  Stundenwinkels  t,  die 
[älfte  der  Summe  der  beiden  einzelnen  Stundenwin- 
kel t  xrtA  {,-4-  ^t  genommen  ist,  so  dass  obige  Formel 
«i^idntliöh  so  geschrieben  werden  muss 

Setzt  man  daher  der  Kürze  wegen 
t  +  X  Jr  =  «',        D^\^D  =  D 
80  war  unsere  Rechnungsformel 

It  =  aZ).  C^fHUL  _  lang  D\  cot  A . 

Die  beiden  Gleichungen  für  sink  (§.  456*)  lassen 
sich  dann  fqlgendermassen  darstellen  : 

sin%  =5  sinp.  sin{D' — i<^D) 
'"  "-'   "'     '^cospJcosiD'—i^D').  cos(t'—iSt) 
sink  =  sinp,  sin(^D^ -^  i  dj)) 

+  cosp.  cos(D'  +  i^b).  cos{t^  +  i  St). 

Nun  hat  man  bekanntlich,  wenn  man  die  dritten 
Potenzen  der  Grössen  5/),  ^t  mit  berücksichtigt 
sin(D'  —  iSD)  =  sin  D' —  i cos D'. ^D 

—  J  51«  D'.  5/) 2  +  ^1^  cosD'  W* 
cos{D'  —  i  SD)  =  cos  D'  +  i  sin  D\  3/> 

—  J  cos  D'.  SD^  —  ,V  sin  D\  8D» 
cos(t^  —  iSt)   =  cos  ^'  +  J  sin  t\  St 

—  i  cos  t'.  St^  —  t\  sin  t\  St*. 
Hierdurch  wird  der  erste  Ausdruck  von  sink 

:    sin  h  =  sin  p.  sinD^  —  J  sinp.  cos  D'^  SD 

—  i  sin  p.  sin  D\  SD^  +  xV  cos  D*  sin  p.  SD* 


^ 
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+  COS  p,  cos  D*  cos  t' '{' )[  cos  p.  an  D'  ^o$  ^^  iO^  j 

—  icosp,  cosD' cost'.SD^ 

—  Ti\  cosp.  sin  D*  cos  t\  iß* 

,  -^  icosp.  cos  D'  sin  t\it  i 

+  i  cos  p,  sin  t',  sin  D'.  8Z).  '^ ; , ^ ./        i, 

—  tV  cos  p.  cos  /)'.  sin  t\  3t»  5/}* 

—  J  cos  p,  cos  D'  cos  t'  Jf  *  ' 

—  tV  oos  p.  sin  D'  cos  t\  3t^,  3D 

'  — %gCosp.cosD'.stnt' }k*.  '•• 

D^n  zweiten  Ausdruck  von  sink  findet  man  aUa 
diesem  sogleich,  wenn  man  nur  statt  -f-^^  upd,-(-8/}, 
—  3t  und  — 3D  setzt,  weswegen  wir  denselben  nicbt 
liinschreibey  wollen.  Zieht  man  dann  den  erstfijn 
Ausdruck  vom  zweiten  ab,    so  bleibt 

0  =  3D{sinp.  cos  D'  —  cosp  sin  D*  cöst^ 

—  3t.  cos  p,  cos  D'  sin  t' 

+  \  cosp.  cos  D'*  sin  t'.  3t  3D^ 
4"  i  cos  p,  sin  JO'.  cos  t\3t^.  3D 

—  sV  {sin  p.  cos  D*  —  cos  p,  sin  D\  cos  t')  J/)* 
-|- 1\  cosp.  cos  D'.  sin  t'.  3t* 

oder  wenn  man  der  Kürze  wegen 

tansp  ^,  .  - 

— -^ tang  D\  cot  t*  =  A 

sin  t' 

nimmt,  so  lässt  sich  dies  auch  so  ausdrücken: 

{^  z=z  A,3D  —  3t  ^  \  3t.  3D^ 

+  l  tang  D'.  cot  t'.  3t^ .  3D  —  t\  -4. 8/)»  +  jf^  9tK 

Hieratis  ergiebt  sich  nun 

3t^A.3D'{:—3D^(2  +  3A  tangD'.  cot  t'  +  AA^ 

'24 
wo  man  sielit,  dass  der  Unterschied  dem  Cnbus  der 
Veränderung  der  Declination  proportional  ^  also  ganz 
unmerklich  ist,  indem  das  erste  Glied  A^  3D  ^s 
Werthes  von  3t  dasjenige  ist,  nach  welchem  yfit  g^* 
rechnet  haben. 

^     Nehmen  wir  das  §.458.  gewählte  Beispiel  wieder 
▼or,   80  hat  man  daselbst 

t  ^       40'  26'  61"7 
p  ±=        39.  28.  25,0 
Z)  -=f  --  15.   3<K  64,0 
3D  =«        248^72 
A.  3D  =        396"98 
logA  =a       0.20306. 
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und  mkn  findet  hieraus  ^ den  Werth  von 
2  +  3/4.  fang  D\  cot  t'  +  AÄ 

--^ ^-^ ^ =  0,1244. 

Diese  Grösse  muss  noch  mit  Ä»dJ)^  ^=zA*  dD.(WY 
d*  h.  mit 

396"98.  ( ' ) 

^206265-^ 
mnltiplicirt  werden  ^  wo  206265  die  Anzahl  der  Se- 
cimden  eines  Bozens  bedeutet ,  dessen  JLänget  dem 
Halbmesser  gleich  ist.  Führt  man  die  Multiplication 
wirklich  aus,  so  erhält  man  die  Correction  des  Wer- 
thes  von  ^ty  in  Bogensecunden  =0"0000718,  welche 
Grösse  gar  nicht  berücksichtigt  werden  kann. 

§.   461. 

Man  begreift  leicht,  dass  die  Messnüs^  der  cor- 
respondirenden  Höhen  der  Sonne  oder  der  Sterne 
dann  dem  geringsten  Fehler  ausgesetzt  ist,  wenn  man 
dieselben  in  der  Gegend  ihrer  Parallelkreise  nimmt, 
wo  sich  die  Höhe  am  schnellsten  in  gleichen  Zeiten 
ändert.  Um  diesen  Ort  auszumitteln,  nehme  man  die 
Gleichung 

5111  h  =:  $in  p.  sin  D  -^  ^^^  P*  ^^^  O-  ^os  f « 

und  differentiire  dieselbe  in  Hinsicht  auf  die  beiden 

veränderlichen  Grössen  h  und  t^  so  konmit 

cos  k.  dH  =  —  cos  p.  cos  D.  sin  t*  dt 

und  hieraus  die  Geschwindigkeit  der  Höhenänderttng 

dh  _    sin  t 

—  =  —  cosp.  cosD.  *— ■  • 
dt  cos  h 

Bezeichnet  man  nun  den  parallactischen  Winkel 

ZSP  im  sphärischen  Dreieck  SZP  (fig«  1.)   durch  E^ 

00  hat  man 

sint  :  cosh  =  sinK  :  cosp 

weil    ZPS  =  r ,    ZS  =z  90*»  —  ä,    PÄ  ä  90«  —  f> 

ist.    Man  erhält  hierdurch 

.    ^  sint 

smfi  =  cosp. 

cosh 

und  wenn  man   diesen  Werth  im  obigen  Ausdruck 

der  Höhenänderung  substituirt,  so  wird 

dh 
— -  =  —  fiosD^  ßin  K 

ut 


i 
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Ferner  erhält  mdn  aus  demselben  Dreieok 
sin  E  :  cox  p  =  sin  SZP  :  cos  J) 
also  kann  man  statt  des  Productes.  sin  E*  cos  D   ancli 
cos  p,'  sin  SZP  setzen,  "so  da'ss 

—  =  —  cos  p.  sin  SZP 

dt  ■  ' 

wird.  Da  nun  der  Winkel  p  constant,  und  der  Win- 
]kel  S7aP  das  Azimuth  ist,  so  sieht  man  hieraus,  dass 
die  Höhenänderung  am  schnellsten  an  der  Stelle  staU 
findet,  wo  der  Sinus  des  Azimuths  am  grössten  ist. 
Tür  solche  Himmelskörper,  bei  deren  Durchgange 
durch  den  Meridian,  das  Zenith  zwischen  dem  Cnf- 
minationspunkte  und  dem  Pol  Hegt,  kann  das  Azi- 
muth alle  Werthe  erhalten  ;  folglich  wird  dann  die 
Höhenänderung  am  stärksten ,  wenn  das  Azimtith 
±90**  beträgt,  d.  h.  wenn  dieselben  durch  den  ersten 
Verticalkreis  gehen.  Man  hat  dann  im  Dreieck  SZP 
(fig.  1.),  weil  SZP  ein  rechter  Winkel  wird 

cos  SP  =  cos  ZS.  cos  ZS 
d«  h. '  sin  d  =  sin  h.  sin  p, 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Höhe 

sin^ 

sin  h  =  . 

sin  p 

Ist  die  Declination  des  Sterns  südlich ,  so  wird 
sink  negativ,  also  geht  der  Stern  unter  dem  Hori- 
£ont  durch  den  ersten  Verticalkreis,  wo  er  nicht  be- 
obachtet werden  kann.  Sein  grösstes  Azimuth,  so 
lange  er  sichtbar  ist,  findet  bei  dem  Aufgange  oder 
Untergange  desselben  statte  allein  an  diesejr  Stelle  der 
Himmelskugel  nimmt  man  keine  cOrrespondirenden 
Höllen,  weil  der  Stand  des  Sterns  wegen  der  Un- 
«icherheit  und  Veränderlichkeit  der  Strahlenbrechung 
in  der  Nähe  des  Horizonts  zu  nngewiss  ist. 

Ist  die  Declination  des  Sterns  grösser  als  die  Pol- 

böhe,  oder  Ä>p,  so  wird  der  Quotient  — ,  wel- 

sinp 

eher  die  Höhe  des  Sterns  zur  Zeit  der  vortheilhafte- 

sten  Beobachtung   angiebt,    grösser   als  die   Einheit, 

folglich  sin k>iy  also  h  unmöglich.      Dies  muss  na-' 

türlich  statt  finden,    da  bei  Sternen,    deren  Parallel- 

Jtreis  den  IMferidian  zwischen  dem.  Zenith  und  dem 

,Pol  durchschneidet  5  der  Durchgang  durch  den  er3ien 
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Verticalkreis  mcbt  vorhanden  ist,  also  der  eröaste 
Werth  des  Asimnths  nicht  90''  seyn  kann,  ui  die- 
sem Fall  kann  aber  der  parallactische  Winkel  E  alle 
Werthe  von  0**  bis  180**  annehmen  ^  also  wird  ver^ 
mitteist  der  Gleichung 

dh  , 

-7-  =  -r-  COS  JJ.  Sin  £, 

dt         "^ 

dh 
der  Werth  von   — -^am  grössten,  sobald  sinE  seinen 

grössten  Werth  =  1  erreicht  hat,  da  cqsD  eine  coa« 
steinte  Grösse  ist.    Die  Gleichung     ' 

sin  Et  =  cosp,  

cos  h 

zeigt ,  dass  dann  cos  h  =  cos  p,  sin  t  wird ,  und  man 
hat  aus  dem  Dreieck  ZSP^  welches  bei  S  einen  rech- 
ten Winkel  hat 

cos  ZP  ==  cos  ZS.  cos  SP 
d,  h.  sin  p  zszsinh»   sin^ 

also  in  diesem  Falle  wird  die  Höhe  zur  Zeit  der  vor- 
theiihaflesten  Beobachtung  'durch  den  Ausdruck 

.    .         sinp 

sinn  =  ■  ■    - 

sin  d 

gefunden  werden. 

§.  462. 

Man  kann  nun  durch  vorige  Betrachtungen  lejcht 

ausmitteln ,  welchen  Fehler  in  der  Zeitbestimmung  ein 

bei   den   Höhen   begangener  Fehler   mit  sich   bringt. 

Wir  -haben   gefunden   dass   bei   derjenigen  Lage  cter 

Himmelskörper,    wo  die  Beobachtungen  ai!a  vortheil- 

haftesten  geschehen  können,  die  Gleichung 

dk 
=  —  cosp 

^    dt  ^     .  ( 

statt  finden  muss,  wo  dh  als  ein  Fehler  der  Hohe^ 
t^nd  dt  als  ein  daraus  entspringender  Fehler  des  StoiH 
denwinkels  angesehen  werden  kann«  *  Hieraus  ergtefat 
sich  j  \^  ^^ 

^        cosp' 
Dieser  Fehler  ist  also  bei  allen  Sternen ,    Aeren 
Declinatioa  kleiner  als  die  Polhöhe  ist,    bei  ^leiclieii 
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Beobacbtungsfehlem  derselbe ,  -weil  die  DecJination 
des  Sterns  nicht  mit  in  Betracht  kommt,  und  man 
sieht  zugleich,  da  cosp  immer  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  dass  dt>dh  vrird^  d.  h.  der  in  Zeit  ausgedrück- 
te Fehler  bei  der  Höhenmessung  ist  immer  kleiner 
als  der  daraus  hervorffehende  Fehler  in  der  Zeitbe- 
stimmung, selbst  in  dem  Falle,  wo  die  Lage  des 
Sterns  der  Beobachtung  am  günstigsten  ist.  So  bringt 
s.  B,  in  Göttingen,  vro  p  =z  öl""  31'  48",  ein  Fehler 
von  10"  =  ^h ,  einen  Fehler  von  1"072  in  der  Zeit 
hervor. 

§.     463. 

Es  kann  sich  ereignen ,  dass  wenn  man  um  >den 
Gang  der  Uhr  zu  bestimmen,  zwei  Tage  hinter  ein- 
ander correspondirende  Sonnenhöhen  nehmen  will, 
den  zweiten  Tag  wegen  des  bedeckten  Himmels  nur 
Vormittags  die  Höhen  genommen  werden  können. 
Hat  man  nun  dabei  dieselben  Höhen  als  den  Tag 
vorher  gewählt,  so  kann*  man  sie  mit  den  nachmit- 
tägigen verbinden,  und  den  Stand  der  Uhr  für  die 
dÄ wischen  liegende  Mitternacht  bestimmen.  Die 
hierzu  nothwendige  Correction  lässt  sich  nun  nach 
der  gewöhnlichen  Formel 

St  =  SD.  (  ^^^^.  _  fang  D.  cott^ 
V  sin  t  -^ 

bestimmen ,  allein  man  muss  wohl  auf  die  Vorzeichen 
der  trigonometrischen  Functionen  des  Winkels  t  ach- 
ten, und  bedenken,  dass  im  Normalfall,  aus  weichem 
dieser  Ausdruck  abgeleitet  ist,  der  Stnndenwinkel  t 
vom  südlichen  Theile  des  Meridians  aus  nach  Westen 

Sczählt  wird,  und  so  bis  zu  360°  fort|erechnet  wer- 
en  muss.  Nähert  sich  dann  während  der  Beobach- 
tnngszeit  die  Sonne  dem  Nordpol,  so  muss  der  ge- 
fundene Werth  von  8r  von  der  Zeit  der  zuletzt  ge- 
nommenen correspondirenden  Höhe  abgezogen  wer- 
den um  diese  Zeit  auf  diejenige  zu  reduciren ,  welche 
ohne  eine  Veränderung  der  Declination  der  Sonne 
^tatt  gefunden  haben  würde.  Folglich  wircP  diese 
Correction,  wenn  man  die  Mittagsverbesserung  sucht, 
an  der  nachmittägigen,    wenn  man  die  Mitternachts- 

29 
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verbeMerung  mcht ,   an  der  vormittagigen  angebracht 
-Werden  müssen. 

§.    464. 

Aid  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  wählen  vrit 
folgende,  von  Bohnenbcrger  in  Altburg,  bei 
Calw  in  Würtemberg  am  27- Mära  1792  ange- 
•teilte  Beo][>achtangen : 

Nachmittag  Vormittag 

2*  47'  18''0  21*  02'  46''5 

2.  46.  04,0  21.  04.  00,5 

2.  44.  48,0  21.  05.  17,0 

2»  43.  31,0  21.  06.  34,7. 

Die  zweite  Reihe  Vön  Beobachtungen,  welche 
nach  der  astronomischen  Art  die  Zeit  zu  rechnen  am 
27.  März  um  21  Uhr  angestellt  wurde ,  würde  nach 
bürgerlicher  Rechnungsart  auf  den  28.  März  um  9  Uhr 
Vormittags  fallen,  da  die , Astronomen  den  Tag  von 
Mittag  an  rechnen*  Nimmt  man  aus  beiden  Reihen 
die  Mittel  >  so  erhält  man 

Nachmittags    2*  4  5'  25^25 
Vormittags  21.     4.  39,67 
also  wenn  man  die  nalbe  Summe  dieser  beiden  Zeiten 
nimmt,    so  kommt  der  genäherte  Eintritt  der  Mitter- 
nacht um  11^  65'  2''46* 

Zieht  man  hiervon  zwölf  Stunden  ab,  so  findet 
sich  die  genäherte  Zeit  des  vorhergehenden  Mittap 

_^  _  0*  04'  67''64 
also  ergiebt  sich  der  genäherte  Stundenwinkel 
Vormittags  trr:    21*  09'  37''21 

=  317^  24.  18,15  :^  f. 

Ferner  hat  man  die  Decli&ation  der  Sonne  nfli 
Mitternacht,  und  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortei 

/J  =-=  +     3°  10"  . 

p  ±!i  +  48**  43'  26". 

Die  stündliche  Annäherung  zum  Pol  beträgt  SS^i^ 
also  hat  sich  in  der  Zwischenzeit  beider  BeoLachtnfi^ 
gen  vitt   18*  19'  14"  die  Declination  der  Sonne  tun 
1072"49  geändert,  folglich  hat  matt 
dD  «=  4-  1072^49 
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Aus  diesen  Datis  efgiebt   sich  die  Rechnung  fol« 
j^endermassen :  / 

tangp  =  0*05661  tahgD  ==  8.:74292 

C.  sin  t  =  0*16954/*  coi  t  ==  0*03650« 

logW  =  3.03039  /og5J0  «  3^03039 


3.25654 /t  1*80981« 

—  1805,29  —  64)54 

biglich  wird  8f  =  —  1805,29  +,  64504  =  —  1740,75, 

»der  in  2eit  ausgedrückt 

Sr  =  —  1^  56"05. 

Zieht  man  dies  yon  der  Vormittags  angestellten 
Beobachtung  ab  (wo  matt  also  wegen  des  negativen 
Zeichens  von  dt  arithmetisch  äddireu  muss))  so  erhält 
nan  die  corrigirte  Zeit  der  Beobachtung 

=  21*  6'  35'72» 
Man  hat  also  um  die  Zeit  der  wahren  SÜttei*« 
laeht  nach  der  Uhr  zu  finden 

Nachmittags  =    2*.  45'  2ö''25 
Vormittags  =  21.     6^  35>72 

halbe  Summe  =  11*  56'    0''48 
welches  die  gesuchte  Zeit  ist» 

§.  465. 

« 

Die  bei  den  erwähnten  Rechntin^öti  ttöthw^ndigd 
>eclination  der  Sonne  und  südliche  Veränderung  der-* 
elben,  findet  man  ati^  den  astronomischen  Ephemeri- 
len.  Sollte  die  Polhöhe  nicht  bekannt  seyn,  so  kann 
nan  dieselbe  näherungsweise  aus  einer  der  correspon^» 
lirenden  Höhen  vermittelst  der  Formel 

sin  h  =  sin  p,  sin  D  +  ^^^  P^  ^ö*  -Ö*  cöSi  t 
berechnen.     Setzt  man  nämlich 
cös  t.  cot  D  =  fang  %] 
o  erhält  man  auch 

sink  ==  sinD  (jinp  -f  eoipi  tahg'K) 

,     ^   sin(,p  4-  ^) 

==  sinDj,  — r — - 

cos  h 

blfflich  hieraus 

-  Sin  hi  cos  % 

Binyp  4"  ^)  == 


-^  I 


HnD 
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Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  zuerst  p^^^y  und 
da  der  Winkel  X  bekannt  ist,  so  hat  man  auch  dis 
Polhöhe  p*  ^  ' 

Wir  woHen  als  Beispiel   zwei   correspondirende 
Höben  nehmen,  die  Bohnenberger  in  Altburg^  am  27» 
Mär£  JL792  beobachtete  5  er  fand  nämlich 
Vormittags  9*  10'  50"0 
Nachmittaffs  2.  42.  15,0 
8ie  doppelte  Höhe  des  obern  Sonnenrandes  ==  65**  O'i 
also  die  einfache  Höhe  =32^  SO^      Zieht  man  bieN 
von  den  Halbmesser  der  Sonne  ab,'  der  16'  beträgt» 
io  kommt  die  Höhe  des  Mittelpunkts 

Ä  =  32«  14'  0"* 
Die   halbe  Zwischenzeit   der  Beobaehtnn^en  be^ 
trägt  2*  45'  42"ö,  also  in  Graden  ausgedrückt 

t  =  41**  25'  37"5. 
Dife  toeclination  der  Sonne  ist  des  Mittags  +2°  58' 18*, 
ihre  südliche  Zunahme  58"50,  folglich  muss  man  Yon 
der  mittäglichen  Declination  noch  die  Veränderung 
für  2*  4y  42"5  abziehen  5  diese  beträgt  2'  41",  also 
war  di^  Declination  der  Sonn^  zur  Zelt  der  erstes 
Beobachtung 

D  =  2**  55'  37". 
Man  hat  dann  aus  der  Formel 
cos  t.  cot  D  =  tang  X 

cost  =?:  9.87494 
cotD  =  1.29133 

1.16627  =  tangX 


X  ==  86°  5'  56" 

sin  h  =  9.7,2703 

cos  X  =s=  8.83273 

C.sinD  =  1.291Q0 


9.85166  =  sinip  +  X) 


;?  +  X  =t  134"  42'  40" 
^    X  st=    86«     5.  56. 


/f?  -=    48«  36'  44". 
Dieser  Werth  weicht  nun  sieben  Minuten  tö» 
den  früher  angenommenen  genauen 

p  =  48** '43^  26"  ^ 
ab,  so  dass  er  ohne  merklichen  Fehler  bei '^r  Berech- 
nung der  Mittagscorrection  angewendet  werden  kaut 
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§.   466. 


Darl;h  die  Beobachtung  der  correspondirenden 
Sonnenhöhen  erhält  man,  vrie  schon  gesagt  ist,  die 
Zeit  des  wahren  Mittags,  und  wenn  die  an  zwei  auf 
einander  folgenden  Tagen  durch  correspondirende 
Sonnenhöhen  gefundenen  Zeiten  nach  der  Uhr  genau 
24  Stunden  von  einander  entfernt-sind ,  so  würde  die 
Uhr  nach  wahrer  Zeit  gehen ;  aliein  da  die  wahre 
Zeit  kein  gleichförmiges  Maass  ist,  so  muss  man  die 
beobachteten  wahren  Zeiten,  vermöge  der  Zeitgiei* 
chung  (§.  39*)  die  man  in  den  Ephemeriden  angegeben 
findet,  auf  mittlere  Zeit  reduciren,  und  so  den  Gan^ 
der  Uhr  gegen  die  mittlere  Zeit  bestimmen.  Wir 
können  uns  hierbei  nicht  auf  eine  weitere  theoreti« 
sehe  Untersuchung  über  die  Berechnung  der  Zeit« 
gleichung  einlassen ,  da  dieser  Gegenstaüd  der  Astro* 
nomie  völlig  angehört,  und  in  jenem  Lehrbuche  die- 
ser Wissenschaft  weitläufig  aus  einander  gesetzt  ist. 
Wir  wollen  daher  blos  durch  ein*  Beispiel  zeigeuy 
wie  sich  durch  eine  Reihe  von  Beobachtungen  der 
Gang  der  Uhr  bestimmen  lässt.  Vermitteist  der.  cor- 
respondirenden  Sonnenhöhen  fand  v.  Humboldt  in 
Caraccas  folgende  Zeitan  des  wahren  Mittags  nach 
seiner  Uhr 

1799.  December    1 3*  21'  34''8 

-^         8 3.  24.  47,0 

— —      oi    •••••*    o»  v-^*    ij  j  y 

1800.  Januar       12 3.  32.  15,8 

—  21     3.  sä,    7,1 

Febrvar      1     3.  32.  27,8 

Der  Werth  der  Zeitgleichung  betrug  an  diese^ 
Tagen 

1799.  December    1     +10'  28"8 

—  8 +    7.  33,6 

—  31  .  •  •  .  •  .^  — •    3«  38, 7^ 

1800.  Januar  12 —  8.  61^2 

—  21 —  11.  49,1 

Februar  1  ......  —  14.  3,3 

—  3  —  14.  16,7. 

Addirt  man  diese  Zeitgleichung,  mit  Rücksicht  auf 

das  Vorzeichen,  zu  den  angegebenen  Zeiten  des  wah- 
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ren  Mittags,    so   erhält  man  4ie  mittlere  Zeit  nach 
der  Uhr 

4799t  Deeember   1     3*  34'    3''6 

^  8     3.  32.  20^5 

—         31 3,  26,  25,2 

1800.  Januar   12  , 3.  23-  24,6 

--    21  ,,,...  3.  21,  18,0 

Februar   1  ,,,,.,  3,  18,  24,5 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Uhr  gegen  mittlere 
Zeit  etw4s  zu  langsam  ging.  Um  ihre  tägliche  Ver- 
aögeri^ng  zu  erhalten,  ziehe  man  immer  zwei  aul 
einander  folgende  Angaben  von  einander  ab,  und  di- 
vidire  den  Unterschied  durch  die  Anzahl  der  zwischen 
den  Beobachtungen  yerflossenen  Tagen,  sq  erhalt  man 
die  Verzögerung 

yom  1,  Deeember  bis    8.  Deeember  •,,•,,  -^  14''73 

.  .  —15,44 
,  •  --15,05 
,  .— 14,07 
.  .  —15,77 
,  .  — 16,30, 


8.        ^        -=  31, 

w-31,        '=r^        -^  12,  Januar 

rrr,  12,  Januar       -^21,     — 
r-^21,     -^  •«•     I.Februar 

*7^1,  Februar     .^    s.      .^ 

Die  Verzögerung  ist  d^her  ziemlich  gleichförmig 
gewesen,  und  wir  können  ohne  merklichen  Fehler 
i^nnebmenji  dass  dieselbe  der  Zeit  proportional  ist,  so 
dass,  wenn  M  die  Zeit  des  Mittags  an  irgend  einem 
Tage  angiebt,  der  Mittag  x  nach  t  Tagen  durcb 

^  z=2  M  rrr.  at 
ausgedrückt  wird.  Um  die  Grössen  M  und  ä  so  ge« 
nau  Skis  möglich  zu  finden,  J^ann  man  Mch  der  Me-^ 
thgide  der  ^leingten  Quadrate  bedienen,  indem)  man 
die  Bestimmung  so  macht,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Unterachiede  i&wischen  den  berecluieten  und 
beobachtete«  Zeiten  des  Mittags  ein  Minimum  wird* 
Nimmt  man  den  Mittag  des  31.  Decembers  1799  »U 
den  Anfang  der  Zählung  der  Tage  an,  ^q  sind  die 
Vorher  fallenden  Werthe  von  t  negativ  j>  lind  maft 
hat  (QJ^ende  Bedingungsgleichungen 

3*  34*  3*^6  ==\»f  +  30a 
3.  32.  20,5  ==  üf  4  23  a 
3.  26,  25,2  =  itf  4-  0« 
S.  23t  24,6  =s  i«f  —  12a 
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3*  21'  18''0  =  iJf  —  21 Ä 
3.  18.  24,5  =  M  —  32a 
3.  17.  51,9  =  AT—  34a.  n 

Um  die  Rechnung  etufas  einfacher  zu  machen^ 
setze  man 

Jtf  =  3.  26.  25,2  +  m 
a  =  15"   Hh  Ä 

so  erhält  man  folgendes  System   von  Bedingui^sglei- 
chungen,  indem  man  alles  in  Zeitsecunden  ausdrückt 

+    8"4  rrt  m  4-  30  a 
+  10,3  =  m  +  23« 

0  3=  m  Hh    Oa 

—  0,6  =5  m  —  12  a     * 
+    7,8  =  m  —  21a 
_    0,7  =  m  —  32« 

—  3,3  =  m  —  34a. 

Addirt  man  diese  Gleichungen ,  so  erhält  man  4io 
Fundamentalgleichung  für  m 

+  21''9  =  7m  —  46  a. 

Multiplicirt  man  jede  der  Gleichungen  durch  den 
Coefficienten  von  a,  so  erhält  man  folgende  Glei^ 
chungen 

+  252''0  =  +  30j»  '- 
+  236,9  =  +  23m  -- 
O       =  +    Qm  -- 
+      7,2  =  —  12m  -. 
—  163,8  =5=  —  21m  + 
+    22,4  =  —  32m  -- 
+  112,2  —  —  34m  + 
and  die  Summe  dieser  Gleichungen  giebt  die  Funda- 
mentalgleichung für  a 

+  456^'9  r=^  —  46m  +  4194 a. 

Lösst  man  diese  beiden  FundamentalgleichiUigen 
auf^  so  erhält  man 

w  x=  +  4''1426 
a  =  +  0''1543 
ilf  =        3^  26'  29"342ö 
a  =^  +  15''1543 
folglich  wird  die  Gleichung  für  den  Mittag 

Ä  =  3*  26'  29"3425  —  iö"lö43  t 
und  man  findet  die  Fehler  der  einzelnen  Bestimmun- 
gen des  Mittags 


900  a 

529  a 

Oa 

144  a 

441a 

1024  a 

1156  a 
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1799.  December  1 +  0'J37 

—         31    .  •  •  *  .  •    +  4"14 

1800.  Januar       12 +  2"89 

—  21 —  6''89 

Februar      1     —  0"09 

—  3    •  .  •  •  .  .    +  2"20. 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Fehler  ergebt  sich 

=  84''81. 
Dividirt  man  dies  durch  die  Anfsahi  der  Bedin- 
gungsgleichungen  weniger  der*Anzahl  der  unbekann- 
ten Grössen,  und  zieht  aus  dem  Quotienten  die  Qua- 
dratwurzel, so  erhält  man  den  mittlem  Fehler  einer 
Zeitbestimmung 

=  V-^  =  4"U8».  . 

Hätte  die  tägliche  Verzögerung  oder  Beschleuni- 
gung der  Uhr  regelmässiger  zu-  oder  abgenommen, 
so  könnte  man  zu  obiger  Formel  von  x  nocn  ein  dem 
Quadrate  der  Zeit  proportionales  Glied '^hinzufügen, 
und  X  ^=:i  M  —  at  -\-  htt 

annehmen,    wo  dann  die  Rechnung  auf  ähnliche  Art 
geführt  wird  aJs  vorher. 

^  §•    467. 

Will  man  den  Gang  der  Uhr  durch  Beobachton* 
gen  von  Fixsternen  ausmitteln ,  so  kann  man  auf  fol- 
gende Weise  verfahren.  Man  nehme  correspondi- 
rende  Höhen  des  Sterns,  und  bestimme  aus  denselben 
die  Zeit  der  Culmlnation  desselben,  indem  man  ans 
den  bemerkten  Zeiten  an  der  Uhr,  zu  welchen  delr 
Stern  gleiche  Höhe  erreichte ,  das  Mittel  nimmt 
Geht  nun  die  Uhr  nach  Sternzeit,  so  giebt  der  Un- 
terschied dieses  Mittels  von  der  in  Zeit  verwandelten 
graden  Aufsteigung  des  Sterns  an,  wie  weit  sich  der 
Gang  der  Uhr  von  der  eigentlichen  Sternzeit  entfernt 
Wenn  man  aber  die  Uhr  nach  mittlerer  Zeit  gehen 
lässt,  wie  dies  gewöhnlich  bei  den  Chronometern  statt 
findet,  die  man  auf  Reisen  bei  sich  hat,  so  muss  man, 
da  die  BeoBächttbag  naeh  äiil^lerer-Zeit,  oder  wenijf- 
stens  nach  einer  nur  sehr  wenig  davto  -äbtsiteidieaden 
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Zeitart  geschieht,    die  Cnlmination  des  Stemi  auch 

in  mittlerer  Zeit  kennen.      £s  sey  hierzu  die  ^ade 

Aufsteigung  der  Sonne   im  wahren  Mittag  =  a ,    die 

des  Sterns  =  a,    so   culminirt  die  Sonne   nach   d^m 

Stern  nach  einem  Zeiträume,    der  dem  Unterschiede 

der  graden  Aufsteigung,  durch  15  dividirt,  bleich  ist 

(indem  wir  a  grösser  als  a  annehmen),  folglich  wür- 

a  —  a 

de  die  Culmination  des  Sterns  um  statt  finden. 

15 

Allein  dieser  Ausdruck  ist  Sternzeit,  man  muss  da- 
her, um  mittlere  Zeit  zu  erhalten,  hiervon  die  Vor- 
eilung  der  Fixsterne  gegen  mittlere  Zeit,  die  in  24 
Stunden  3^  55^^91  beträgt,  abziehen,  und  der  Stera 
culminirt  um 

a  —  a        a  —  a      3'  55^^91 

15  15  24      . 

nach  der  Sonne.  Addirt  man  diese  Grösse  zur  mitt- 
lem Zeit  im  wahren  Mittage,  wo  die  Culmination 
der  Sonne  statt  findet,  so  erhält  man  die  mittlere 
Zeit  der  Culmination  des  Sterns.     Die  grade  Anfstei- 

Sung  der  Sonne  und  die  mittlere  Zeit  im  wahren 
littage,  findet  man  aus  den  astronomischen  Epheme- 
riden.  Die  grade  Aufsteigung  des  Sterns  ist  aber  ge- 
wöhnlich nur  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  ange- 
geben, und  muss  wegen  der  Präcession,  Aberration 
und  Nutation  verbessert  werden.  Wir  müssen  uns 
hier  damit  begnügen,  dass  wir  die. Formeln  für  diese 
Correction  angeben,  ohne  weiter  die  Entstehung  und 
Ursachen  derselben  aus  einander  zu  setzen.  Man  be- 
zeichne die  grade  Aufsteigung  des  Sterns  wie  vorher 
durch  a,  seine  Declination  durch  <^,  die  Läi^e  der 
Sonne  durch  0,  die  Länge  des  aufsteigenden  Mon4s- 
knoten  durch  ^,   so  hat  man 

Präcession  =      45^958  +  19^948  tang  8.  sin  a. 
Nutation  =  — 16"534  sin  ß  —  8'401  tang  a.  cos{a — ft) 

~  1  '229  tang^.  cos(a—  ß) 

Aberraüon  =  - 19"417  '^^!:=^  +  0"836  '^^t±^. 

COS  d  cos  o 

Die  durch  diese  Formeln  sidi  ergebenden  Grös- 
sen müssen  zu  den  mittlem  Ort  der  Sterne  hinzuge- 
fügt,   oder  vom  beobachteten  abgezogen  werden,    je- 
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nachdem   man    den   beobachteten    oder   mittlem  Ort 
haben  will« 

§.   468. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  ein  Beispiel  an- 
wenden, indem  wir  die  grade  Aufsteigung  des  Sirius 
für  den  20.  Januar  1799  aufsuchen.  Für  den  1.  Jan. 
1802  hat  man 

.  a  =        99^     6'  19"85 
3,^  —  le**  27'  13" 
und  hierdurch  erhält  man  die  Präcession  in  der  gra- 
den  Aufsteigung 

tang^  =z  9.47031/1 
sina  t=  9.99449 
Zo^l9"948  =  1.29990 

0.76470  n 


—    ö''817 
+  45"958 


+  40"141- 
Die    Jährliche   Zunahme    beträgt   daher    40''141, 
dies  giebt  für  3  Jahr  weniger  20  Tage  rückwärts  ge- 
rechnet 1'  58'' 19,  also  die  mittlere  grade  Aufsteigung 
am  20.  Januar  1799 

a  :;=  99°  4'  22''04. 
Um    die   beiden   andern    Correctionen   äu   berechnen, 
bat  man  für  den  20.  Januar  1799 

ft  =     bV  30',  ©  =  300«  30', 

a  — ß  =     47 <»  34',     a  +  ß  =  löO«  34% 
a  — ©  =  158^  34',     a  +  ©  =     39«  34'- 

log  16,534  =  1.21838        log  8,401  =  0.92433 
sinSi  =  9.89354  tang^  =  9.47031» 

1.11192      co5(a— iß)  ==:  9.82913 


12,940  0.22377  g 

—  1,674. 

log  1,229  =  0.08955 
lang  5  =  9.47031  n 
co^(<»  +  ß)  =  9.93998« 

9.49984 

4-  0,316. 


tm^m 
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fol;^lich  die  NulaUon  =  --  12''94a+  1''674  —  0''316 

=  —  11"582. 

Zoo:  19,417  =  1.28818  Zog  0,836  =  9,92221 

cosla^Q)  ==  9,96888»     cosia-^rQ}  =  9,88699 

C.  (?osÖ  z=;z  0.01815  C.  cos^  ==  0.01815 


■  »1 


1,27521  n.  ^  9,82735 


—  18,846  4-  0,672 

also  die  Aberration  =;=  +  18"846  +  0'-672  =  +  19^518, 
und  hieraus  ersieht  sich  die  grade  Aufsteigung  d^a 
Sii*ius  am  20.  Januar  1799 

=  99"  4'  22'^04  —  11^58  +  19"52 

==  99*^  4' 29- '96, 


§.  469. 

Nun  beobachtete  v-lHumboldt  in  Montserrat  fol- 
gende correspondirende  Höhen  des  Sirius 

vor  d.  Culm,       »ach  d.  Culm,  Culmination 

9*  51'  46"  11^  9'  39^'  10*  30'  42^'  0 

9.  53.  26,  11.  8,    0,  .       43,  0 

9.  55.    7,  11.  6.     8.  37,  5      « 

9,  57.  51,  11,  3,  22,        36,  5 

Mittel    10*  30'  39"75. 

Da  die  Uhr  nach  mittlerer  Zeit  ging,  so  müsset! 
wir  die  Culmination  des  Sirius  nach  mittlerer  Zeit 
berechnen.  Man  hat,  aus  dem  astronomischen  Jahr- 
buche für  1799  (§.  467.)  die  grade  Aufeteigung  der 
3onne  am  20.  Januar  für  Berlin 

a  =  302°  42'  50" 
stündliche  Zunahme  ==         2'  38''4 
mittlere  Zeit  im  Mittag  =  0*  IL  33"! 
Zunahme  in  24  Stunden  ==  16''7, 

Der  Beobachtungsort  Montserrat  liegt  46'  55"  in 
SSeit  westlich  von  Berlin,  also  culminirt  die  Sonne 
daselbst  um  so  viel  später,  und  aus  den  aqgegebeuea 
Veränderungen  findet  man  für  Montserrat 

a  =  302"  44'  54"1, 
Mittlere  Zeit  im  Mittag  =  0*  11'  33  "6, 

Da  nun  in  vorigem  Paragraph  a  5=5  99*  4'  29'^96 
gefunden  ist^  so  bat  man 


«» 


460 

a  —  a^        ^66»   19'  35"86 

^5^=^  =  10*  25'  18"39 

15 

Voreilung  =  —  1'  4^^'39 

10*  23'  36''00. 

Hierzu  die  mittlere  Zeit  im  wahren  Mittag^  «ddifii 
giebt  die  Culmination  des  Sirius  nach  mittlerer  Zeä 

Die  Uhr  zeigte  10*  30'  34"75 ,    folffüch  bUeb  sie  4' 
29'^9  hinter  der  mittlem  Zeit  zurück. 


§.   470- 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  der  geographi- 
schen Breite  des  Beobachtungsortes  über.  Bezeichnet 
man  die  Höhe  der  Sonne  oder  eines  Sternes  im  Me- 
ridian durch  H^  seine  Declination  durch  d,  die  Pol- 
höhe des  Ortes  durch  Pj  so  sieht  man  leicht,  dsif 
diese  Grössen  durch  die  Gleichung 

90  —  p  =  Jff  —  3 
%mit  einander  yerbunden  sind ;  ist  die  Declination  dei 
Sterns  südlich,  so  ändert  sich  das  Vorzeichen  "von  9| 
da  bekanntlich  die  südlichen  Declinatiohen  als  negatif 
betrachtet  werden  müssen.  Hieraus  erhält  man  so- 
gleich >  =  90  +  5  —  jy 
60  dass  also  durch  eine  einzige  Beobachtung  des  Him- 
melskörpers im  Meridian  die  Polhöhe  gefunden  ist, 
da  man  die  hierzu  noth wendige  Declination  für  die 
Sonne  aus  den  Ephemeriden,  und  für  die  Fixsterne 
aus  den  Sterncatalogen  entnehmen  darf.  Die  mittlere 
Declination  die  man  in  den  Catalogen  findet,  mnss 
natürlich  eben  so  wohl  wie  §.  467.  die  grade  Auf- 
steigung durch  die  Präcession,  Nutatioh  und  Aber- 
ration verbessert  werden,  und  wir  setzen  die  dazn 
;ehörigen  Formeln  sogleich  hierher,  indem  wir 
467»  gewählten  Bezeichnungen  beibehalten 

Präcession  =  19"948  cosa    ^ 

Nutation  =     8"401  sin{a—Sl)  +  1^229  5Wi(a  +  ft) 
Aberration  =  18"580  sin  5.  cosQ.  sina 

—  20"2ö3  sin  ^.  sin  0.  cos  a 

—  8"060  cos  8.  cos  0. 
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§.  471* 

i\yir  wollen  diese  Formeln  gleich  snr  Bestimmnng 
der  DecUnation  des  Sirius  am  20.  Jannar  1799  an- 
wenden, da  wir  dieselbe  nachher  bei  einer  Breiten- 
bestimmung, welche  wir  als  Beispiel  wählen  wollen, 
rebrauchen  werden.  Die  mittlere  Declination  dieses 
Sterns  am  1.  Januar  1802  ist  folgende: 

5  ==  —  1&«  27'  13^'4 
■nd  vermittelst  dieses  Werthes,  nebst  den  für  a,  0, 
(2,    angegebenen  Werthen  ergiebt  sich  nach  vorigen 
Formeln  für  die  Präcession 

log  19^948  =  1.29990 
cos  a  =  9.19935  yg 

0.49925 /x 


—  3''157. 
Diese  jährliche   Abnahme    der   Declination   ffiebt 
fXkr  3  Jahre  weniger  20  Tage   rückwärts   gereclmet 
+  9"301,  und  hierdurch  die  mittlere  Declination  des 
Sirius  am  20.  Januar  1799 

5  =  —  16^  27'  4"099. 
Für  die  Nutation  findet  sich  * 

fog  8,401  =  0.92433  Zog  1,229  =  0.08955 

#wi(a— a)  =  9.86809         «/i(a  — ß)  =  9.69144 


0.79242  9.78099 


+  6  "200  +  0"604. 

Nutation  =:  +  6"804. 

Für  die  Aberration  erhält  man 
tog  18'680  =  1.26905         log  20,253  =  1-30649 
sin^  =  9.45215/1  sin  d  =  9-45215« 

€08  Q  =  9.70547  sinQ  =  9.935ä2ix 

sma  =z  9.99453  -    cosa  =z  9.19935« 

0.42120«  9.89331« 

—  2''638  —  0682. 

log  8"060  ==  0.90634 

cos  8  =  9.98184 

cosQ  =  9.70547 

0.59365 

+  r923. 
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Aberration  ^  —  2"638  +  0'78Ö  —  3"92a 
=  —  5"779 
folglich  die  Declination 

Ja  —  16^  27'    4"099  +  6"804  —  6'779 
«=  —  16*»  27'  03"1. 

§.   472* 

Man  begreift  aber  leicht^  dasd  Wenn  man  kein 
Instrüuient  zu  seiner  Disposition  hat,  lyelches  ftidi 
sowohl  genau  im  Meridian  befindet,  als  auch  did 
Winkel  genau  misst,  die  Methode  §.  470^  ungenaue 
Resultate  geben  wird,  wenn  man  dieselbe  Beobach- 
tung nicht  zu  wiederholten  Malen  anstellen,  und  am 
den  einzelnen  Resultaten  das  Mittel  nehmen  kann« 
An  einem  und  denselben  Tage  kann  man  denselben 
Stern  nur  einmal  im  Meridian  selbst  beobachten,  so 
dass  diese  Beobachtungen  einige  Tage  Verweilen  an 
jedem  Orte  erforderten,  um  dessen  geographische 
Breite  mit  hinreichender  Genauigkeit  zu  erhalten* 
Dies  lässt  sich  aber  bei  wissenschaftlichen  Reisen  oft 
nicht  gut  thun,  und  würde  auf  dem  offenen  Meere 
"völlig  immöglich  seyn.  Man  pflegt  daher  die  Hohe 
eines  und  desselben  Sterns  mehrere  Male  ausaerhalb 
des  Meridians  zu  gewissen  Zeitpunkten  zu  beobach« 
ten,  die  man  an  der  Uhr  bemerkt,  und  sie  Vermit^ 
telst  des  Stundenwinkels  auf  den  Meridian  zu  redu- 
ciren.  Man  wähU  die  Beobachtungäzeiten  so  nahe 
als  möglich  bei  der  Culminationszeit  des  Sterns,  da^^ 
»nit  die  Fehler  bei  dem  Stundenwinkel  nicht  so  stark 
auf  die  Höhe  einwirken.  Bezeichnet  man  wie  g^ 
Wohnlich  die  Höhe  durch  h^  die  Declination  durch  \ 
die  Polhöhe  durch  p^  den  Stundenwinkel  durch  t|  ao 
ist,  nach  der  oft  gebrauchten  Formel 

sin  h  ==  sin  p,  sin  d  +  cos  p,  cos  5.  cos  t 

Und  wenn  man  die  bei  der  Culmination  statt  findende 
Höhe  durchs  benennt,  so  wird,  weil  dann  ihrStun« 
denwinkel  t  =  0  ist, 

sin  H  ==  sin  /?.  sin  S  -j-  cos  pt  cos  9* 

Aus  diesen  beiden  Formeln  iFolgt 

sin  H  -^  sin  h  =  cos  p\  cos  ^  (1  —^  cos  t) 
oder  auch 
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. H^h  H+h  ^     .       . 

fin ,   cos  =  cosp.  cos  o.  sin  i  t'. 

2  2 

md  wenn  der  Unterschied  der  Höhen  sehr  klein  ist, 
io  dass  man  die  Bogen  statt  der  Sinus  setzen  kann, 
K>  wird 

^„        cosp.  cos^ 

^H  =  — ^ .  t» 

2  cos  h 

indem  man  den  Unterschied  der  Hohen  H — h^s^^iH^ 

H+h 
■nd  statt  >  h  nimmt.    Dass  die  Polhöhe.  vreU 

2 

pbe  erst  gesucht  wird,  selbst  schon  in  der  Formel 
irorkommt,  thut  nichts,  indem  man  z^ur  ersten  An- 
näherang  die  der  Culmination  am  nächsten  liegenden 
Höhe  als  eine  im  Meridian  selbst  beobachtete  betrach- 
tet, und  aus  derselben  nach  §•  470«  die  Polhöhe  ableitet. 


§.   473- 

£he  man  aber  die  beobachteten  Höhen  auf  diese 
Art  behandeln  kann,  muss  an  denselben  noch  eine 
Verbesserung  angebracht  werden,  da  die  vom  Stern 
herkommenden  Strahlen  in  der  Atmosphäre  eine  Bre^ 
chung  erleiden,  welche  die  beobachtete  Höhe  grösser 
macht  als  die  wahre.  Diese  unter  dem  Namen,  der 
astronomischen  Strahlenbrechung  bekannte  Correction, 
findet  man  in  den  meisten  astronomischen  Jahrbüchern, 
der  Connoissance  de  temps,'  dem  Nautical  Almanac, 
igind  vielen  Lehrbüchern  der  Astronomie  in  Tafeln 
gebracht,  vermöge  deren  sich  dieselbe  für  jede  indi- 
viduelle Höhe,  den  dabei  statt  findenden  Barometer- 
stand und  Temperatur ,  sehr  .  leicht  berechnen  lässt« 
Eine  sehr  einfache  Formel ,  die  sich  ohne  merklichen 
Fehler  von  90  bis  20  Grad  Höhe  anwenden  lässt,  ist 
folgende :  man  bezeichne  die  beobachtete  Höhe  dtirch 
Ä,  die  Temperatur  in  Graden  des  Centesimalthermo-- 
meters  durch  t,  den  constanten  Coefficienten  0,00375 
durch  c ,  das  Verhältniss  des  Barometerstandes  2ü 
dem  m'ittlern  von  0,76  Meter  j  oder  28,075  par.  Zoll, 
oder  29,921  engl.  Zoll,  durch  l  +  A/i,   so  ist 

60"643       1  +  A;;  0"068 


Refraction 


taug  h        t  +  et  sin  A' 
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Den  Logarithmen  von  l^  ^p  findet  man  nach 
den  {gebräuchlichsten  P^Iaassen  durch  die  Ausdrücke 

log  metres  —  9.88081 
log  engl.  Zoll  —  1.47598    * 
log  par.  Zoll  —  1.44832. 
Der  Logarithme  der  Constante  60"634  ist  =  1.78272. 

§.  474. 

Um  die  geographische  Breite  oder  Polhöhe  von 
Montserrat  zu  bestimmen,  beobachtete  von  Humboldt 
am  20.  Januar  1799  den  Sirius  nahe  bei  seiner  Cal- 
mination,  und  fand  folgende  Höhen 

Höhe  Zeit  der  Uhr 

31*»  58'  52"  10*  30'  17" 

31.   58.  42.  10.  33.  40. 

31.    57.  32.  10.  37.  49. 

Die  Temperatur  ist  zu  11**  Cent.  Therm,  ange- 
geben, und  für  den  Barometerstand  -wollen  wir  den 
mittlem  annehmen,  so  dass  also  1  +  ^/?  =  1,,  1  +cr 
=  1,04125  wird.  Man  erhält  dann  für  die  einzelnen 
Höhen 

Refraction  =  1'  33"00 

—  =1.  33,01 

—  =1.  33,07 

Zieht  man  diese  von  den  beobachteten  Höhen  ab, 
,80  erhält  ihan  die  wahren.  Die  Stundenwintel ,  wel- 
che der  Sirius  zu  den  Beobachtungszeiten  hatte,  er- 
geben sich  leicht  aus  seiner  Culminationszeit ,  die 
nach  der  Uhrzeit  (§.  469.)  um  10*  30'  39"7ö  statt 
fand ;  man  braucht  nämlich  nur  die  Zeitunterschied^ 
22"75 ;  3'  6"25  5  7'  9"25  nur  mit  15  zu  mulUplici- 
ren,  nachdem  man  die  Voreilung  der  Fixsterne  in 
dieser  Zeit  hinzugefügt  hat,  da  die  Uhr  nach  mittle- 
,rer  Zeit  geht.  Ist  der  Gang  der  Uhr  nach  Stemzeit, 
80  ist  diese  Correction  nicht  nöthig.  Im  Allgemeinen 
kann  man  dieselbe  immer  ohne  merklichen. Fehljer 
weffen  ihrer  Geringfügigkeit,  da  die  Zeiten  so  klein 
8ina,  vernachlässigen,  und  wir  bringen  dieselbe  bloa 
der  Vollständigkeit  wegen  mit  an.  Sie  beträgt  für 
die  drei  Zeiten  Coe,  0''52^  1"19.    Man  hat  dann 


465 

•wahre  Höhen  Stundenwinkel 

31**  57'  19"00  0*»     6'  42"15 

31.  57.    8,99  0.  46.  41,55 

31-   55.  58,93  1-  47.  36,60. 

Die  Declination  des  Sterns  beträgt  nach  §.  471« 
5  ==  —  16°  26'  67"6 
w)  die  genäherte  Polhöhe  p  s=  90  +  5  —  -ff  (§.  470.), 
dem  man  Ä=31"  67'  19"  nimmt,   welche  die  der 
ilmination  am  nächsten  liegende  Höhe  ist  (§•  472*) 

p  =  41«  35'  43". 
Hierdurch  erhält  man  die  drei  Correctionen 
ÖÄ  =  0"24;    16"085    1' 25"38 
[glich  die  Höhen  bei  der  Culmination 

31°  57'  19"00  +  0"24  =  31^  57'  19"24 

31.  57.    8,99  +        16,08  =  31.  57.  25,07 
31.  55.  68,93  +  1'  25,38  =  31.  57.  24,31 

Mittel  =  31°  58'  22"37 
lo  die  Pplhöhe  p  =  41°  35'  39"5.      Es  würde^  der 
tihe  nicht   werth    seyn,    die  Rechnung   mit   dieser 
aen  Polhöhe  zu  -wiederholen,    da  sie  so  wenig  von 
r  angenommenen  ^abweicht. 

§.     475. 

Diese  Rechnung,  welche  für  eine  grosse  Anzahl 
sn  Beobachtungen  etwas  beschwerlich  wird,  lässt 
)h  leicht  folgendermassen  abkürzen,  wenn  alle  Hö-^ 
(n  sehr  nahe  bei  der  Culmination  genommen  sind, 
le  die  Näherungsformel  für  iH  (§.  472.)  verlangt, 
nd  nämjich  die  beobachteten  Höhen  ä,  h\  ä".  *  *  ., 
e  zugehörigen  Refractionen  p ,  ^',  (»" .  •  • . ,  die  Cor- 
ctionen  wegen  des  Stundenwinkels  %,  öä',  5ä",..., 
id  ist  die  Anzahl  aller  Beobachtungen  s=  n,  so  sieht 
an,  dass  das  Endresultat  durch 
(h  —  ^  +  U)  +  (Ä'—  p'+  ääO  +  (r— p"+  3^)  +  ..- 


l*«H^*HrfMh*«W 


n 


Lsgedrückt  wird.    Dies  lässt  «ich  auch  ßo  «schreiben: 


•-%  • » 


n 


% 
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h  -p  h  -p  »  -f-  •  •  • ' 


Man  setze  ntm  den  Qnotienten 


n    ^ 

=  h^y  und  die  dieser  mittlem  Höhe  zn^hörige  Strah- 
lenbrechung =  P9  so  kann  man  wegen  des  geringen 
Unterschiedes  der  einzelnen  Höhen  annehmen,  es  sey 

P  +  P'  +  p"  +  •  •  •  •  =  WP"- 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  au)ch  der  Factor  der 

cos  p*  cos  S  '   ' 

Correction  8Hy   nämlich  — — -  als  unverändcr- 

2cosh 

lieh  betrachten^  und  nennt  man  die  einzelnen  Stun- 
den winkel  ty  t\  t".  •  •  .,  so  "wird 

2cosh 
cosp.  cos  9    ^  ^ 

folglich  lasst  sich  das  Endresultat  auf  einmal  so  aus- 
drücken : 

,    cos  p*  cos  5      2t* 

h--f^  +  ^ -^r- 

cos  h  2n 

wo  man  für  h  das  von  der  Strahlenbrechung  befireiels 
Mittel  nimmt. 

Statt  der  Quadrate  von  t  nimmt  man   die  Qua- 
drate der  Sinus  von  t  und  multiplicirt  dieselben  um 
Secunden  zu  erhalten,  mit  der  bekannten  Zahl  206265^  . 
Wendet  man  dies  auf  voriges  Beispiel  ap,  so  hat  man 

h   ==  31«  58'  62'' 
K  ===  31.  68.  42. 
K'  ^  31*  67.  32. 

A<>  ^  31*»  68'  22"00 
p«=  1' 36,03 


31°  66'  48"97 

2t*        240"67        ^^,,^^ 
— -  =  — T —  =  40"11. 
2n  6 

Zog40"ll  ~  1.60325 

cosp  ^  9.87382 

cos  <y  =  9.98185 

C.cosh  ='  0.07132 


1.53024  =^  33"90. 
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Addirt  man  dies   zu  dem  vorigen  Werthe   von 
&**  —  p^,   so  kommt  das  Endresultat 

31*»  57'  22''S7> 
ganz  genau  als  vorher» 

§.    476. 

Wählt  man  statt  eines  Fixsterns  die  Sonne   oder 
einen  andern  Himmelskörper,  der  eine  merkliche  Be- 
vregung  besitzt,  .so   kommen   ausser  der  Correction 
reffen  des  Stundenwinkels  und  der  Strahlenbrechung 
noch  andere  kleine  Verbesserungen  hinzu«    Ein  jeder 
Himmelskörper,    bei  welchem  eine  Bewegung  merk- 
lich ist,  zei^t  sich  durch  Fernröhre  wenigstens  immer 
als   eine  Scheibe  von    merklicher  Ausdehnung,    und 
man  pflegt  daher   die  Höhe  des  obern   oder  untern 
Randes  der  Scheibe  zu  nehmen;  da  aber  alle  Berech- 
nungen der  Lage  der  Himmelskörper  für  ihren  Mit<* 
telpunkt  gelten,    so  sieht  man,    dass  erstens  von  der 
beobachteten  Höhe  der  Halbmesser  der  Scheibe  ab- 
gezogen oder  zu  derselben  hinzuaddirt  werden  muss, 
tun  aie  Höhe  des  Mittelpunkts  zu  h^ben,    jenachdem 
der   obere   oder    der  untere   Rand  als   fester  Punkt 
diente.      Genau  genommen  muss  die  Refraction  schon 
Vorher  von  der  Höhe  abgezogen  worden  seyn,    weil 
die  Strahlenbrechung  den  verticalen  Durchmesser  ver- 
kürzt,   und    die  Tafeln    oder  Ephemeriden   den   zur 
Correction   nothwendigen   Halbmesser    des   Himmels- 
körpers so  geben ,  wie  er  ohne  Refraction  sich  zeigen 
würde,    allein  da  in  solchen  Höhen  über  dem  Hori- 
zont,   die   man  bei  diesen   Beobachtungen   anwendet, 
diese  Verkürzung  sehr  geringfügig  ist,    so  kann  man  • 
jede    dieser   beiden    Correctionen    zuerst   vornehmen. 
Ferner  muss  man  berücksichtigen,    dass  Himmelskör- 
per dieser  Art   keine  bo   grosse  Entfernung  von   der 
Erde  besitzen,  dass  der  Abstand  des  Beobachters  von 
der  Drehungsaxe  der  Erde  als  unendlich  klein  gegen 
dieselbe  angesehen  werden  kann.    Hierdurch  erscheint 
die  Höhe  immer   kleiner  als    sie   dann   seyn   würde, 
wenn  sich  der  Beobachter  im  Mittelpunkte   der  Erde 
befände,    und    der    Unterschied    beider   Höhen   wird 
die  Höhenparallaxe   genannt.      Da  wir  späterhin 
bei  der  Bestimmung  der  geographischen  Längen  aus- 
führlicher von  den  Parallaxen  und  ihrer  Berechnungs-  _ 

30* 


V 
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art  liapdeixi  werden ,  so  mag  es  hier  hinreichen, 
blos  die  Formel  anzugeben,  nach  weicher  diese  Hö- 
henparallaxe berechnet  wird.  Be^&eichnet  man  näm- 
lich die  Ilöhenparallaxe,  die  sich  in  den  Ephemeriden 
findet,  durch  tt,  die  Höhe  durch '^,  so  ist  die  Grösse, 
welche  zu  der  beobachteten  Höhe  hinzugefügt  wer- 
den muss  =  9r.  cosh.  Bei  der  Sonne,  die  gewöhn- 
lich zu  Breitenbestimmungen  dieser  Art  angewendet 
wird,  ist  der  Werth  von  n  in  ihrer  mittlem  Entfer- 
nung nach  Enke's  Bestimmungen  =  8^'58,  und  bei 
jeder  andern  Entfernung   die  sich  zur  mittlem  wie 

8"ö8 

r  :  1  verhält,  wird  sein  Werth  = Nachdem 

r  . 

man  durch  diese  Correctionen ,  der  Refraction  des 
Halbmessers,  der  Höhenparailaxe,  die  wahre  Höh« 
erhalten  hat,  geht  man  zu  der  Verbesserung  über, 
die  aus  dem  Stundenwinlcel  und  der  veränderlichen 
Declination  entsteht.  Um  die  hierzu  nothwendige 
Formel  abzuleiten,  nehmen  wir  an,  dass  die  Sonne 
eich  dem  Nordpol  nähere,  und  setzen  ihre  Declination 
bei  der  Beobachtung  vor  der  Cuimination  =3 — Ü^ 
zur  Zeit  der  Cuimination  $,  so  haben  wir  mit  Bei- 
behaltung der  §•  472.  gebrauchten  Charactere 

sin  h  =  $inp.  sin(p  —  d^)  -j-  cosp.  cosi^  —  di)  coit 

sin  H  ==  sin  p.  sin  ^  -fr  cos  p.  cos  ä. 

Da  die  Grösse  d3  sehr  klein  ist,    so   haben  wir 
mit  Vernachlässigung  der  Potenzen  dieser  Grösse 

sin  h  =  sin  p,  sin  o  —  sin  p,  cos  3.  d^ 

-Y  cos  17.  cos  3.  cos  t  4~  cos  p»  sin  3*  cos  u  tß 
and  hieraus  durch  Subtraction 

sin  H  —  sin  h  =  cosp,  cos  3  (1— cos  t)  +  swi  p.  casl^di 

— .  cosp»  sin  3.  cos  U  d^* 
Nun  ist  aber 

suiH — smh  =  2sin  ■  cos 

2  2 

=  3£r.  cos  h 
i  —  cost  =  2sinit^  ==  ir* 
tind  in  dem  mit  <23  multiplicirten  Gliede  kann  mn« 
ohne  Weiteres  cost  =z  i  setzen ,  wodurch  beide  Glie- 
der »ich  auf  sin{p  —  3).  d9  reduciren.    Es  wird  daher 

cos  p.  cos  3  sin(p  —  3) 

cüs  k  cosh 
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Im  Meridian  hat  man  nach  §.  470-  H'ssz  90^  — 
{p  —  8),  also  auch  cosH  =  sin(p  —  8)»  und  da  h  von 
H  der  Voraussetzung   zufolge  nur  wenig  verschieden 

ist,  so  JLann  man  den  Factor  ^^ -—  =  1  setzen, 

cosh 
und  es  wird 

cosh 
Entfernt  sich  die  Sonne  während  der  Zeit  der 
Beobachtungen  vom  Pol,  so  mnss  man  dJi  abziehen, 
statt  zu  addiren.  Das  erste  Glied  dieser  Formel  ist 
völlig  dasselbe,  welches  bei  den  Beobachtungen  der 
Fixsterne  angewendet  wurde. 

§^    477. 

Wir  wollen  zuerst  die  Rechnung  an  einem  Bei- 
apiel  ffenau  durchführen,  und  dann  zeigen,  wie  man 
auf  ähnliche  Art  als  §.  475.  Abkürzungen  anbringen 
kann.  Zur  Breitenbektimmung  von  Barcelona  be- 
obachtete V.  Humboldt  folgende  Höhen  des  oberu 
Sonnenrandes  am  15*  Januar  1799  ^) 

Höhe  Zeit 

27°  47'  ö6"0  11*  53'  47" 

27.  48.  56,0  11.  55.  38. 

27.  49.  53,5  11.  58.  00. 

27.  50.  33,5  0.  04.  30.. 

27.  49.  53,5  0.  11.  16. 

27.  48.  56,0  0.  12.  48. 

27.  47.  56,0  0.  14.  54. 

Die  Temperatur  ist  zu  +10"*  des  Centesimal* 
thermometers  angegeben ,  und  den  Barometerstand 
setzen  wir  dem  mittlem  gleich.  Wir  erhalten  hier- 
durch nach  §.  473.  die  Refractionen 

1'  50"54  h    V  50"46 ;    l'  50^39  y    1'  50"84 

1.  50,39;    1.  50,46;    1.  50,54, 

Der  Halbmesser  der  Sonne  beträgt  am  15.  Jaguar 
1799,    16'  18"63,    nnd  zieht  man   diesen   sowohl  als 


*)     Ihirch  einen  nruckfeMer  ■leht   dttelbtt  der  26.  Jnitlir   (Retneil  d'ObMTT.  «f«.) 
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« 

die  Refractionen  von  den  beobachteten  Höhen  ab,  so 
bleiben  folgende  Höhen 

iT  29'  46^^73 , 
27.  30,  46,81, 
27.  31.  44,48, 
27.  32.  24,53, 
27.  31.  44,48, 
27,  30,  46,81, 
27,  29,  46,73, 

die  nur  noch  von  der  Parallaxe  äu  befreien  sind.  Die 
Grösse  n  %wird  für  diese  Zeit  ==  8"72 ,  und  -k  cosh 
für  alle  Beobachtungen  =  7''73,  welches  zu  den  letz- 
ten Höhen  addirt  werden  muss,  Dife  Stundenwinkel 
ergeben  sich  leicht  aus  der  Culmination  der  Sonne, 
die  nach  der  Uhr  aus  correspondirenden  Höhen  gp- 
schlossen,  um  O'*  4^  12^'  statt  fand.  Die  Reduction 
der  Zeit  auf  Bogen  geschieht  hierbei  blos  durch  die 
Multiplication  durch  15,  da  die  nach  ndttlere  Zeit 
gehende  XJhr  zu  wenig  von  der  wahren  Sonnenzeit 
abweicht.    Man  erhält  dann    ^ 

wahre  Höhe  Stundenwinlel 

27«  29'  54^'46  +  2«  36^  15^^ 

27,  30.  64,54  2,    8-  30. 

27,  31,  52,21  1,  33.  00, 

27,  32,  32,25  —  0,  04,  30, 

27.  30,  52,21  1,  46,  00, 

27.  30,  54,54  2,  09,  00, 

27.  29.  54,46  2.  40,  30, 

Die  Deelination  der  Sonne  ergiebt  sich  aus  dem 
astronom.  Jahrbuche  1799  für  Berun  am  15,  Januar 

^  ™  21^  4^  50^^ 
und  die  standliche  Näherung  gegeu  den  Nordpol  =5 
2r'96,    Da  nun  Barcelona  57'  m  Zeit  westlicher  UegL 
als  Berlin,  so  wird  man  die  Proportion 

60'  :  57'  =  27*'96  ;  26^'56 
bilden,    und  diese  26"56  zu  der  obigen  Deelination 
addiren,    um  diejenige  Deelination  zu  erhalten,    die 
der  Culniination  der  Sonne  in  Barcelona  entspricht 
Sie  wird  8  ^  ~  21**  4'  23"44, 

Nimmt   man  die   beobachtete  Höhe   von  27**  32' 
32"  die  der  Culmination  am  nächsten  liegt,    als  im 
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Meridian  beobachtet  an,    90  erhält  man  dadurch  die 
genäherte  Polhöhe 

p  =  41»  23'  5" 
Die  Correctionen  wegen  der  Stonden'winkel  und 
Veränderung  der  Declination  sind 
cosp.  cosS 


2cosh 

4-  2'  48"04 
4-  1.  53,70 
+  1.  02,16 
-f  0.  00,14 
+  1.  17,39 
+  1.  54,68 
+  2.  57,30 


dd 

--  4"87 
--  3,96 
--  2,89 

—  0,14 

—  3,30 

—  4,01 

—  5,02 


folglich  sind,  die  wahren  Höhen  bei  der  Culmin^tion 
der  Sonne: 


27°  29'  54"46  +  2'  62"91  = 
27.  30.  54,54  +  L  57,66  = 
27.  31.  62,21  +  1.  05,05  = 
27.  32.  32,25  +  0.  00,00  = 
27.  31.  52,21  +  1.  14,09  = 
27.  30.  54,54  +  1.  50,57  = 
27.  29.  54,46  +  2.  62,28  = 

Mittel 


27°  32'  47''37 
62,20 
67,26 
32,25 
€6,30 
46,51 
46,74 


27"  32'  49"66 
8  =  —  21.     4.  23,44 

48.   37.  13,10 
90.  00.  00,00 


•■i 


p  =       41.  22.  46,90. 

§.  478. 

Wexm  man  joicbt  die  Mittagshöhen  Sfoa  den  ein- 
zelnen Beobachtungen  wissen  wiil^  sondern  sich  mit 
dem  Endresultat  begnügt,  so  kann  man  die  Rechnung^ 
folgendermassen  sehr  abkürzen.  ISSjui  nehme  das 
Mittel  aus  allen  Beobachtungen  =s  ^° ,  befreie  dieses 
von  der  Strahlenbrechung  p^,  ziehe  den  Halbmesser 
der  Sonne  ab  und  addire  ^e  Höhenparallaxe,  so  er- 
hält man  eine  Höhe  h^  aus  der  man  die  Polhöhe  nä- 
herungsweise hat^  indem  man  sie  als  die  mittägliche 
Hohe  der  Sonne  betrachtet«  Dann  addire  man  die 
Correcüon  Mregen  des  Stondenwiakels 
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casp.  cos  9       X.  t^ 

■  ■  ■  "  •     ■■'      '■ 

cos  h  2n 

so  hat  man  nur  noch  die  Correction  w^en  der  Ver- 
änderung der  Decliuation  d9  anzubringen.  Diese 
Grösse  ist  dem  Stundenwinkel  proportional ;  nennt 
man  daher  die  Aenderung  der  Declination  innerhalb 
vier  Zeitminuten  oder  eines  Grades,   /*,    so  hat  man 

ft     fif     /r 
die  einzelnen  Werthe  von  d9^   —  •    — — ,   - — u.  s.  w* 

und  wenn  n  die  Anzahl  der  Beobachtun^n  bezeidi- 
net.  so  hat  man  zu  der  vorigen  Höhe  noch  die  Grösse 

zu  addiren,  wo  die  Stundenwinkel  vor  der  Culmioa- 
tion  als  positiv,  nach  derselben  als  negativ  zu  be- 
trachten sind.  Die  Summe  giebt  das  Mittel  aus  allen 
einzelnen  Mittagshöhen.  Aus  vorigem  Beispiel  hat 
man  Ä^  ==        27°  49'  09^21 

p"  =  —  1.  50,45 

Halbmesser  ==  —  16.  18,63 

Parallaxe  =  +         '  7,73 

27^  31'    7,86  =  Ä. 
Hieraus  folgt  die  genäherte  Polhöhe 
p  =^  41«  24'  29" 
cos p.  cos 9      Si»         1426,26         ^   ,,, 

— .    =  ' —  =  10l"8& 

cos  h  2n  14 

Femer  hat  man 

/  =  +  l''86,    2^  =  —  22'  15" 

/.__  =  _  o"10 

also  die  mittlere  mittägliche  Höhe  der  Sonne 
==  27»  31'  r86  +  1'  4r88  —  0"10 
=  27.  32.  49"64 

welcher  nur  um  zwei  Hunderttheile  einer  Secnnde 

von  dem  vorigen  Resultate  abweicht. 


§.  479. 

Eine  sehr  einfache   Methode   die  Breite   zu  be- 
stimmen, die  Douwes  vorgeschlagen  hat,  und  welche 
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auch  nach  ihm  benannt  ist,  besteht  darin,  das«  man 
die  Höhe .  eines  Himmeisköi*pers  zweimal  beobachtet, 
einmal  sehr  nahe  bei  seiner  Culmination,  das  andere- 
xn^i  entfernt  von  derselben,  und  zug^leich  den  Zeit« 
unterschied  beider  Beobachtungen  bemerkt.  TJm  die 
hierzu  nöthigen  Formeln  zu  erhalten ,  sey  h  die  Yon 
der  Culmination  entfernte  Höhe,  h  die  zunächst  am 
Meridian  beobachtete,  T+f,  und  t  die  zugehörigen 
Stundenwinkel,  so  dass'  also  T  die  zwischen  beiden 
Beobachtungen  verflossene  in  Bogen  verwandelte  Zeit 
ist,  p  die  Polhöhe,  5,  5+45  die  Declinationen  (wir 
nehmen  dieselben  als  verschieden  an,  damit  die  For- 
meln sich  zugleich  auch  für  die  Beobachtungen  der 
Sonne  anwenden  lassen,  da  man  für  die  Hxsterne 
nur  diz=zO  zu  setzen  braucht),  so  hat  man  nach  deü 
bekannten  Formeln  die  beiden  Gleichungen 

sin  h  =  sin  p.  sin(p  -f-  dd)  +  cos  p.  cos(d  -[-  d^)  cos  U 
sink  =  sinp.  sinS  -f"  cosp.  cos 3.  co5(2'+0- 

Nun  ist  die  Polhöhe  beinahe  gleich  90  —  ä'  +  * 
-f-i25,  da  die  Höhe  h'  der  im  Meridian  sehr  nahe 
konunt,  Und  da  der  Winkel  t  nur  klein  ist,  so  kann 
man  /:?  =  90  —  Ä'  +  5-f-45  —  a?, 

tt 

C08t=    1 —y 

setzen,  wo  x  ein  so  kleiner  Winkel  ist,  dass  die  hö- 
hern Potenzen  vernachlässigt  werden  können-  Hier- 
durch wird  die  erste  Gleichung 

sin  K  =  cosQi  —  5  —  d^-^-  o^*  sin(ß  +  dS) 
+  sin(hf—  a  —  45  +  x).  cosQd  +  45) 
—  i  sinQi  —  5  —  45  -f  a:)  cos(p  +  45).  ^ » 
=      sinQi*  +  a:)  —  J  sinQi  —  5).  cos  5.  t^ 
oder  auch  wenn  man  sinQi  -|-  x)  entwickelt 

sin{h  —  5).  cos^       t^ 

cos  h  2 

Die  Gleichung  welche  sinh  ausdrückt,  giebt^  in- 
dem man  cos{T-\'t)  entwickelt: 

sin  h  =  sin  p.  sin  5  -f-  cos  p.  cos  9.  cos  T 

—  icosp,  cos 5.  cosT,  t^ 

—  cospi  cos  9»  sinT.  t 

Ä  cQs(p —  5)  -7-  2cos  p.  cos  d.  sin  i  T^ 

—  i  cos  p.  cos  5.  cos  T.  t* 
-»  cosp.  cosS.  sinT»  t. 
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Hieraua  erhalt  man' leicht 

cos(ß  —  d)  —  sin  h  z«         .         -^    . 

t  =  — ^H i- -•  _  tang  4  r  —  i  cot  r.  tK 

cos  /?.  cos  o.  sin  T 

oder  wenn  man  statt  p  seinen  Werth  ftetzt,    so  wird 

cos(p  —  8)  =  sin(h'  +  a:  —  d^) 

^v        .    ,  .   h—h4'X—dS 


cos 


2 


2 

folglich 

^    V-^h  +  x  —  d^  h'  +  h  +  x  —  dS 

sin    •  •      '  •   cos  ■  '   ■ 


2. 


—  tÄTfg iT  —  h  cotT.  r>. 


§.  480- 

Um  min  die  Rechnung  am  Tortheilhaftesten  ein« 
«uleiten,  vernachlässige  man  zuerst  im  ersten  Giiedt 
den  kleinern  Winkel  x^  da  dieser  dem  Quadrat  mü 
t  proportional  ist,  und  setze 

h^h  —  d^  h'  +  h  —  di 

sin ■#   cos  ' 

2«   «  i.i    ^  ■■'..■      .1.11     I  .-..I         n  .     I  — 1>— — »  J53  fMl£  m  £9 

sin(Ji  — ^^3  —  d^)*  cos  S.  sin  T 
so  wird  nächstens 

und  hierdurch 

#m(y — 3),  cas8       t» 

.  cos  h  2 

Man  wird  auf  diese  Weise  in  den  meisten  Fällen 
die  Polhöhe 

;?==  90  — Ä'  +  «+<i8  — «? 
genau  genu^  erhalten.  Wollte  man  aber  eiae  grös- 
sere Genauigkeit  haben,  so  braneht  man  nur  die 
Rechnung  zu  wiederholen,  indem  -man  den  gefunde- 
iien  Werth  von  x  mit  berücksichtigt,  wobei  man 
aber  dann  nicht  vergessen  darf  bei  der  neuen  Berech- 
nung von  t   das  weggelassene  Glied   i  eot  T.  t*    mit 
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hinzuzuziehen.  Es  ist  fast  überflfissi^  sn  bemerken^ 
das«  die  beobachteten  Höhen  erst  von  der  Strahlen- 
brechung und  Parallaxe  befreit  werden  müssen. 

§.   481. 

I  Als  Beispiel  nehmen  wir  zvrei  Beobachtungen  die 
T.  Humboldt  in  Montserrat  am  20.  Januar  1799  an- 
gestellt hat. 

Zeit  d.  Uhr         doppelte  Höhe  d.  Sirius  - 
9*  51'  46"  62»  35'  19" 

10.  30.  17.  63.  67.  44. 

Die  Strahlenbrechungen  sind  1'  35"15  und  1' 
33"00,  also 

A  =  31°  16'    4"35 
h'  =  31.  57.  19,00. 
Die  Zwischenzeit  ist  ^  lO*  38'  31",  die  aber  we- 
gen der  Voreilung  der  Fixsterne  um    Q"5  vermehrt 
werden  muss;  es  wird  daher  der  Winkel 

r  =  9»  39'  22"5. 
Di«  Declinatlon  des  Sirius  ist  (§.  471.) 

3  =  ~  16°  26'  57"6 
und  die  Veränderung  d9=iO.    Es  vrird  also 

5l3^  =!    0«  20'  37"32 

2 
h'+h 
-^  =  31.  36,  41,67 

Ä'— 3  :^  48.  24.  16,60 

log  2  s=;  0.3010300 
«in  ä  (Ä' —  A)  =:  7.7780590 
cos  i  (A'  +  A)  =5  9.9302467 
C.  sin{h'—  8  =s!  0,1261847 

C.  CO*  8  5S  0,0181487 

C.  sin  T  «=:  0.7753720 


,-«.9290411  =  tang  J  JT 


«^••■■^■^■^■^w^^ 


iif  rs,  4"  51*  15"33 
|7=s  4.  49,  41,25 


iiir^T)  =f  0,    1,  34,08 

tin  i  (N—  I)  =  6.65906 
C.  cpsiN  =z  0.00146 
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C.  cosiT  =  0.00155 


6.66207  =  t. 


log  t^  =  3.32414 

«i/i(Ä'  — 3)  =  9.87382 

•      cos^  =  9.98185 

C.  cosh  =  0.07137 

log  i  =  9.69897 

10^206265"  =  5.31445 


8.26460  =  a:  =  0''02 
folglich  die  Polhöhe  p  =  90  —  A'  +  8  —  x 

=  41''  35'  43^38. 
Es   wfirde  bei   diesem   Beispiel   der  Mühe   nicht 
werth    seyn   die  Rechnung  zu    wiederholen,    da  die 
Grösse  x  einen  so  geringen  Werth  erhalten  hat 

§.  482. 

Wir   wollen  noch  ein  zweites  Beispiel   wählen, 

wobei  zwei  Beobachtungen  von  Sonnenhöhen  gewählt 

sind,    die   v.  Humboldt  in  Valencia   am   6*  Februar 
1799  nahm 

Zeit  d.  Uhr  Höhe  d.  Sonne 

9*  32'  34"  23**     3'  42"ö 

12.  22.  10.  35.    17.  57,5. 

Die  Verbesserungen  sind 
Strahlenbrechung  =  —    2'  15"11 5       —     1^  20"13. 
Halbmesser  =  —  16.  15,725       —  16.  15,71. 
Parallaxe  =  +  00-    8,00;       +00-     7,09- 
und  hierdurch  ergiebt  sich 

h   =  22«  45'  19"67 
K  =  35.  00.  28,75. 
Die  Declination  der  Sonne  in  Berlin  am  6*  Febr. 
ist  =  —  15**  31'  36",  und  die  stündliche  Annäherung 
derselben  gegen  den  Nordpol  =  46"46.      Nimmt  man 
nun  Valencia  in  Zeit  53'  1"  westlich  von  Berlin,    00 
ersieht  sich  die  Declination   der  Sonne  bei   der  Col- 
miuation   derselben  in  Valencia,    die  man    zur  Zeit 
der  Beobachtung  der  grössern  Höhe,    die  nahe   am 
Meridian  gemacht  ist,   annehmen  kann 
3  +  d8  =  —  15«  30'  54'^70 
a  =  —  15.  33.  06>89 
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t>  die  letztere  Declination  für  die  Zeit  der  ersten 

eobachtung  gilt.     Verwandelt  man  die  Zwischenzeit 

er  Beobachtungen   2*  49'  36"  in  Bogen,    äq  Jkommt, 

El  der  Gang  der  Uhr  mit  der  Bewegung  der  Soiüie 

bereinstimmt , 

T  =  42»  24'  30". 

Fernen  hat  man  noch 

hf  —  h  —  dl  ,      ,,. 

=    6»     6'  58"44 

2 

^^^ =   28.  ^5.  48,11 

2 

V— J^  — ^^  =   60.  31.  23,45 

nd  hieraus  erhält  man  nach  den  Formeln  (§•  480.) 

\TS  ^        20*»  24'  29"80 

\T  =        21.    12.  15,00 

HJJT—T)  =  —    0.   47.  45,20 

^  =  —  3276"2  =  —  54'  36"2. 

Dieser  negative  Werth  des  Stundenwinbels  zeigt 
n,  dass  die  zweite  Beobachtung  nahe  am  Meridian 
chon  nach  der  Culmination  der  Sonne  gemacht  ist. 
Leducirt  man  sie  auf  Zeit,  so  erhält  man  3'  38"49 
welches  yqu  der  Zeit  der  zweiten  Beobachtung  abge- 
ogen,  die  Culmination.  der  Sonne  um 

12*  18'  31"6 
iebt.    Dies  weicht  von  der  genauem,   aus  mehreren 
kobachtungen     correspondirender    Sonnenhöhen    ge* 
chlossenen  12*  18'  27",  nur  wenig  ab. 

Endlich  findet  sich  noch  der  Werth  von  a:=s23"64, 
o  dass  die  Polhöhe 

V  =  39*  28'  13"91 
^eftinden  wird. '   Will  man  die  Rechnung  noch  einmal 
nit  Einführung  des  Werthes  von  x  wiederholen,    so 
auss  man  zuerst  zu  den  Werthen  von  9  und  9  -|"  ^^> 
t''90  hinzufügen,  weil  die  Beobachtung  nahe  am  Me- 
ddian  erst  3    38"  nach  der  Culmination  gemacht  ist, 
ind  die  vorigen  Declinationen  für  die  Cuiminations- 
;eit  der  Sonne  gelten«    Man  hat  dann 
ö  +  <iS  =  —  15«  30'  51"80 
8  =  _  15.  33.     4,00 

^ =  6.     7.  10,26 
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■  ^   ^  =  28»  Ißf  69"93 

2 

fc'_J+«— dJ  =  50.  31.  «4,19 

und  hieraus  erglebt  sich 

4  i\r  =        20»  24'  57"45 
I  r  =       21.  12.  15,00 

&(«•— r)  =  —         47.  17,55 
«  =  —  3275"7 
ar  =  +      23,64 
p  =        39"  28'  15"81. 

Man  sieht  dass  der  Werth  von  x  sich  sar  nicht 

feändert  hat,  und  dass  man  den  neuen  VVerth  dar 
olhÖhe  dadurch  erhalten  haben  würde,  dass  man  en 
den  vorigen  die  Declinationsänderung  2"90  addirte, 
die  'während  der  Zeit  statt  fand,  welche  swischen 
der  Culmination  der  Sonne  und  der  dem  Meridian 
am  nächsten  liegenden  Beobachtung  verfloss. 

§.   483. 

Man  kann  ebenfalls  aus  drei  beobachteten  Hohen 
eines  nnd  desselben  Sterns  und  den  Zwischenzeiten 
die  Polhöhe  ableiten  \  denn  es  seyen  die  drei  Höhen 
fe,  ÄV^'j  die  Stundenwinkel  t  +  T '^  t  +  T,  t^  so  hit 
xnan  die  drei  Gleichungen 

$in  h   ==  sin  5,  sin  p.  +  ^^5  ^«  <^os  p.  cos{t  +  T^ 
sin  h'  =  sin  5,  sin  p.  +  ^^5  5.  cos  p.  cos{t  4-  T) 
sin  Ä"  =  sin  5.  sin  p.  +  cos  S.  cos  p.  cos  U 

Hieraus  erhält  man  leicht 

sin  H'—  sin  h  cos  t  —  cos{t  +  T*) 

sin  h"  —  sin  K         cos  t  —  cos{t  +  T) 

Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  des  hintern  Theili 
der  Gleichung  durch  costj   so  kommt    ' 

^ sink" —sink  i  —  cosT  +  ^g^-  sinT' 

sink" —sink'  "^   i~cosT  +  tgt.  sinT  * 
Bemerkt  man  nun^  dass 

^'>»  T'  ,  ^,  sin  T 

1  —  cos  2  1  —  cos  T 

60  kann  man  die  Gleichung  auch  so  schreiben: 
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sink" —sink      i  —  cosT  _  j  +  tofigt.  tmg  j  T 
sin h'—  sin K *    1  —  cosT  '^   1+tangU  tangi  T* 

D^r  vor  dem  Gleichheitszeichen  atehende  Theil 
lässt  sich  auch  so  ausdrücken : 

h"—h  A'+Ä 

sin  cos — -—        •    ,  «w 

2  2  9in  i  T> 

«Wl— — .  C05— • 

2  2 

nnd  unter  dieser  Form  kann  er   leicht  durch  Loga- 
rithmen berechnet  werden,    und  wir  setzen  ihn 

==  ^a/ig  (45  4*^)9    ^o  ^^^^  ^'^^  ^  ®^  bekannter  Win- 
kel wird.    Nun  ist  aber 

.   « V         1  +  tang  X 
««ng(45  +  X)  =  ,^,    ^, 

1  —  lang  h 

also  auch 

1  +  tangX         1  +  toTig^t.  tang k  T 


1  —  tang  X         1  +  ^ö/ig  ^  tang  \  T 

und  hieraus  ergiebt  sich  leicht 

^tangX 
tongt  = 


(tgir—tgiT)  —  tgX{tgir  +  tgi  T) 

2  tang  X.  cos  J  T'.  co«  i  T 


«ni(7v— r) 


« • 


1  —  tang  t,  ■  ; 

Man  setze  nun  noch 

SO  kommt 

2co*  J  r'.  CO*  i  r  tang  0 

fangt  =  • 


sink{T'+T)  l  —  tanßd 

2.  C05  i  y.  CO*  i  r.  *m  0.  sin  45 

und  man  kann  ans  irgend  einer  der  drei  Fundamen- 
talgleichungen mit  der  bekannten  Declination  B  des 
Sterns  y  die  Polhöhe  p  berechnen.    Dies  geschieht  wie 
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schon  frSlier  erwälmt  ist  am  besten  dadurch ,   dass 
man  cot  ^  cos(t  +  J*')  =  tang  N 

setzt,  wodurch  dann  die  Gleichung 

sin  k  =  sin  p.  sin  3  -|-  cos  p*  coso.  cos(T^  +  ^) 
in  diese  übergeht 

sin  h  =  sin  8  (sin  p  -{-  cos  p.  tang  If) 
sin  9 

und  hieraus  erhält  man 
sin(p  +  iV^)  =  «^ 


-welches  p  -f-  ^  g^®b^9  ^^d  da  iV  bekannt  ist,    so  fin- 
det sich  auch  daraus  die  Polhöhe  p. 

§•  484. 

Sind  alle  drei  Höhen  sehr  nahe  am  Meridian  ge- 
nommen, so  kann  man  die  Rechnung  folgenciermassen 
abkürzen.  Nach  §.  477*  wenn  t  in  Zeitminuten  aus- 
gedrückt ist,  y  die  Veränderung  der  Declination  in 
einer  Minute  und  a  die  Zunahme  der  Hohe  in  einer 
Minute  ausdrückt,  ist  die  mittägliche  Höhe 

ir  =  Ä"  +  at^  +  ft 

Hieraus  ergieht  sich  leicht 

0  =  Ä"—  y  —  aT  (2r  +  T)  --  fT 
0  =  h*'—h  —  aT{2t^T')  —JT 
folglich  auch 


«(2«+ro+/  = 


T 

h"—h 


Sabtriahirt  man  die'  erste  Gleichung  von  der  zurei- 
ten, und  dividirt  dann  durch  T* —  T,  so  kommt 

h"—h        h"  —  h' 

T  T 

a  =  


T—T 
Day  bekannt  ist,  so  hat  man  dann 
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h"—h       f       ^ 

aT'    •         a 


also  anch  £,   und  man  .kann  B.  nach  den  drei  ersten 
Gleichiin|^n  berechnen. 

§•     485. 

Nehmen  wir  z.  B.  aus  §.  477-    drei  Beobachtun- 
gen der  Sonne 

wahre  Höhe  Zeit 

h   =  27°  29'  ö4"46 ,  11*  53'  47" 

K  =  27.  30.  64,54,  11.  55.  38. 

K'  =  27.  31.  52,21,  11.  58.  00. 

so  haben  wir 

h"—h   =        M  br'75  =        1'9625 
h''—h'  :=        0.  57,67  =        0,9612 
r  =        2.  22"       =        2,3667 
T  =        i.  13"      =        4,2167 
/  =  +  o"466        =  +  0,007766 
T—T^        1'8500. 
Hieraus  ergiebt  sich  nun 

a  =        0,03205 
t  =  +  5'463 
und  man  erhält 

H  =  27°  32'  49"04. 

§.   486. 

Die  bisher  angegebenen  Methoden  die  geographi- 
sche Breite  eines  Ortes  zu  finden ,  setzen  immer  die 
DecHnation  des  beobachteten  Gestirns  als  bekannt 
voraus,  und  man  kann  immer  mit  Recht  diese  An- 
nahme machen ,  da  durch  die  Ben\ühungen  der  Astro- 
nomen die  Declinationen  so  genau  bestimmt  sind ,  dass 
di^  noch  etwa  bei  denselben  vorkommenden  Fehler 
jedenfalls  viel  geringer  sind,  als  diejenigen  Fehler, 
welche  ein  Beobachter  bei  der  Messung  der  Höhen 
durch  solche  Instrumente,  die  man  mit  Leichtigkeit 
von  einem  Orte  zum  andern  bringt,  begehen  kann. 
An  festen  Beobachtungsplätzen,  auf  Sternwarten,  muss 
man  freilich  die  Polhöhe  unabhängig  von  der  Decli- 
uation  des  Sterns  finden  können,  weil  die  an  solchen 

*  31 
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Ocrtern  ang'estellten  Beobachtungen  dazu  dienen  sol- 
len ,  die  Lage  der  Hin)nielskörper  genau  zu  bestim- 
men, und  man  sich  daher  in  einem  logischen  Kreise 
befinden  würde,  \vepn  man  die  Polhöhe  von  den  De- 
clinationen  abhäi^ig  machte.  Da  die  zu  diesem' 
Zweck  angestellten  Beobachtungen  grosse  und  genaue 
Instrumente  Erfordern,  und  die  verschiedenen  dabei 
zu  beobachtenden  Vorsichtsmaassregeln  und  Beobach- 
tungsmethoden in  die  eigentliche  practische  Astrono- 
mie gehören,  so  erwähnen  wir  nur  ganz  kurz,  dass 
die  beste  Art  die  Polhöhe  zu  finden,  darin  besteht, 
dass  man  die  grösste  und  kleinste  Hohe  eines  Cir- 
cumpolarsterns  (eines  solchen,  dessen  ganzer  Parallel- 
kreis über  dem  Horizont  liegt)  beobachtet,  und  nach- 
dem an  denselben  die  gehörigen  Verbesserungen  we- 
gen der  Strahlenbrechung,  Aberration,  Nutation  und 
Präcession  angebracht  sind,  aus  den  beiden  Höhen 
das  arithmetische  Mittel  nimmt.  Man  muss  freilich 
hierbei  wohl  beachten,  dass  der  Stern  bei  seinem 
unteren  Durchgange  durch  den  Meridian  dem  Hori- 
zoitt  nicht  zur  nahe  Jiommt,  weil  sonst  die  Unsicher- 
heit der  Strahlenbrechung  in  diesen  Gegenden  ver- 
.,  hindert ,  dass  man  die  wegen  derselben  an  der  beob- 
achteten Höhe  anzubringende  Correction  nicht  genau 
genug  findet,  und  hierdarch  nothwendig  in  der  Be- 
stimmung der  Polhöhe  einen  Fehler  begehen  wird. 
Diese  Methode  wird  daher  an  solchen  Beobachtungs- 
örtern  die  in  den  tropischen  Ländern  liegen  ungenau, 
und  im  Aequator  völlig  unbrauchbar ,  da  daselbst 
kein  Stern  zweimal  über  dem  Horizont  culminiren 
kann,  allein  da  giebt  die  Sonne  Mittel  an  die  Hand 
die  Polhöhe  und  zugleich  die  Schiefe  der  Ecliptik  zu 
bestimmen.  Man  beobachtet  nämlich  zur  Zeit  der 
Solstitien  die  grösste  und  kleinste  Mittagshöhe  der 
'Sonne,  so  giebt  die  halbe  Summe  beider  Höhen,  die 
Höhe  des  Aequators,  also  die  Polhöhe  gleich  90°  we- 
niger der  Aequatorshöhe  5  die  halbe  Differenz  dersel- 
ben giebt  die  Schiefe  der  Ecliptik.  Wir  verlassen 
jetzt  die  geographische  Breite  und  gehen  zur  Bestim- 
mung der  geographischen  Länge  über. 
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§.    487. 


Die  Bestimmung  der  geographischen  Länge  eines 
Ortes  ist  viel  mehr  Schwierigkeiten  unterworfen,  als 
die  der  Breite  desselben,  und  man  hat  erst  in  neuern 
Zeiten  die  Mittel  aufgefunden,  diese  Coordinate  der 
Lage  eines  Ortes  genauer  zu  bestimmen.  Die^  ein- 
fachste ,  bequemste  und  zugleich  wohl  auch  die  ge- 
naueste Art  der  Längenbestimmung  bilden  die  Chro- 
nometer ,  tragbare  Uhren  oder  Seeuhren  genannt 
(Gardetems,  Timekeeper)  dar,  deren  Gang , so  gleich- 
förmig ist,  dass  man  sich  lange  ^eit  hindurch  auf 
die  Angabe  der  Uhr  verlassen  kann ,  ehe  es  etwa 
nöthig  wird,  der  grössern  Sicherheit  wegen  dieselbe 
wieder  mit  dem  Himmel  zu  vergleichen.  Man  kann 
bemerken,  dass  man  diese  Uhren  gewöhnlich  so  ge- 
nau als  möglich  nach  mittlerer  Zeit  gehen  lässt,  und 
nicht  nach  Sternzeit,  wie  meistentheils  bei  den  fest- 
stehenden Pendeluhren  geschieht.  Die  Längenbestim- 
mung durch  Uhren  geschieht  folgen  der  massen ;  man 
untersuche  zuerst  den  Gang  der  Uhr  genau  eine  Zeit- 
lang hindurch  an  einem  und  demselben  Orte,  so  dass 
man  sich  im  Stande  befindet,  mit  hinreichender  Si- 
cherheit den  Stand  der  Uhr  an  diesem  Orte  bei  ir- 
fend  einer  an  einem  andern  Orte  zu  beobachtenden 
[immelserscheinung  z.  B.  der  Culmination  der  Sonne, 
vorher  zu  bestimmen.  Diese  berechnete  Zeit  sey  T. 
Beobachtet  man  nun,  dass  an  einem  andern  Orte  die 
Culmination  ^ler  Sonne  zur  Zeit  t  nach  der  Uhr  ein- 
trifft, so  ist  der  Meridianunterschied  oder  jdie  Länge 
desselben  in  Zeit  ausgedrückt  =  T —  t ,  und  die  Län- 

Se  wird  östlich,  wenn  T — f  positiv,  westlich,  wenn 
"^ —  t  negativ  ist. 

'§.    488. 

Um  ein  Beispiel  dieser  Art  von  Längenbestimmung 
zu  haben,  wollen  wir  uns  folgender  Angaben  bedie- 
nen. In  Madrid  beobachtete  v.  Humboldt  die 
Zeit  des  mittlem  Mittags  nach  seinem  Chronometer 
am  8.  May  1799 

=  11*  58'  1"6 
und  derselbe  blieb  täglich  4''4  zurück ,    wenn  er  in 

31* 


,  l 
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Ruhe  war  oder  auf  der  See  sich  befand.  Bis  zur  An* 
kunft  in  laCorogne  am  21.  May  musste  man  für 
die  tägliche  Verzögerung  ö"4  rechnen.  Am  16.  July 
kam  y.  Humboldt  in  Cum a na  an,  und  man  erhält 
daher  für  die  Uhrzeit  des  Mittags  in  Madrid  für  den 
16.  July  11*  58'     l"ö 

^     13.(— 6"4)  =  —  1.  10,2 

56.(— 4,4)  =  —  4.     6,4 

11*  52'  45"0. 
In  Cumana  selbst  zeigte  sich,  dass  der  Chrono- 
meter täglich  7"  zurücl^blieb.  Dies  giebt  bis  zum 
28.  July  5  Uhr  Nachmittags  der  Zeit  in  Madrid ,  wo 
y.  Humboldt  das  erstemal  in  Cumana  Sonnenhöhen 
nahm 

T  =  11*  52'  45"0  —  12  4.  7" 
=  11.  51.  19,6. 
Die  Beobachtung  selbst  gab  den  mittlem  Mittag  nach 
der  Uhr  f  =  3*  53'  14"3 

also    die    Meridiandifferenz    zwischen    Cumana    und 
Madrid  (indem  man  noch  zu  t  12  Stunden  addirt) 
T—t=z        11*  51'  19"6  —  15*  53'  14"3 
=  —    4.     1.  54,7 
also  westliche  Länge  yon  Cumana,    wenn  Madrid  als 
erster  Meridian  "genommen  wird 

=  60**  28'  40"5 
indem  man  obige  Zeit  durch  die  Multiplication  mit 
15  auf  Bogen  reducirt« 

§.   489. 

Vermittelst  der  Sonnenbeobachtungen  Oand  sich 
der  Gang  des  Chronometer  in  Cumana  : 

Juli  28.     5*  Naclim.  3*  53'  14"3 

August    6.    7.  Vorm.  3.  52.  20,5 

—  .7.    0.  3.  52.    4,7 

—  24.    7.  3.  50.  16,0 

—  25.    7.  3.   50.     8,0 

—  26.     6*  3.  49.  53,0. 

Um  hierauA  die  Länge  yon  Cumana  so  genau  alt 
möglich  abzuleiten,  wollen  wir  annehmen ^  am  28* 
July  0*  «ey  das  Voreilen  der  Uhr 

==  3*  53'  15"  +  a     ' 
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und  die  tätliche  Verzögerung  7"+ &  gewesen,  so  er- 
hält man  das  Voreilen  der  Uhr  zu  jeder  Zeit  t  nach 
dem  28.  July  0*,  durch  die  Gleichung 
3*  53'  15''  —  7"  t  +  a  —  ht 
und   man   erhält  zur   Bestimmung  der   beiden   unbe- 
kannten Grössen  a  und  h  folgende  sechs  Gleichungen 
--  0"8  =  a  —  ^.    0"2 
+  7,8  =  a  —  &.    8,8 
—  0,3  =  a  —  i>.  10,0 
+  8,6  =  Ä  —  ib.  26,8 
•  -  7,6  =  a  —  *.  27,8 
+  0,9  =  «  —  *.  28,9 
die   man  nach  der  Methode  der   kleinsten  Quadrate 
auflösen   muss.      Man  erhält  dann  auf  die  schon  oft 
angewendete  Art 

+    25"4  =  &a  —  b.    102,5 

—  533,6  =  —  102,5a  +  h.  2503,6 
und  hieraus  ergiebt  sich 

a  =  +  l^'95 ,  3  =  —  0"134. 
Man  darf  also  die  tägliche  Verzögerung  in  Cu- 
mana  nur  zu  7" —  0"134  =  6"866  annehmen,  und 
man  hat  aus  den  Beobachtungen  vom  28«  July  5^ 
Nachmittags  die  Zeit  des  mittlem  Mittags  nach  der 
XJhr        =,  3*  53'  15"  +  1"95  —  0,2  (6%) 

=  3.  53.  15"58. 
Die  Zeit  in  Madrid  würde  seyn  (§.  488.) 
11*  52'  45"0  —  12i  (6"866) 
=  11.  51.  21"24. 
folglich  der   Zeitunterschied  zwischen   Cumana    und 
Madrid  =  4*  1'  45"34. 

§.  490. 

Die  Mondfinsternisse  sind  schon  sehr  früh  vor 
Bestimmung  des  Längenunterschiedes  angewendet  wor- 
den, da  dieselben  onne  weitere  Rechnung  die  Meri- 
diandififerenz  zweier  Orte  geben,  an  welchen  sie  be- 
obachtet sind.  Da  nämlich  der  Mond  durch  den 
Schatten  der  Erde,  in  welchen  er  zuweilen  ganz  oder 
zum  Theil  tritt,  wenn  er  zur  Zeit  des  vollen  Lichts 
sich  nahe  an  der  Ecliptik  befindet,  wirklich  sein 
Licht  verliert,  so  wird  der  Anfang  sowohl  als  das 
Ende  der  Finstemiss,  so  wie  auch  jede  einzelne  Phase 
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derselben,  an  allen  Oertern  der  Erde  in  demselben 
physischen  Augenblick  beobachtet  5  da  aber  diese  0er- 
ter  jenachdera  sie  unter  verschiedenen  Meridianen 
liegen,  auch  verschiedene  Zeiten  zählen,  so  giebt  der 
Unterschied  zwischen  den  verschiedenen  beobachteten 
Zeiten ,  in  welchen  irgend  eine  bestimmte  Phase  der 
Finsterniss  statt  fand,  auch  den  Unterschied  der  Län- 
ge beider  Oerter  in  Zeit  an.  Um  die  Beobachtungen 
zu  vervielfältigen,  pflegt  man  auch  noch  die  Eintritte 
und  Austritte  der  hauptsächlichsten  Mondsflecken  zu 
bemerken ,  und  aus  allen  Unterschieden  dann  das 
Mittel  zu  nehmen.  So  wurden  z.  B.  bei  der  Mond- 
finsterniss  am  22.  October  1790  in  Gotha  und  Paris 
von  V.  Zach  und  Mechain  folgende  Beobachtungen 
nach  wahrer  Zeit  gemacht: 


Pqris 

Gotha 

Anfang  vermuthet 

11^ 

6'  33" 

;     11* 

41'  19" 

—      gewiss 

7.  33    ; 

41.  44. 

Grimaldi  Ir  Rand 

9.  28    5 

44.    3. 

Aristarch 

23.  36    i 

57.  37. 

Copernicus  Ir  Rand 

29.  58 

1      12. 

3.  21. 

—        2r  Rand 

32.  13 

6.    3. 

Tycho 

30.  33 

4.    5. 

totale  Verfinster. 

12. 

14.  25    j 

48.    4. 

Anfang  d.  Austritts 

13. 

55.  23 

;     14. 

28.  36. 

Grimaldi  ganz 

58.  46    i 

32.  17. 

Kepler  halb 

14. 

8.  23     : 

42.    7. 

Copernicus  Ir  Rand 

16.  23    ; 

49.    9. 

—          2r  Rand 

18.  48    ; 

52.  23. 

Plato  halb 

t 

20.  10,5; 

53.  46. 

Tycho  2r  Rand 

24.     3    } 

57.  34. 

Mare  serenit.  Ir  R. 

32.    3    i 

15. 

4.  47. 

—         —       2r  R. 

43.  18    ; 

17.     1. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Zeitunterschiede 

Eintritte  Austritte 

34'  46^'  33'  13" 

34.  11.  33.  31. 

34.  35.  33.  44. 

34.  Ol.  32.  46. 

ö3.  23«  ,  33«  35. 

33.  50.  33.  36,5. 

•  33.  32.  33.  31 
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Eintritte  Austritte 

33'  39"  32'  44" 


Mittel  33.  59,6  33.  43- 


33.  22,5  Mittel  33.  22,5  . 

33.  41,0. 

Da  die  Uhr  iiT  Gotha  mehr  Zeit  zeigte  als  in 
Paris,  so  ging  die  Sonne  in  Gotha  früher  durch  den 
Meridian ,  folglich  liegt  dieser  Ort  östlich  von  Paris. 
Verwandelt  man  die  Zeit  in  Bogen,  so  erhält  man 
den  Meridianunterschied  zwischen  Gotha  und  Paris 

==  8°  25'  15" 
und    da    die  Länge,  von  Paris    zu   20**    angenommen 
wird,    so  ergiebt    sich  daraus  die  östliche  Länge  von 
Gotha    =  28*»  25'  15". 

§.  491. 

Man  sieht  aus  diesem  Beispiel  wie  höchst  einfach 
die  Rechnung  ausfällt,  wenn  man  von  zwei  Oertern 
correspondirende  Beobachtungen  der  Finsterniss  hat, 
und  die  Länge  des  einen  schon  bekannt  ist.  Findet 
dies  aber  nicht  statt,  so  muss  man  die  Finsterniss 
für  einen  bestimmten  "Ort  aus  den  SonnentafeJn  und 
Mondstafeln  berechnen  *),  und  diese  berechneten  Er- 
fccheinungen  als  beobachtet  ansehen,  worauf  dann  die 
fernere  Bestimmung  des  Meridianunterschiedes  auf 
die  im  vorigen  Paragraph  angegebene  Weise  ausge- 
führt wird.  Wir  w.ollen  daher  in  den  'folgenden  Pa- 
ragraphen kurz  zeigen,  wie  eine  Mondfinsterniss  sich 
berechnen  lässt. 

§.    492. 

Es  sey  (fig.  12.)  in  S  der  Mittelpunkt  der  Sonne, 
r  der  der  Erde,  und  die  um  dieselben  mit  d€n  Halb- 
messern SAf  TB  beschriebenen  Kreise  stellen  die 
Durchschnitte  der  Sonne  und  Erde  vor  ^  man  verbin- 
de  die   Mittelpunkte  S  und   T  durch  die  Linie  STy 


*)     Vran   hat  boirnrntafcln  von  Delambre,  v.  Zacli  und  Carliui^  Mondltafrln 
\on  Bürg,    üurkhai'tit   und  Damoiseau.     ' 
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ziehe  die  Berührun^slinie  AB  an  beide  Kreise,  und 
verlängere  diese  beiden  Linien  bis  sie  sich  hinter  der 
Erde  in  C  schneiden.  Lässt  miin  dann  das  Dreieck 
ASC  sich  vcm  die  Linie  SC  als  Axe  drehen,  so  ent- 
steht ein  Kegel,  dessen  hinter  der  Erde  liegender 
Theil  BCD  den  Raum  angiebt,  in  welchen  die  Sonne 
keine  Strahlen  werfen  kann^  nten  nennt  ihn  daher 
den  Schattenkegel  oder  blos  Schatten  der  Erde ,  und 
jeder  in  denselben  tretende  Korper,  der  ausserhall 
desselben  von  der  Sonne  erleuchtet  wurde,  wird  seit 
Licht  verlieren  und  dunkel  erscheinen.  Da  nun  der 
lErdschatten  sich'  weit  über  die  Entfernung  des  Mon- 
des von  der  Erde  hinaus  erstreckt,  so  ist  es  möglich, 
dass  dieser  Trabant  in  den  Schatten  tritt  und  sein 
Licht  verliert.  Es  sey  JYL  ein  kleiner  Theil  der 
Mondsbahn  innerhalb  des  Schattens,  so  wird  NL  der 
Halbmesser  des  Schattens  in  der  Gegend,  wo  die 
Mondsbahn  den  Schatten  durchschneidet,  vorstellen, 
und  wir  wollen  aufsuchen,  unter  welchem  Winkel 
der  Halbmesser  des  Schattens,  \om  Mittelpunkte  der 
Erde  ausgesehen ,  erscheint ,  d.  h.  wie  gross  der 
scheinbare  Halbmesser  sey.     Man  hat  (fig.  12-) 

SA  —  TB 

^j^=^sin§pB 

rpn 

TC  =  ;  LC  =^  TC  —  TL 

sin  SCB ' 
NL  =  LC.  tangSCB 

=  TC.  tangSCB  —  TL.  temgSCB 

wo  NTL  der  verlangte  scheinbare  Halbmesser  6e« 
Kreises  "des  Erdschattens  in  der  Gegend  ist^  wo  iler 
Mond    den   Schattenkegel    durchscimeidet.      Nun  ist 

aber  '—^  gleich  dem  Sinus  des  scheinbaren  Halbnes- 

TB 

ser»  der  Sonne   aus   der  Erde  gesehen,     —=    gleich 

dem  Sinusr  des  scheinbaren  Halbmessers  der  Erde  aas 
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der  Sonne  gesehen ,  oder  gleich  dem  Sinus,  der  Hori- 

zontalparaliaxe  der  Sonne  ^    setzt  man  daher 

scheinbaren  Halbmesser  der  0  =  Ä , 

Horizontalparallaxe  der  0  =  P, 

so  hat  man  statt  der  obern  Gleichung 

SA        TB         .    ^^^       .. 
—  =  —  =  sin  SCB ,     diese : 

sin  R  —  sin  P  =  sin  SCB 
oder  da  die  Grossen  R ,    P  sehr  klein  sind ,    so  kann 
man  statt  der  Sinus  die  Bogen  selbst  setzen,    und  es 
kommt :  Ji*, 

R  —  P=SCB       ^' 

Ferner  ist  ----  oder  --— ,  da  TL  und  TN  nur  sehr 

TL  TN' 

wenig  von  einander  verschieden  sind,  gjeich  dem  Si- 
nus des  scheinbaren  Halbmessers  der  Erde  aus  dem 
Monde  .  gesehen  (weil  in  N  oder  L  der  Mond  sich 
befinden  soll)  d.  h.  gleich  dem  Sinus  der  Horizontal- 
parallaxe des  Mondes.     Setzt  man.  also 

die  Horizontalparallaxe  des  Mondes   =  «r, 
den  scheinbaren  Halbmesser  des  Schattens  =  p, 
so  giebt  die  vorhin  gefundene  Gleichung 

TE'  1 

tangNTL  =  -— ..    — —  —  tang  SCB 

^  TL      cos  SCB  ^ 

diese  andere : 

p   =  -BT  +  P  —  Ä 

indem  man  statt  der  Tangenten  die  Winkel,  und 
statt  des  Cosinus  die  Einheit  setzte  folglich  ist  der 
Halbmesser  des  Schattens  gleich  der  Summe 
der  Horizontalparallaxea  der  Sonne  und 
des  Mondes,  weniger  dem  Halbmesser  der 
Sonne. 

§.   493. 

Dieses  aus  der  Theorie  abgeleitete  Resultat  stimmt 
aber  nicht  genau  mit  den  Beobachtungen  überein,  in- 
dem diese  zeigen,  dass  der  Halbmesser  des  Schattens 
immer  etwas  grösser  wird  als  die  Rechnung  densel- 
ben giebt.  Dies  rührt  wahrscheinlich  von  der  die 
Erde  umgebenden  Atmosphäre  her,  deren  dichterer 
Theil  das  Licht  sehr  verschluckt     Mayer  giebt  da- 
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her  die  Regel  an,  man  solle  den  vorher  gefiindenen 
Werth  von  p  noch  um  den  sechzigsten  Theil  der 
Summe  der  Horizontalparallaxen  des  Mondes  und  der 
Sonne  vermehren,  so  dass  also 

61 

wird,  welches  ziemlich  mit  den  Beobachtungen  über- 
einstimmt. 

Ausserdeifi  haben  wir  angenommen ,  dass  der 
Durchschnitt  der  Erde  ein  Kreis  sey,  dies  set/.t  eine 
kugelförmige  (^Mtalt  der  Erde  vorai:^ ,  die  sie  freilich 
nicht  besitzt,  Mein  die  Abweichung  ihrer  Form  von 
der  Kugelgestalt  ist  so  gering,  dass  die  Ungenauigkeit 
der  Beobachtungen  der  Mondfinsternisse  diesen  Fehler 
bei  Weitem  übertrifft.  Es  ist  nämlich  sehr  schwierig 
den  Anfang  oder  das  Ende ,  oder  überhaupt  eine  Phase 
der  Mondfinsternisse  zu  beobachten,  da  der  Erdschat- 
ten nicht  scharf  eintritt,  sondern  ganz  verwaschen 
erscheint.  Dies  erklärt  sich  aus  der  Natur  der  Sache 
sehr  leicht.  Denn  zieht  man  eine  Berührungslinie 
JEF  (fig.  12.)  die  die  kreisförmigen  Durchschnitte  der 
Sonne  und  des  Mondes  auf  entgegengesetzten  Seiten 
berührt,  und  verlängert  sie  willkührlich  nach  G,  so 
entsteht  durch  die  Umdrehung  der  Figur  GFC  um 
die  Axe  TC  ein  Raum ,  in  welchen  das  Licht  der 
Sonne  nur  zum  Theil  einfallen  kann,  so  dass  ein  von 
FG  nach  FC  zu  gehender  Körper  sein  Licht  aümählig 
verliert.  Hierin  mag  wohl  auch  grösstentheils  mit 
der  Grund  davon  liegen,  dass  der  Halbmesser  des 
Schattens  grösser  erscheint,  indem  nahe  an  der  Grän- 
ze  BC  des  Halbschattens  GFC  und  des  Vollschattens 
BCTj  das  Licht  so  schwach  wird,  dass  es  von  der 
Dunkelkeit  nicht  zu  unterscheiden  ist,  und  man  daher 
den  Eintritt  des  Mondes  in  den  Vollschatten  früher 
zu  sehen  glaubt,  als  er  eigentlich  statt  findet.  Man 
kann  bemerken ,  dass  der  Halbmesser  des  Halbschat- 
tens in  der  Gegend  der  Möndsbahn  durch  «r  -f-  P  +  '* 
ausgedrückt  wird,  so  dass  also  der  Unterschied  bei- 
der Halbmesser  dem  scheinbaren  Durchmesser  der 
Sonne  gleich  ist. 
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§.  494. 

Man  berechne  nun  aus  den  Tafeln  des  Sonnen- 
laufs und  des  Mondlaufs  die  Oerter  der  Sonne  und 
des  Mondes  für  eine  Zeit  T,  die  der  Opppsition  des 
Mondes  (wo  die  Längen  der  Sonne  und  des  Mondes 
um  180°  verschieden  sind)  sehr  nahe  Hegt,  so  wie 
auch  die  stündlichen  Bewegungen  beider  Himmelskör- 
per, ihre  Parallaxen  und  Halbmesser.  Wir  setzen 
nun 

Länge  der  Sonne  +  180^  =  ©> 
Länge  des  Mondes  ==  (J  > 
Breite  des  Mondes  =  6, 
stündliche  Bewegung  der  Sonne  =  rf©, 
stündl.  Bew.  d.  Mondes  in  Länge  =  d([j 

—  —    —       —       —  Breite  =  dß, 
Horizontalparallaxe  des  Mondes  =  tsr, 

' der  Sonne  =  P, 

scheinbarer  Halbmesser  des  Mondes  =  r, 

—  —  der    Sonne.  =  jR. 

Es  sey  (fig.  13.)  EK  die  Ecliptik,  L  der  Ort  des 
Mondes  zur  Zeit  T,  und  die  Länge  werde  von  E 
nach  K  zu  gezählt,  so  ist  EJS  die  Länge  des  Mondes, 
LB  die  Breite  desselben^  C  sey  der  dem  Mittelpunkt 
der  Sonne  gegenüberliegende  Punkt  des  Himmels, 
•welcher  derjenige  ist,  in  welcliem  die  Axe  des  Schat- 
tenkegels verlängert  die  Himmelskugel  ti;'ifft,  so  hat 
man  £C  =  der  Länge  der  Sonne  +  180"*  =  ©•  Znt 
Zeit  r+r,  wo  t  in  Stunden  ausgedrückt  ist,  sey 
der  Ort  der  Spitze  des  Schattenkegels  in  C,  der  des 
Mondes  in  L\  so  hat  man,  da  der  Schatten  mit  der- 
selben Geschwindigkeit  als  die  Sonne  forschreitet 

JEC'  =  ©  +  t.  tZ0 

EB'  =  (T   +  t.  dd 

B'lt    =  o     —  t*  do. 
Die  Grösse  6  ist  positiv  bei  einer  nördlichen,  ne- 
gativ bei  einer  südlichen  Breite  j  d6  ist  positiv,  wenn 
sich  der  Mond  dem  Nordpol  der  Ecliptik  nähert,  ne- 
gativ,   wenn  er  sich  von  selbigem  entfernt.      Um  C 

ol  «« 

sey  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  p=  —  (P+^y)— Ä 

60 

beschrieben,    so  stellt   derselbe  die  Grösse  des  Schat- 
tens in  der  Gebend  der  Mondsbahn  vorj    eben  so  be- 
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schreibe  man  um  U  einen  Kreis  mit  dem  scheinbaren 
Halbmesser  des  Mondes  =  r.  Der  Abstand  der  Mit- 
telpunkte des  Mondes  und  des  Schattens  i',  C  ergiebt 
sich  leicht  aus  dem  rechtwinklichten  Dreieck  C'B'L\ 
es  "wird  nämlich 

£ C 2  =  LB^  +  BC^ ; 
also  wenn  mas   den  Abstand  der  Mittelpunkte  all^- 
mein  durch  A  bezeichnet 

AA  =  \Q  —  (L  —  t{d(l~  d(S)Y 

+  (6  H-  r.  d^y. 

Eigentlich  sollte  man  das  Dreieck  L'B'C  als  ein 
sphärisches  behandeln,  und  L'C  durch  die  Formel 

cosLC  =  cosLB'.  cosB'C 
suchen,  allein  wegen  der  Kleinheit  dieser  Bogen  darf 
man  dasselbe  als  ein  ebenes  Dreieck  betrachten,  wie 
sich  auch  aus  dtsr  sphärischen  Formel  ergiebt,  wenn 
man  statt  der  Cosinus  ihre  Entwickelungen  setzt,  und 
alle  Potenzen,  die  das  Quadrat  übersteigen^  vernach- 
lässigt.     Man  setze  nun 

0  —  ([  =  X ,  d(l  —  dQ)  =  dX. 
wo  dX  immer  positiv  wird  da  die  Bewegung  des 
Mondes  in  der  Länge  bedeutend  grösser  als  die  der 
Sonne  ist.  Man  nennt  die  durch  dX  bezeichnete 
Grösse  auch  die  relative  stündliche  Bewegung  des 
Mondes,  da  sie  seine  Geschwindigkeit  ausdrückt, 
wenn  man  den  Schatten  als  ruhend  betrachtet.  Durch 
diese  Bezeichnungen  wird  also 

AA  =  (x  —  t.  dxy  +  (6  +  ^  d6y. 

Die  Verfinsterung  ist  am  grössten,  wenn  der  Ab- 
stand der  beiden  Mittelpunkte  am  kleinsten  ist^    dies 

dA 
giebt  bekanntlich  die  Bedingung  «—  =  09    oder 

(X  —  t.  dX)  liX  =  (6  +  t.  dS)  d6  5 
bezeichnen  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth 
von  t  durch  t\  so  ist 

^  _  XdX  —  6d6 

■^  dX^  +  d6^  ' 

Man  setze,  um  diesen  Ausdruck  für  die  Recliniuig 

Mschickter  zu  machen 

d6  ,6 

^  =  tang  i  j  —5=  tang  f* 

to  erhält  mao 
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,  X        1  ^ —  tang  i.  tang  (t 

dX  1  -|-  tang  i* 

dX  cos  ^ 

Entwickelt  man  die  Formel 

iiil  =  (X  —  tdX)^  +  (6  +  tdsy 
so  erhält  man 

.4^  ==  XX  4-  6ß  +  r^  {dX^  +  dß») 
—  2f  (XrfX  —  6d[S) 
oder  wenn  man  durch  £?X*  +  ^^^  dividirt 

^ii  U  +  66  XrfX— ßdß 

.  —  .  =  t*  —  2^  -- 

dX*  +  £i6»        dX»  +  lifia  <^X»  +  df«a 

=  t«  —  Httf. 
Bezeichnet  man  den  zur  Zeit  t'  statt  findenden 
kleinsten  Abstand  durch  A\  so  wird  ebenfalls 
A'A'  U  +  66 

dX»  +  dS^        dX*  +  d6» 
folglich,    wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen 
abzieht 

£iX»  +  d6^ 

(dX  V* 
)    schreibt, 
cos  i  ^ 

und  dann  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  auszieht ,  so 

kommt 


aX 
ans  welcher  Formel  man  für  jeden  gegebenen  Abstand 
A  sehr  leicht  die  zugehörige  Zeit  t  findet,  sobald 
man  t'  und  A'  berechnet  hat.  Um  den  kleinsten  Ab- 
stand A'  auf  die  einfach^e  Art  darzustellen,^  setze 
man  in  der  Gleichung 

AA  —  XX  —  66  =  —  t'^  (dX^  +  d6T^) 
statt  6,  d6y  t*  ihre  Werthe  durch  i,   ft,   X,  JX  aus- 
gedrückt, so  wird 

U  +  6ß  = 

<?0*fi* 
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und  hierdurch       A' =  ±  ^'  "'"^^'  +  ^> . 

COS  yu 
Der  Anfanff  der  Finsterniss  so  wie  das  Ende  der- 
selben, findkn  dann  statt,  wenn  der  Abstand  der  Mit- 
telpunkte der  Summe  der  Halbmesser   des  Schattens 
und  des  Mondes  gleich  wird,   also  wenn 

A  =  q  +  r 
folglich  hat  man 

Zeit  des  Anfangs  der  Finsterniss 


cos  i 


'    Zeit  des  Endes  der  Finsterniss 

•  dK 

Für  den  Anfang  und  das  Ende  der  totalen  Finster- 
niss, wo  der  Mond  völlig  in  den  Erdschatten  einge- 
treten ist,  ist  der  Abstand  der  beiden  Mittelpunitc 
der  Differenz  der  Halbmesser  des  Schattens  und  des 
Monds  gleich,  also  -4  =  p  —  r ,  und  daher  wird 
Zeit  des  Anfangs  der  totalen  Finsterniss 


cos  i 


Zeit  des  Endes  der  totalen  Finsterniss 


cos  l 


■         =  ''  +  -^r-   ^ip-r  +  A!)  (p-r-4')- 

RücksichtHch  der  Winkel  i  und  fi  kann   man  be- 
merken,   dass  i  entwedier  positiv  oder  negativ,    aber 
immer  kleiner  als   90°  genommen  werden  muss,    je- 
'  nachde&i   d6    positiv   oder   negativ   wird.       Für   den 
Winkel  f*  gelten  folgende  Regeln : 

4-2,         +  ^,        ^  =       0*»  bis    90^ 
+  6,        —  X,        /:*  =     90*»  bis  180" 

—  6,        —  X,        ^  ==  180«  bis  270** 

—  6,        +  X,        ^  =  270°  bis  360° 
wodurch  alle  Fälle  erschöpft  sind. 

Tritt  der  Mond  nicht  ganz  in  den  Schatten,  so 
ist  die  Finsterniss  partiell;  Sie  Zeit  der  grössten  Ver- 
finsterung wird  durch  T '\- t*  angegeben,  und  die 
Grösse  des  verfinsterten  Theils  durch  ^'  -f-  p  —  r. 
Gewöhnlich  findet  man  die  Verfinsterung  in  Zollen 
ausgedrückt,    wobei    der    Durchmesser    der    ganzen 


Iz 
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Mondsscheibe  in  zwölf  Zoll  getheilt  wird,    und  man 
erhält  leicht  die  Angabe  der  Zolle 

6(4'  + r-p) 


§.  495. 

Wir  wollen  als  Rechnungsbeispiel  die  Mondfin- 
sterniss  nehmen,  welche  am  13-  September  1829  des 
Morgens  einfallt.     Nimmt  man  hierbei  für  Paris 

T  ==  1829.  September  12.  18^  0'  0'', 
so  finden  sich  folgende  Elemente  der  Finsternlss 

©  =         350°    7'  46''3 
349.  44.  27,9 
=  +      0.  48.  38,0  ==  +  2918" 
J©  ==  +  2.  26,2 

^d  ==  4-  37.  57,4 

£?([— ^©==^X  =  35.  31,2  =        2131''2 

d6  =  —  3.  19,0  =  —     199'' 

Ä,==:©  — d  =  +  23.  18,4  =  +  1398"4 

tsr  =  61.  24" 

r  =  16.  44 

R'  =  15.  56 
P  ^  0.  08"6. 

Vermittelst  der  Formeln 

p  =  ^  (P  +  i^)  -  Ä 
60  ^ 

—  ==  tangi^  —  ==  tang  fi, 

ergiebt  sich  nun 

f  =  —    5°  20.     4" 
^  =  +  64.  23.  40. 
^    i  -|-  ^t  =  -}"  59«     3.  36. 
Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen 

X  cos(i  -f-  fi).  cos  i 


"  46' 38"1 


dX  cos  (t 

_    X.  sinji  -\-  ft) 

cos  jtt 
A'  =        'i'T7^"Z  —        46'  15"3 
t'  =  +  2798"     =  +  46.  38" 
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fol^icb  die  Zeit  des  kleinsten  Abstandes  d«r  beiden 
Mittelpunkte 

=  r  +  t'  =  1829.  Septbr.  12.  18*  46'  38". 

Die  Grösse  des  verfinsterten  Theils  wird  =  Ä'  -{■  r 
—  p  =  17'  7"  =  6,1   Zoll.      Für  den  Anfang   nnd 
das  Ende  der  Finstemiss  hat  man 
A  =  63'  22"  =  3802" 

nnd  die  Formel  ±  ^  ^(A  —  Ä)  (Ä  -\-  Ä')    giebt 

±  4370''  =5  ±  72'  50",    so  dass  man  folgende  Zeiten 
erhält 

Anfang  der  Finsterniss 
=  T+t^— 72'  60"  =  17*  33'  38 

Ende  der  Finsterniss 
=  r  +  t'  +  72'  60"  =  19*  59'  28 

Die  Finsterniss  findet  also  in  Paris  am  13*  Sept. 
des  Morgens  von  halb  sechs  Uhr  bis  um  acht  Uhr 
statt;  sie  ist  aber  grösstentheils  nicht  sichtbar,  da 
der  Mond  bald  nach  dem  Anfange  der  Verfinsteruxur 
nntei^eht.  ^  ^ 

§.  496. 

Anstatt  den  Eintritt  und  Austritt  der  Mondsfleclen 
ZVL  beobachten,  deren  Zeitpunkte  sicli  nur  durch  sehr 
langweilige  Rechnungen  bestimmen  lassen  würden, 
-wenn  man  den  Meridianunterschied  zweier  Oerter 
vermittelst  derselben  finden  wollte,  und  keine  cor- 
respondirenden  Beobachtungen  wie  §.  490-  gemacht 
worden  wären,  pflegt  man  die  Sehne  PQ  des  verfin- 
sterten Theils  zu  messen,  uAd  die  beobachteten  Zeit- 
punkte mit  denjenigen  zu  vergleichen,  die  man  für 
dieselbe  Grösse  der  Sehne  an  einem  bestimmten  Orte 
von  bekannter  Länge  durch  Rechnung  gefunden  hat 
Man  setze  PQ  =  2^,  so  wird 

sin  QLN  =      ^  * 


sin  QCN  = 


*  s 


L'C*  =  X'ß»  +  C'j2»  ±  2.  L'Q,  C'Q.  cm  L'QC 


i 


497 

oder  ancfa,  wenn  man  die  frühem  Bezeichnungen  ein- 
führt: 

AA  =  rr  +  pp  ±  2rp  cosLQC. 

Nun  ist  aber 

cos  LQC  =  coaiQLN  —  QaN) 

=  cos  QLN.  cos  QCN  +  sin  QLJY.  sin  QCIT 

^  "^rr  —  SS.    Vpp  —  SS  -|-  ss 

r.  p 
folglich  wenn  man  diesen  Wertli  in  vorige  Gleichung 
einführt 

AA  ==  (pp  — 55)  +  {rr  —  ss)  ±  2  V(pp  —  ss)  (rr  —  ss) 
und  wenn  man  die  Wurzel  auszieht 
A  =  Y^pp  —  SS  d:  ^rr  —  Tsl 

Man  muss  das  obere  Zeichen  nehmen,  so  lange 
beim  Eintritt  die  Sehnen  zunehmen  und  beim  Austritt 
abnehmen ;  das  untere  Zeichen  im  entgegengesetzten 
Falle. 

Hat  man  durch   diese  Formel    den  Abstand   der- 
Mittelpunkte  A  für  diese  Länge  der  Sehne  gefunden, 
80  giebt  die  Gleichung  (§.  4940 


cos  i 


t  =  t'±  — _.  VU-A')  {A  +  A') 

oK 

die  zügehörige  Zeit  U  Das  obere  Zeichen  gilt  für 
den  Austritt,  das  untere  für  den  Eintritt  des  Mondes 
in  den  Schatten. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken ,  dass  der  beobachtete 
"Werth  -von  *  nicht  direct  angewendet  werden  darf, 
sondern  dass  man  ihn  erst  auf  denjenigen  Werth  re- 
duciren  muss,  welchen  die  halbe  Sehne  dann  haben 
würde,  wenn  sich  der  Beobachter  im  Mittelpunkte 
der  Erde  befände.  Es  sey  zu  diesem  Ende  T  der 
Mittelpunkt  der  Erde  (fig.  14.) ,  in  L  der  Mond ,  in 
O  der  Beobachter ,  sa  verhalten  sich  die  Längen  der 
Sehnen  von  T  und  von  0  aus  gesehen,  umgekehrt 
wie  die  Entfernungen  LTj  LO.  Bezeichnet  man  da- 
her die  Länge  der  Sehne,  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
aus  gesehen,  durch  2^,  so  hat  man 

•2y:2.  =  ^:^ 

32 
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LO 

•  =  '•  IT- 

Nun  sey  die  Höhe  des  Mondes  über  dem  Hori- 
zont =  Ä,  80  wird  iOr=  90**  H-Ä,  also 

LT'  =  LO^  +  Or»  +  2L0.  OT.  sinh 

oder  wenn  man  durch  LT  dividirt,    und   bemerkt, 

OT 
dasB  -=r^  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes  =  er  ist, 

iO»    ,      .    .    ^     LO    .   ^ 

*  ^  LT^  +  ^*  +  2«^  ^  «««Ä 

und  hieraus  folgt 

—  =  —  vf  sinh  +  V*(l  —  w*  co*Ä*) 

oder  wenn  man  die  Potenzen  von  f7  vernachlässigt 

--r— .  =  1  —  "By  sink 
LT 

S'    ==    5(1 W   5Z7I  Ä). 

Da  'Bf  immer  kleiner  als  Vs  ^t,  so  sieht  maii| 
dass  die  corrigirte  Sehne  immer  nur  äusserst  wenig 
von  der  beobachteten  verschieden  seyn  wird. 

Sobald  der  Schatten  dem  Mittelpunkte  des  Mon- 
des sehr  nahe  ist,  ändert  sich  die  Lä'n^  der  Sehne 
sehr  langsam,  und  dann  ist  es  vortheilhafter  den  er- 
leuchteten Theil  des  Mondes  zu  messen.  Bezeichnet 
man  diesen  durch  e,  so  erhält  man 

e  =:  A  +  r  —  ^i 
A  =   p  +c  —  r... 
und  nach  der  obigen  Formel      ' 

«  - 

lässt  sich  dann  die  diesem  Werthe  von  A  asngefiorige 
Zeit  t  leicht  berechnen. 

§.    497. 

Bald  nach  der  Erfindung  der  Femröhre  zeigte 
sich  in  den  Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten  ein 
neues  Mittel  die  geographische  Länge  leicht  auf  ähn- 
liche Weise  wie  durch  Mondfinsternisse  zu  bestim- 
men. Galilaei,  Marius  und  Harriot  entdeckte 
nämlich  gegen   das  Ende  des   Jahres  1609   und  den 
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Anfang  des  Jahres  1610,  dass  der  PJanet  Jupiter  vier 
Trabanten  mit  sich  um  die  Sonne  führe,  die  sehr 
häufigen  Verfinsterungen  unterworfen  waren ,  indem 
sie  in  den  hinter  dem  Planeten  befindlichen  Schatten 
eintreten.  Wegen  der  in  dieser  Rücksicht  vortheil- 
haftesten  I^age  der  Bahnen  der  Trabanten ,  deren 
Ebenen  mit  der  Ebene  der  Bahn  des  Haupttrabanten 
fast  zusammenfallen,  und  wegen  der  kurzen  Umlaufs- 
zeit derselben  treten  diese  Jupiterstrabantenverfinst^- 
rungen  viel  öfter  ein  als  die  Mondfinsternisse,  deren 
in  jedem  Jahre  nie  mehr  als  zwei,  und  zuweilen  gar 
keine  sichtbar  sind.  Man* kann  annehmen,  dass  aller 
zwei  Tage  beim  ersten  Trabanten  (der  dem  Jupiter 
am  nächsten  liegt)  entweder  ein  Eintritt  (Immersion) 
oder  ein  Austritt  desselben  (Ennersion)  aus  dem 
Schatten  statt  findet.  Schon  sehr  früh  hatte  man 
daher  versucht  Tafeln  für  die  Bewegung  derselben 
herzustellen,  um  die  gemachten  Beobachtungen  der 
Finsternisse  zur  Auffindung  der  Länj^e  benutzen  zu 
können,  allein  erst  durch  die  Bemühungen  von  De- 
lambre,  der  eine  sehr  grosse  Men^e  Beobachtungen 
dieser  Trabanten  anwendete,  und  aie  von  Laplace 
entwickelte  Theorie  der  Ungleichheiten  der  Bewegung 
benutzte,  sind  wii*  in  den  Stand  gesetzt,  diese  Er- 
scheinungen mit  Vortheii  bei  der  Bestimmung  der 
Länge  anwenden  zu  können ,  indem  höchst  selten  die 
nach  diesen  Tafeln  berechneten  Verfinsterungen  von 
den  besten  Beobachtungen  um  fnnfzehn  Secunden  ab- 
weichen, und  diese  Genaui^eit  hat  die  frühern  Ta- 
feln von  Wargentin  und  Bailly  ausser  Gebrauch 
gebracht. 

Es  ist  nur  zu  bedauern,  dass  diese  Methode  der 
Längenbestimmung,  obgleich  sie  für  Landreisen  *  sehr 
vortheilhaft  ist,  sich  auf  der  See  selbst  gar  nicht  an- 
wenden lässt,*  indem  durch  die  immerwährende  Be- 
WiBguög  des  Schiffes  es  dem  Beobachter  unmöglich 
wird,  den  Trabanten  im  Gesichtsfelde  des  Fernrohrs 
zu  erhallten,  um  so  mehr,  da  zu  Beobachtungen  die- 
ser Art  stark  vergrössernde  Fernröhre,  die  daher 
zugleich  eine  ,  verhältnissmässig  grössere  Länge  be- 
sitzen, angewendet  werden  müssen.  Man  hat  zwar 
zur  Bequemlichkeit  der  Beobachter  freihängende  Sitse 
(chaises  marines)  vorgeschlagen   (man  hat  deren  voir 


nn* 
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Besson  1650,  Irwin  1760,  Fyot  1771),  allein  die 
Erfahrung  hat  gezeigt ,  dass  ihre  Anwendung  Ton 
keinen  Nutzen  ist.  Maskelyne,  der  auf  seiner 
Reise  nach  Barbadoes  einen  Irwin'schen  Sitz  hatte, 
meint  8()<;^ar,  dass  ihm  die  Beobachtungen  ohne  eine 
solche  Vorrichtung  besser  gelungen  wären,  als  mit 
Anwendung  derselben. 

Stellt  man'  die  Beobachtungen  der  Finsternisse 
auf  dem  festen  Lande  an,  so  ist  mah  ebenfalls  Ton 
einem  zufalligen  Umstände,  nämlich  der  Stärke  des 
Fernrohrs  abhäDgig,  indem  zwei  Beobachter  mit  un- 
gleichen Fernröhren  versehen ,  die  Zeit  des  Eintritts 
oder  des  Austritts  immer  verschieden  angeben  wer- 
den, da  derjenige,  welcher  mit  dem  starkern  Fern- 
rohr beobachtet,  den  Trabanten  später  verschwinden 
und  auch  eher  wieder  hervortreten  sieht. 

Hell  in  Wien ,.  welcher  diese  Methode  die  Län- 
ge zu  bestimmen  allen  übrigen  vorzog,  gab  folgende 
Regeln  ap,  die  man  bei  der  Beobachtung  der  Finster- 
nisse befolgen  sollte.  1)  Beobachte  man  blos  die  Ver- 
finsterungen des  ersten  und  zweiten  Trabanten,  da 
diese  die  schnellste  Bewegung  haben,  also  die  Zeit 
des  Verschwindens  und  des  Hervortretens  aus  dem 
Schatten  in  engere  Gränzen  eingeschlossen  ist.  2)  Ge- 
brauche man  immer  dasselbe  Fernrohr.  3)  Man  neh- 
me zur  Längenbestimmung  so  viel  Eintritte  als  Aus- 
tritte. 4)  vVähle  man  die  Beobachtungen  nicht  zu 
nahe  bei  der  Opposition  des  Jupiters,  oder  zur  Zeit 
der  Dämmerung,  oder  wenn  Jupiter  sich  nahe  am 
Horizont  beffndet.  5)  W^ende  man  eine  grosse  Menge 
oorrespondirender  Beobachtungen  an.  Die  sech^ 
Regel,  dass  man  die  Zeit  genau  bestimmen  müsse, 
versteht  sich  von  selbst. 

^       ^  §*    498. 

Um  die  ]>|eridianiinterschiede  von  Oertem  sn  be- 
stimmen die  keine  zu  grosse  Entfernun^von  einander 
haben  9  wendet  man  Pulyersignale  an.  Man  zündet 
nämlich  auf  einem  zwischen  beiden  Oertem  liegenden 
erhabenen  Standpunkt  in  gewissen  vorher  bestimmten 
Zeiträumen  eine  hinreichende  Quantität  Pulver  an» 
wovon  der  augenblickliche  Blitii  an  den  beiden  Oerr 
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tern  gesehen  werden  4ann,  deren  Län^enunterschied 
bestimmt  werden  soll,  während  die  an  diesen  0er- 
tern  befindlichen  Beobachter  die  Erscheinung  des 
BHtzes  an  einer  genau  nach  Sternzeit  gehenden  Uhr 
bemerken.  -  Der  Unterschied  der  Beobachtuni^szeiten 
giebt  die  Meridiandifierenz  an.  Dieses  Mittel  den 
Unterscliied  der  Liänge  zu  bestimmen,  wird  gewöhn- 
lich bei  Messungen  von  Längengraden  angewendet. 
So  wurden  z.  B.  zwischen  Saint  Preuil^und  Ma- 
rennes  folgende  Zeitunterschiede  im  October  1823 
vermittelst  der  Signale  beobachtet,  (Connoissance 
de  tems  1829),  wo  die  neben  den  Zeitunterschieden 
stehenden  Zahlen  die  Unterschiede  vom  Mittel  sind: 


3'  48"52  +  0"49 

3'49"22    - 

-  0"21 

48,75  +  0,24 

49,36    - 

-  0,35 

48,97  +  0,04 

49,03    - 

-  0,02 

49,10  —  0,09 

49,32    - 

-  0,31 

48,78  - 

h  0,23 

49,14    - 

-  0,13 

48,76  - 

-  0,25 

49,37    - 

-  0,36 

48,75  +  0,26 

49,07    - 

-  0,06 

49,10  —  0,09 

48,77    +  0,24 

48,87  +  0,14 

49,12    - 

-  0,11 

48,71  - 

-  0,30 

49,12    - 

-  0,11 

48,83  - 

-  0,18 

49,40    - 

-  0,39 

48,60  - 

-  0,41 

49,13    - 

-  0,12 

49,23  —  0,22 

49,47    - 

-0,46 

48,95  +  0,06 

49,47    - 

-  0,46 

49,18  —  0,17 

48,77    H 

-  0,24 

48,98  +  0,03 

48,60    - 

-  0,41 

49,18  —  0,17 

49,13    - 

-  0,12 

48,97  - 

-  0,04 

49,07    - 

-  0,06 

48,96  - 

-  0,05 

48,67    H 

-  0,34 

48,81  —  0,20 

48,69    - 

-  0,32 

49,05  —  0,04 

49,43    - 

-  0,42 

49,40  -  0,39 

48,42    H 

-0,59 

49,11  —  0,10 

49,22    - 

-  0,21 

Mittel  3'  49"012. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  giebt  3"332, 
folglich  wenn  man  diese  Summe  durch  46  —  1  divi- 
dirt  und  aus  dem  Quotienten  die  Quadratwurzel  zieht, 
so  erhält  man  den  mittlem  Fehler  einer  Beobachtung 
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=  0"272,    und   den  mittlem  bei  dem  Endresultat  zu 
befürchtenden  Fehler  =  0'0401. 

§.     499. 

Die  bisher  betrachteten  Mittel  die  g^eo^aphische 
Lange  zu  bestimmen ,    qämlich  die  Mondfinsternisse^ 
Jupiterstrabantenverfinsterungen    und    Signale    durch 
Pulverentzündungen,  sind  von  der  Beschaffenheit,  dass 
die  Erscheinungen,  die  sich  bei  ihnen  darbieten ^  und 
deren  Zeiten  zur  Auffindung   der  Länge  dienen ,    für 
alle  Beobachtungsörter  in    demselben  Augenblick  ge- 
sehen werden,    und  daher  ohne  weitere  Reductionen 
gebraucht   w^erden  können.      Anders  verhält   es  sich 
aber  bei  Beobachtungen  von  Sonpenfinsternissen,   Be- 
deckungen der  Sterne  vom  Monde,  und  Vorübergän- 
^en   der   untern  Planeten ,    Mercur   und   Venus   vor 
der  Sonnenscheibe.      Hierbei  würde  man  einen  gros- 
sen Fehler  begehen,  wenn  man  au$  dem  Unterschiede 
der  Zeiten,    zu  welchen   eine  und    dieselbe  Erschei- 
nung sich   an  verschiedenen  Oertern   der  Erde  zeigt, 
direct  auf  den  Unterschied  der  geographischen  Länge 
der  Beobachtungsörter  schliessen  wollte,    sondern  es 
ist -ZU  ihrer  Vergleichung  notliwendig,    alle  diese  Be- 
obachtungen auf  einen   bestimmten  Ort  der  Erde  in 
reduciren,  so  dass  man  die  Zeiten  der- verschiedenen 
Erscheinungen  so  erhält,    als  ob  alle  Beobachter  sich 
in   diesem  Punkte    beisammen  befunden   hätten ,    und 
jeder   nach    seiner   eigenen  Zeit,    die  ,dem  Beobach- 
tungsort auf  der  Oberfläche  der  Erde  entspricht,    die 
Erscheinungen    bemerkt   hätte.      Zu   diesem   gemein- 
schaftlichen Punkt   erwählt   man  immer  den  Mittel- 
punkt  der  Erde ,    für   welchen   Punkt   alle    aus    den 
Tafeln  für  die  Bewegung  der  So^ne,  des  Mondes  und 
der  Planeten  berechneten  Oerter  gelten.      Man  nenot 
diese  die  wahren  Oerter  der  Himmelskörper,    zum 
Unterschiede  von  denen  auf  der  Erdoberfläche  beob- 
achteten, welche  die  scheinbaren  heissen;  die  Dif- 
ferenzen zwischen  den  wahren  und  scheinbaren  Oer- 
tern sind  die  Parallaxen.     Wir  wollen  zuerst  zeigen, 
wie   sich   die  scheinbaren   oder  beobachteten   Oerter 
dos  Himmelskörpers  auf  wahre  reduciren  lassen. 
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§.   500. 


E 


Man  denke  sich  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde, 
den  wir  als  ruhend  betrachten,    drei  sich  rechtwink- 
licht  durchschneidende   Axen  gelegt,    von  denen   die 
erste  die  Axe  der  x  nach  den  Nullpunkt  des  Widders 
oder  den  Frühlingsaequinoctialpunkt,    die  zweite  der 
y  nach  den  Nullpunkt  des  Krebses  oder  den  Sommer- 
solstitialpunkt,   und  die  dritte  nach  dem  Nordpol  der 
£cliptik  (da  die  ersten  in  der  Ebene  der  Ecliptik  lie- 
fen) gezogen  ist.      Wir  zählen  zugleich  die  positiven 
/oorainaten  irgend  eines  Punktes   nach    den  angege- 
^benen  Richtungen,  die  negativen  in  den  entgegensetz- 
ten.    Nun  seyen  die  drei  Coordinaten  eines  Himmels* 
körpers  zu  irgend  einer  Zeit  Ti    X,   T,  Z, 
die  wahre  Länge  des  Himmelskörpers  =  X, 
—      —      Breite  —  —  =  -^j 

der  Abstand  desselben  vom  Mittelpunkte  der  Erde 

==  yx*  +  y»  +  Z«  =  jR, 

so  hat  man  leicht  die  drei  Gleichungen 
X  =  R,  cos  L.  cosJBf 
Y  =  R,  sin  L.  cos  B^ 
Z  =  R.  sin  B, 

Eben  so  seyen  zu  derselben  Zeit  die  drei  Coor- 
dinaten des  Beobachtungsortes  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  x^  y^  z\  zieht  man  dann  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  durch  den  Beobachtungsort  eine  Linie  bis  an 
die  Himmelskugel,  so  wird  diese  in  einem  Punkte 
getroffen  werden ,  dessen  Lage  durch  seine  Länge 
und  Breite  ebenfalls  bestimmt  wird.  Die  Länge  sey 
=  Z,  die  Breite  =  ^,  und  der  Abstand  des  Beobach-i 
tungsortes  vom  Mittelpunkte  der  Erde 

=  yfxx  +  yy  +  zz  =  r 
und  man  erhält  wie  vorhin 

x  =  r,  cosL  cosbf 
y  =z  r,  sinL  cosb^ 
z  =  r.  sinj}. 
Denkt  man  sich  ferner  durch  den  Beobachtnngs- 
ort  drei  Axen  gelegt,    welche  den  früher  erwähnten 
parallel  laufen,    und  nennt  die  drei  Coordinate^n  de« 
Himmelskörpers  ffegen  diesen  Anfangspunkt  X,  Y%  Z! 
die  scheinbare  Länge  des  Himmelskörpers  =  L\ 
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die  scheinbare  Breite  des  Himmelskörpers  =  B^ 
und  seinen  Abstand  vom  Beobachtangsorte 

so  kommt 

X  =  R'.  cos  V.  cos  S 
r  =  R'.  sin  U.  cos  B' 
Z  =  /('•  sin  B\ 

Man  sieht  aber  leicht,  das«  man  zwischen  diesen 
neuen  Coordinaten  folgende  drei  Gleichungen  hat : 

r  =  r  +  j 

Z  ^  Z'  +  z 
und  wenn  man  statt  derselben  ihre  Werthe  setzt: 

1)  R.cosL.cosB  =  R\cosL'*cosB'  +  ncosl.  cosh, 

2)  R.sinL.cosJS  ==;  R\sinL\cosB'  +  r.sinl.cosb. 

3)  Ä.  5J/J  B  =  Ä'.  5Z7J  J?'.  +  r.  *m  ä. 

Man  ^adrire  die  drei  Gleichungen  und  addire 
sie  dann,    so  wird 

RR  =;=  R^  ^  rr  -^^  2rR'  cos^i 
cos  II  ;==:  cosB'*  cosb.  cos(L'  —  /)  +  ^i^B'*  9inb. 

Nimmt  man  nun  ' 

ii'  =  Ä(i_p) 

r  :=:i  R  sin  IS , 
80  reducirt  sich  diese  Gleichung  auf 

0  ==  pp  —  2p  +  sin'm^  -f-  2cos fu  sinvf  (1-^p) 
und  hieraus  ergiebt  sich 

p  «=  1  +  ^^* f*'  ^i^ '^  —  V^l  —  sin^^  sin'Gi^^ 
Der  Winkel  ist  ist   die  Horizontalparallax©  de« 
Himmelskörpers,   und  da  diese  immer  Uein  ist,    so 
darf  man   alle  Potenzen   von  sin'^^    die    die   zweite 
übertreffen,  vernachlässigen,  und  es  wird  daher 

4)  p  =  cos  y^  sin  IS  +  t«»f**  sin'us** 

Für  alle  Himmelskörper,  den  Mond  ausgenom- 
men >  kann  man  auch  noch  das  Quadrat  von  sin 'S 
weglassen,  ohne  einen  merklichen  Fehler  zu  begehen. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Glei- 
chung (2),  so  erhält  man 

R\  sin  L'  cos  B'  -f-  r.  sin  l,  cos  h 

tang  JL  =  rr-. ■  ■ 

Ä'.  cos  U  cos  B*  +  r.  008  L  cos^  h 

oder  wenn  man  für  R^^  r  ihre  Werthe  setzt 


tangL  = 
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(1  —  p)  sin  U  cos  jff  +  sin  «r.  sin  l.  cos  b 


(1  —  p)  cosL*  cos  B'  +  sin  w.  cosL  cos  b 

-  _  sin  '&.  cos  b  (sin  l  —  cos  L  lang  L') 

tgL  —  tgL'  = 


(1 — p)  cos  U  cosB'  +  sin  w.  cos  L  cos  b 

und  hieraus,  da 

_  _,        sin{L.—  L) 

tangL  —  tangL   =  =-: -• 

cos  L  cos  L 

.  ,  _.        ^  ,  C05  L  sin  tff.  C0.9  &.  sinll  —  L') 

sin(L  —  X)  = 


(1  —  p)  C05  L'  cos  B'  +  «n  «r.  cos  L  cos  b 
Setzt  man  noch  ' 

.    p.  cos  L'  cos  B'  —  sin  tff.  cos  L  cos  b 

5) _- =  q^ 

cos  L'  cos  B* 
80  kommt  mit  Vernachlässigung  der  höhern  Potenzen 
von  q 

'  /r       r /\         ^^* ^'  *^^ ^*  ^^* ^ sin{l  —  L') (1  +  ^) 

6)  sin{L  —  L^  =  =—- — — . 

cos  Xi'  cos  B 

Dass  hierbei  die  unbekannte  währe  Länge  L  in 
der  Formel  bei  cos  L  vorkommt ,  thut  nichts  zur 
Sache,  indem  man  meistentheils  ohne  Fehler  statt  X, 
L'  nehmen  kann,  und  sollte  dies  eWa  bei  dem  Mon- 
de eine  kleine  Unrichtigkeit  hervorbringen,  so  -wie- 
derholt man  die  Rechnung,  indem  man  den  zuerst 
gefundenen  Werth  von  L  —  X'  zu  X'  addirt,  und 
so  X  erhält.  Die  Gleichung  (3)  giebt,  wenn  man 
mit  R  dividirt 

sinB  —  sinB'  =  sin^  sinb  —  p.  sinB' 
oder  auch 

.  ^B  —  i?^x  sinis^  sinb  —  p.  sin  B* 

7)  ««(^— ^— ;  =  2,o,j(^  +  5^) 

Auch  hier  gilt  rücksichtlich  des  unbekannten 
Werthes  von  B  dieselbe  Bemerkung  als  vorhin. 

Wollte  man  die  wahren  Oerter  auf  die  schein- 
baren reduciren,  so  braucht  man  nur  X  und  B  mit 
X'  und  B'  zu  vertauschen,  und  sinas  negativ  zu 
nehmen. 

Man  sieht  übrigens  leicht  ein,  dass-dieselben  For- 
meln sich  auch  zur  Berechnung  der  Parallaxe  in  gra* 
der  Aufsteigung  und  in  Declination  gebrauchen  lassen, 
wenn  man  nur  statt  der  Länge  und  Breite  die  grad© 
Aufsteigung  und  Declination  nimmt« 
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§.    501. 

Wir  haben  also  zur  Berechnnng   der  Parallaxen 
die  Formeln :  " 

Wahrer    Ort   aus   dem   scheinbaren. 

co$  \Ji>  =  coB  B'  cos  b.  cos{L' —  Z)  +  sin  B'  sin  b 
p  =  cos  fi.  sin  w  -4"  J  sin  fi*.  sin  lar* 

p.  cos  U  cos  B'  —  sin  txr.  cos  l,  cos  b 

^  ■"  cosU  cosB' 

. '    _       -..         cosL. sin  w.  cos  b  sin(l — Z')  (1  +  q) 

sin{L—L')  =  -— -— ~ 

cos  L.    cos  IS 

Scheinbarer  Ort  aus   dem  \?ahren. 

cos  \i  =  cos  B.  cos  b,  cos{L  —  Z)  +  sin  B.  sin  b 
p'  =  cos  ft,  sin  w  — r  i  «n  ft*.  äz«  lar* 
,        p'  cos  X.  C05  5  —  5m  tsr  co*  Z,  co*  b 

cos  L.  cosB 

j.       j.^        cos  U.  sin  w.  cos  b  sin(l  —  Xr)  (1  —  q*) 

Sin{L  —  Ij)  =  . — - — ---; —  * 

cos  L,  cos  13 

,^      _.          sin'Sf  sin  b  —  p'  sin  B 
sini(B—B)  =  ' . 


§.   502. 

Wir  müssen  nun  sehen,  wie  sich  die  Länge  l 
und  Breite  b  des  Beobachtungsortes  auf  die  Himmels- 
kugel  projicirt  finden  lässt.  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dass  die  Projection  sich  im  Meridian  des  Beobach- 
tungsortes befindet  und  das  wahre  Zenith  ist,  folglich 
ist  ihre  grade  Aufsteigung  der  in  Bogen  verwandelten 
Sternzeit  gleich,  welche  zur  Zeit  T  am  Beobach- 
tungsorte gezählt  wird.  Die  Declination  des  Punktes 
wird  durch  die  geocentrische  Breite  des  Beobach- 
tungsortes ausgedrückt  werden.  Bezeichnet  man  da- 
her die  in  Bogen  ausgedrückte  Sternzeit  durch  a, 
die  geocentrische  Breite  durch  ^,  so  hat  man,  wenn 
e  die  Schiefe  der  Ecliptik  bedeutet,  und  man  die» 
HülÜBwinkelnj  v»  so  annimmt,  daM 
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tang  5 
tangu  =  — — , 
sin  a 

cosv  =  cosa.  cos  9 

wird,    folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  b 

und  l: 

sin  h  ==  sin  v,  sin(u  —  e) 

tang  l  =  tang  v.  cos{u  —  e). 

Diese  Formeln  lassen  sich   leicht  folgendermassen 

ableiten :    Es  sey  AQ  (fig.  14.)  die  Ecliptik,    AC  der 

Aequator,  S  der  Punkt  auf  der  Himmelskugel,  so  ist 

AD   seine    grade   Aufsteigung,    SD   die   Declination, 

AB  die  Länge,  SB  die  Breite  desselben.     Zieht  man 

dann  noch  den  Bogen   eines  grössten  Kreises  ASy    so 

ist  u  =  /LSADf    V  =  ASf    und  die  Gleichungen  für 

b  und  Z  ergeben  sich  aus  dem  Dreieck  ^<Si7,  da.CAß 

der  Schiefe  der  Ecliptik  gleich  ist- 

§•   503. 

Die  geocentrische  Breite  eines  Ortes  ist  bekannt- 
lich von  der  geographischen  verschieden,  und  au» 
den  Untersuchungen  nie  hierüber  §.  24ö-  geführt  sind 
ergiebt  sich,    dass  wenn 

die  geocentrische  Breite  =  3, 

die  geographische   • —       =  Py 

die  Abplattung  der  Erde  =  «  . 
gesetzt  wird,  dann  mit  Vernachlässigung  der  höhern 
Potenzen  der  Abplattung 

d  ==  p  —  a.  sin  2p 

1 

seyn  muss.    Nimmt  man  a  =         -',  so  kommt,  wenn 

■  '  297^4^  ' 

man    die   Grösse    welche   von  p    ab^zogen   werden 
muss  in  Secunden  haben  will 

3  =  p  _  694".  sin  2p. 

§.   504. 

Die  in  den  vorigen  Rechnungen  gebrauchte  Ho- 
rizontalparallaxe 17  muss  erst  durch  eine  R^duction 
aus  der  abgeleitet  werden,  welche  die  Tafeln  geben* 
Da  nämlich  die  Erde  keine  Kugel  ist,  so  hat  r  nicht 
für  alle  Beobachtungsörter  einerlei  Werth,    und  die 
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Tafeln  müssen  die  Horizontaiparallaxe  für  einen  be- 
stimmten Werth  von  r  geben,  für  welchen  der  Halb- 
messer des  Aeqnators  angenommen  ist.  Bezeichnen 
wir  diesen  durch  a,  die  Aeguatorealhorizontalparall- 
axe  durch  n  9   so  hat  man 

a  =  R»  sin  n ,         r  =  R.  sin  ts 
und  aus  der  bekannten  Gestalt  der  Erde,  wenn  p  die 
Poiböhe  bedeutet: 

r  =  a  (1  —  a  sinp^). 

Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  a»  n 
R  f   so  bleibt 

sin  tor  =  sin  11  (1  —  a  sin  p^^^ 
wo  man  statt  der  Sinus  von  tsr  und  11  ohne  Fehler 
die  Winkel  selbst  nehmen  kann.  Diese  Correction 
ist  aber  blos  bei  dem  Monde  merklich,  wo  sie  höch- 
stens 12''  betragen  kann^  bei  allen  übrigen  Himmels- 
körpern kann  sie  vernachlässigt  werden. 

§.   605. 

Der  Halbmesser  des  Himmelskörpers,  den  man 
aus  den.  Tafeln  entnimmt,  bedarf  ebenfalls  einer  Cor- 
^  rection,  da  derselbe  die  scheinbare  Grösse  angiebt, 
die  der  Körper  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ge- 
sehen haben  würde.  Nennt  man  daher  den  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen  Halbmesser  A,  den 
vom  Beobachtungsort  A,  den  wahren  Halbmesser  2?, 
so  ist 

D  =  R.  sinA,        n  =  R.  sin  A', 
wo  R  und  R'  die  Abstände  des  Himmelskörpers  vom 
Mittelpunkte  dwLEr^e  und  vom  Beobachtungsorte  be- 
deuten»   Es  wira  hieraus 

R 

sin  A'  a^  — .  sin  A. 

sinA         .^  . 

.    (§.  500.) 


folglich  auch 


1-e 

=  sin  A  (1  +  p) 


A'— A        A'-fA 
sin  A* —  sin  A  =:  2sin  —  eos  — ; =  p.  sin  A 
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und   wegen   der  Kleinheit   des  Unterschiedea    A'  —  A 
und  der  Grösse  A  selbst  kann  man 

A'— A  =  p.  A 
setzen.      Nur   bei   dem  Monde  wird   es  nothwendig 
diese  Verbesserung  anzu>yenden. 

§.   506. 

Wir  wollen  diese  Formeln  zur  Berechnung  der 
Sonnenfinsterniss  vom  28.  October  1799  gebrauchen, 
deren  Ende  v.  Humboldt  in  Cumana  beobachtete, 
und  daraus  die  Lange  dieses  Ortes  ableiten.  Das 
Ende  fand  statt  um  ^ 

T  =  1799.    October  28.    2*  14'  23"4 
nach   mittlerer  Zeit    in    Cumana.      An    diesem  Tage 
war  die  Sternzeit   im  mittlem  Mittage,    also  am  28. 
October,   0*  0'  0" 

=  14*  27'  8"8. 
Addirt  man    hierzu  die  mittlere  Zeit  der  Beob- 
achtung nach  Mittag  und  die  diesem  Zeitraum  zuge- 
hörige Voreilung  der  Fixsterne,  so  kommt 

14*  27'    8"8 

+    2.  14.  23,4 

Voreilung    +  22,1 

16*  41'  54"3  =   der  graden  Auf- 
steigung des  Zeniths 
in  Zeit. 
Reducirt  man  dies  auf  Bogen ,  so  wird 
a  =  250°  28'  34"5. 
Die  Polhöhe  von  Cumana  ist 

p  =  10°  27'  55'^  nördlich 
also  nach  §.  503*  die   geocentrische  Breite  des  Beob- 
achtungsortes oder  die  Declination  des  Zeniths 

9  =:z  p  —  694"  sin  2p 
=  10°  23'  47". 
Die  Schiefe  der  Ecliptik  ist 

e  =  23^  28'  4". 
Man  erhält  nun  vermittelst  der  Formeln  (§.502.) 
tangS  =  9.2635631 
sina  =  9.9742828»  ' 

tangu  =  9.2892803« 
«  =  —  ll-  0'  66" 
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cosd  =z  9.9928109 
cosa  =  9-5240032/1 

co$v  ==  9.5168141  n 

V  =  260°  48'  34'' 

sinv  =  9.9751700« 

sin{u  —  e)  =  9.7529442« 

j//iJ  =  9.7281142" 
i  =  +  32"«  19'  26" 
^  ffl/igv  =  0.4583558 
cosQu  —  c)  =  9>91608O5 

rflwgZ  =r  0.3744363 
/  =  247"  6'  30" 

•wodurch  dl«  Lange  und  Breite  dea  Zeniths   gefun- 
den sind. 

Nehmen  wir  provisorisch  die  Länge  von  Cumana 
=  4*  26'  4"  westlich  von  Paris 
an ,  so  erhält  mian  die  Zeit  der  Beobachtung  des  En- 
des der  Finsterniss  nach  Pariser  Zeit 

.      ==  6*  40'  27"4 
'  und  für  diesen  Zeitpunkt  erhält  man  aus  den  für  den 
Pariser  Meridian  berechneten  Tafeln 

wahre  Länge  des  Mondes  =      216'*  4'32"27  =  Z 
~     Breite    —      —        =+     0.    3.39,15=^ 
Aequatorealparallaxe  =  1.    1.23,26  =  11 

Halbmesser  des  Mondes  =  16.  45,24  =  A 

wahre  Länge  der  Sonne  =      215-22.   4,01  =i» 
—      Breite   —      —      =»  +  0,24=5^ 

Horizontalparallaxe  =        ,  8,76*=  H» 

Halbmesser  der  Sonne  =  16.    7,66  =  A'v, 

Wir  haben  die  für  die  Sonne  geltenden  Elemente 
mit  einer  Null  bezeichnet,  um  sie  von  denen  des 
Mondes  zu  unterscheiden.  Man  hat  nun  nach  den 
•  s weiten  Formeln  §.  501.,  und  den  Formeln  für  die 
Correctionen  der  Parallaxe  und  des  Halbmessers  §. 
504  und  505. 

sin  IS  =  sin  TL  (1  —  a  sin  p^) 
oder  auch  tsr  =:  n  (1  —  a  sin  p^).    Nun  ist  II  in  Se- 
cunden  ausgedrückt  ==  3683"26 

loglL  ==  3.5662a 
log  a  Ä  7.Ö2666 
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sinp^  =  8.51842 


,  9.61141 


0"4i  =  n«  jsinp^ 
also  tar  =  3683"26  —  0"41  =  3682"85  =  1*  1'22"85 
cos  ft  ==  cos  B,  cos  b  cos(JL  -jl  0  H"  ^^^  •^'  *"*  *• 
cos  B  ==  0.00000  sin  B  =  7.0W31 

cosb  =  9.92688  %inb  2=  9.72811 


cos{L  —  l)  =  9.93291  6.75442 

9.85979  +  0^00057 

+  0,72408 


0,72465=  CO*  ft 
ft  =  43°  33'  35" 
p'  e=z  cos  ^  sin  IS  —  i  sin  ft*  sin  is^ 

p'.  cos  X.  cos  B  —  sin  tr.  cos  l,  cos  h 

q'  =  . ■ 

cos  L  cos  B 
logg'  =  8.10931  —  10 
g'  =  +  0,002011 

j,       y  sin  tar  cos  L'  cos  b  sin{l  —  L)  (1  —  q*) 

$in{L  —  L)  = . 

cos  L,  cos  B 

Statt  (OS  U   nehme  man  zuerst  cos  £ ,    so  wird 
der  genäherte  Werth  von  L  —  Li 

-  yr        y  .V         ^i^  '^'  ^05  b»  sin(JL  —  i) 

sin{L — L)  =  . _ 

cos  B 

\inrs  =  8.25174 

cosb  =  9.92688 

sin{l—L)  =  9.71226 

C.  cosB  =  0,00000 

^89088^=  fin{L  —  L) 
L  —  L'=  26'  44''41 

H  =  215^  37.  47,86 
>.89088 
cosL'  =  9.90999'/i 
C.  cosL  =  0.09246» 
logiX—q)  =  9.99913 

7.89246  =  sin{L  —  L) 
i  —  i'  =  26'  50"26 

also  scheinbare  Länge  des  Mondes 

=  215«  37'  4^'01. 
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Für  diö  Breite  hat  man 

sin  -Er.  sin  h  p.  sin  B 

sin  J  {B  —  B)  = 


2co«4(^  +  j?7        acosiiB  +  B) 

also  zuerst  nähernn^sweise 

.ir»        T^x          51« -er.  51«  Ä  „ 

sini{B—B)  ==       A       ^ Jp  ^fl/i^Ä 

2cos  jO 

B  —  B'=:        o°32'  49''15 
Ä  =  —  0.  29.  10,00. 
Der  genaue  Werth  von  B  —  B'  ergiebt   sich*  = 
+  32'  46"41,  also  die  scheinbare  Breite  des  Monges 

=  —  Qo  29'  7"26- 
Endlich    haben   wir    noch   den   Halbmesser  des 
Mondes  zu  berechnen 

A'  =  A  +  pA  =  16'  58"17. 
Für  die  Sonne  erhält  man 

die  scheinbare  Länge  =         215°  22'  1"08 
--         —  Breite  =  —  4,46 

den  scheinb.  Halbmesser  =  16.  7,69« 

§.    607. 

Es  befinde  sich  nun  zu  Anfang  oder  zu  Ende  der 

Finsterniss   der  Mittelpunkt   des  Mondes  in  My    der 

der   Sonne   in   S  (fij.  15.) ,    so   ist  MS   der  Abstand 

der    Mittelpunkte    ==    der   Summe    der    Halbmesser, 

MB  die  scheinbare  Breite   des  Mondes ,    SD  die  der 

Sonne,  so  hat  man  bekanntlich  in  dem  Viereck  BMSD 

cos  MS  =  sin  MB  sin  SD  +  cos  MB  cos  SD  cos  BD 

und  hieraus 

„  ^        cos  MS  —  sin  MB.  sin  SD 

cos  BD  s=  — — . 

cos  MB,  cos  SD 

Da  sich  aber  nach  dieser  Formel  unbequem  rech- 
nen lässt,  da  die  darin  vorkommenden  Winkel  alle 
sehr  klein  sind,  so  ziehen  wir  dieselbe  von  der  Glei- 
chung 1  =  1  ab ,  und  addiren  sie  ebenfalls  zu  dersel- 
ben i  hierdurch  erhält  man  die  beiden  andern  Glei- 
chungen 

cos(MB  —  SD)  —  cos  MS 

i  — cos  BD  =:  —  ^ 


±+cosBD  =1 


cos  MB.  cos  SD 
cosjMB  +  SD)  +  cos  MS 

cos  MB.  cos  SD 
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Dividirt  man  beid^  Gleichungen  durch  einander, 
so  kommt  nach  Ausziehung  def*  Quadratwurzel 

_      sin  Vi  (MS +SD--  MB),  sin  V^  (MS  +  Jlf B  —  SD) 
H  h       —V  cox  Vj  (MSr-  MB  —  SD),  cos  %  {MS  +  MB + SD) 
Im  vorliegenden  Falle  hat  man 
MS  =        16'  58"17  +  16'  7"69  =        33'  ö"86 
MB  =  — 29.    7,26,  SD  =;  —         4,46 

i  (ilf«  +  «Z)  —  iRf  J?)  =  31'  4"33 
1{MS+MB—  SD)  =  2.  1,53 
UMS— MB—  SD)  =  31.  8,79 
i{MS  'fMB+  SD)  =  1.  57,07. 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  voriger  Formel 

BD  =  15'  51'm 
Nun  ist  aber  BD  nichts  anders  als  der  beobach- 
tete scheinbare  Längenunterschied  der  Sonne  und  des 
Mondes  j    addiren  wir  daher  hierzu  den  Unterschied 
der  Längenparallaxen  des  Mondes  und  der  Sonne 

26'  50"2b  —  3"83  =  26'  46"43, 
so    erhalten   wir   den  wahren   Längenunterschied   zu 
dieser  Zeit,    wenn  sich  der  Beobachter   im   Mittel- 
punkte der  Erde  befände     =  42'  38"31. 
Für  diesen  Zeitpunkt  hat  man  aus  den  Tafeln 

stündliche  Bew.  des  Mondes  =  38'    4"22  in  Läi^ge 
—  —      der   Sonne  =     2.  30,08 

relative  Bew.  des  Mondes  =  35'  34,14. 
Dividirt  man  den  oben  gefundenen  wahren  Längen- 
unterschied durch  die  relative  stündliche  Bewegung 
des  Mondes,  so  erhält  man  die  Zeit,  welche  seit  der 
wahren  Conjunction  der  Sonne  und  des  Mondes  (wo 
beide  gleiche  Länge  haben)  verflossen  ist,  in  Secun- 
den  ausgedrückt 

42^  38"31  _  2558"31 

35'  34"14  ""  2134"14 

=  1*  11987  =?  1*  11'  55"5. 
Nun  wurde  das  Ende   der  Finsterniss  in  Cumana 
um  2*  14'  23"4    beobachtet ,    also    fand    die    wahre 
Conjunction  um  "^ 

1*  2'  27"9  mittlerer  Zeit 
in  Cumana  statt  *).     Addirt  man  hierzu  den  piroviso- 


*)  Et  Ut  einleucliteiid»  das«  wenn  der  Anfang  der  FitulernUs  bcobjichtct  werden 
-wSre,  so  miuite  man  den  Zeitunterichied  zur  Zeit  der  BcobachUing  addiren» 
um  die  Conjunction  ra  erhalten« 

33 
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rischen  Längesniiterschled  zwischen  Cnmana  und  Pa- 
ris von  4*  26'  4",  so  erhält  man  die  Zeit  der  Con- 
junction  in  Paria 

*=  5*  28'  32" 
und  für  diese  Zeit  erhält  man  aus  den  Tafeln  folgen* 
de  Elemente  der  Sonnen*  und  Mondsörter 
wahre  Länge  der   Sonne    ==  215**  19'     5"0 

—        —      des  Mondes  ==  215.    18.  53,9. 

Da  also  die  Länge  des  Mondes  noch  kleiner  ist 
als  die  der  Sonne,  so  hat  zur  angegebenen  Zeit  in 
Paris  die  Conjunction  noch  nicht  statt  gefunden.  £s 
ist  ferner 

stündliche  Bewegung  des  Mondes  =  38'     4"11 
—  —  der  Sonne  =     2.  30,08 

relative  Bewegung  des  Mondes  =  35.  34,03. 

Dividirt  man  den  Längenunterschied  der  Sonne 
und  des  Mondes  ==  11"1  durch  die  relative  Bewegung 
des  Mondes  in  einer  Stunde ,  so  kommt  die  Zeit  die 
noch  bis  zur  Conjunction  verfliesst,  =  18"7,  und  man 
erhält  die  Zeit  der  wahren  Conjunction  in  Paris 

=  5*  28'  50'^7. 

Zieht  man  hiervon  die  Zeit  der  wahren  Con* 
junction  in  Cumana  ab,  so  erhält  man  den  Meridian- 
unterschied  zwischen  Paris  und  Cumana  in  Zeit  ' 

=  4*  26'  22"8. 

Wenn  der  zuletzt  gefundene  Meridianunterschied 
bedeutend  von  dem  provisorisch  angenommenen  ab- 
weicht, so  wird  es  nothwendig  die  Rechnung  za 
wiederholen,  indem  man  den  neuen  Meridianunter* 
schied  anwendet* 

§.  Ö06» 

Der  auf  die  angegebene  Art  gefundene  Längen» 
unterschied  wird  Innerhalb  gewisser  Gränzen  immer 
unrichtig  seyn  müssen,  da  äeils  die  Beobachtungen, 
tiieils  die  Tafeln  für  die  Bewegung  der  Sonne  und 
des  Mondls  kleinen  Fehlern  unterworfen  seyn  können, 
und  wir  wollen  untersuchen  ih  wie  fern  die  letzten 
Fehler  auf  das  Endresultat  Einfluss  hal^n«  Es  sey 
die  Zeit  der  Beobachtung  des  Anfangs  der  Finsterniss 
«=  r,  der  Unterschied  der  währen  Sonneniänge  we- 
niger der  wahren  Mondslänge   xs  X^    die  Mündliche 
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relative   Bewegung   des  Mondes  =  m ,    die  Zeit   der 
wahren  Conjunction  ^s^  0y  so  hat  man 

6  =  r+  — . 

m 
Nennen  wir  nun  die  Summe  der  beiden  Halb« 
messer  der  Sonne  und  des  Mondes  «S,  den  scheinba- 
ren Breitenunterschied  ö',  den  scheinbaren  Langen« 
unterschied  beider  Himmelskörper  X',  so  wird,  wenn 
wir  das  sphärische  Viereck  BMSD  (fig.  löO  als  ein 
rechtwinklichtes  geradlinigtes  Paralleltrapez  betrach- 
ten, welches  wegen  der  geringen  Dimensionen  der 
Seiten  hierbei  erlaubt  ist, 

r  =  \rss  —  6'&. 

Nun  fanden  wir  bei  unserer  Methode  die  Meri- 
diandifferenz  zu  berechnen,  X  aus  V  dadurch,  dass 
wir  den  Unterschied  der  Längenparallaxen  zu  X  ad- 
diren.  Ist  daher  die  Längenparallaxe  des  Mondes 
=^,   die  der  Sonne  =  ä,   so  wird 

X  =  X'-f/—  Ä  =  V^SS  —  6'6'  +f  —  h. 
Bezeichnet  man  ferner  den  wahren  Breitenunter* 
schied    durch    6 ,    die   Breitenparallaxe    des   Mondes 
durch  f\    die  der  Sonne  durch  Ä'i    so  ist   6'  =  &  — 
/'  +  h\    also 

X  =  y^SS  —  (6  — /'  +  hy  +f~h 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  X  in  die  Gleichung 

X 

6  =  T  -{ substituirt  >  so  kommt 

m 

m 
DifiTerentiirt  man  diese  Gleichung  ^   indem  man  ST 
als  unveränderlich  ansieht,  so  erhält  man 

SdS  -  (6  -f  +  h')  (d6  ^  4r  -f  dh') 

|j£f    1— -    .1  iiiii» 


+ 


df  —  dh 


m 

Nun  sieht  man  aber  äüä  den  ifruhem  Formeln 
für  die  Längenparft] laxen  ttnd  Breitenparallaxen ,  dass 
dieselben  den  Horizontalparallaxen  sehr   genau  pro» 

33* 
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Eortional  sind,  und  tnan  hat  daher,  wenn  11,  ü»  die 
[orizontalpara Haxen  des  Mondes  und  der  Sonne,  und 
Ä,  a'  Äwei  Constanten  bedeuten,    zu  unserm  Zweck 

ffenau  ffcnus^ 

/_  h    =  a  (n  —  no)  =  «or 

/—  y  =  a'(n  —  n«)  =  a'n, 
foUrlich  wenn  man  differentiirt 

Setzt  man  der  bequemem  Rechnung^  we^en 

6  —f  +  h'  =  6'  z=i  S.  sinw 

00  wird  vori^  Gleichung 

dS  d6  ,    {df  —  dh') 

aa  ±=:   ■■'■  '  —  —  tang o  -j ^ tang o 

nt«  cos  G>        m  m 

df-^dh 

m 
oder  wenn  man  statt  d/'  —  rfÄ',  d/^  —  dh  ihre  Wer- 
the  substi^uirt 

dS  d6 

m»  cos  o         lii 

.    «i«      CZ  —  fe)  4-  ij' —  h'-)  tang  o 

m  5r 

Durch  diese  Formel  ist  daher  der  Fehler  der 
Zeit  dO  ^  durch  den  Fehler  dS  der  Summe  der  Halb- 
messer, den  Fehler  dS  des  Breitenunterschiedes,  und 
den  Fehler  dn  der  Differenz  der  Horizoutalparallaxen 
ausgedrückt«  Für  das  Ende  der  Finsterniss  erhalten 
diejenigen  Glieder,  welche  den  Winkel  a>  enthalten, 
das  entgegengeseti&te  Zieichen» 

§.    509. 

Wir  wollen  diese  Formel  auf  die  rorhin  berech- 
nete Sonnenfinsterniss  anwenden;    man  hat  daselbst 
S  ==        33'    5''86  =         198ö''86 
«'  =  **.  29*    2,80  =  —  1742,80 
m  =        35.  34,14  ^        2134,14 
/—  A  ^        26-  46,43  =t=        160&,43 
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f  —  hf^        32'  45''03  =        1965"03 
^  =        61.  14,50  =        3674,60 
CD  =  —  61°  21'  20". 
Vorige  Gleichung  würde  lieii  Werth  von  dB  ixi 
Stunden  angeben ;  will  man  daher  dd  in  Zeitsecunden 
erhalten,  so  muss  man  die  Coefficienten  von  dS ^  d6^ 
dn  noch  mit  3600  multipliciren,  und  man  findet  dann, 
da  das  Ende  der  Finsterniss  beobachtet  wurde 
Coeff.  von  dS  =  —  3,519 

—  —    d6  =  —  3,153 

—  —   dn^  =  —  0,914 
folglich  die  Correction 

dd  :=  —  3,519^5  —  3jl53  d6  —  0,91idn 
wo  die  Grössen  dSf  d6,  dn  in  Bogensecunden  ausge« 
drückt  werden  müssen. 

§.  510. 

Hat  maü  sowohl  den  Anfang  als  das  Ende  einer 
Sonnenfinsterniss  berechnet,  00  erhält  man  zwei  sol- 
cher Gleichungen,  um  die  Zeit  der  wahren  Conjunc- 
tion  zu  corrigiren.  Nehmen  wir  nui|  an,  es  sey  für 
den  Anfang  der  Finsterniss 

dd  z=z  adS  +  bd6  ^  cdn 
und  für  da^  Ende 

de'  =  a'dS  +  b'dS  +  c*dn, 
so  müssen,  wenn  die  Correctionen  angebracht  werden, 
beide  Zeiten   der  wahren  Conjunction,    die  aus  dem 
Anfange   und   dem   Ende   der   Finsterniss   geschlossen 
werden,  gleich  seyn,  d.  h.  es  wird  dO — dO  =0,  oder 
(fl— aO  dS+{b  —  b')d6  +  {c  —  c')  dn  ^  0. 
Da  nun  die  Coefßcienten   a  —  a\   b  —  &',    c^^c'  , 
bekannt  sind,  so  sieht  man,  dass  wenn  an  drei  Orten 
.  der  Anfang  und  das  Ende  einer  Finsterniss  beobachtet 
werden ,    sich '  aus   den    drei    dadurch   entstehenden 
Gleichungen  die  Correctionen  dS,  dß^  dn  finden  lassen. 

§.     511. 

Die  Bedeckungen  der  Fixsterne  durch  den  Mond 
werden  auf  dieselhe  Art  berechnet  als  die  Sonnen- 
finsternisse, indem  man  nur  statt  der  Sonnenlängen 
und  Breiten,  die  Länge  und  Breite  des  Fixsterns  nimmt. 
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Die  Länj^enparallaxe ,  die  Breitenparallaxe,  der  Halb- 
messer und  die  stündliche  Bewegung  des  Fixsterns, 
ist  dann  gleich  Null.  Eben  so  ergeben  sich  auch  die 
Durchgänge  der  ifntern  Planeten ,  Mercur  und  Venu» 
durch  die  Sonnenscheibe,  da  man  diese  Planeten  nur 
an  die  Stelle  des  Mondes  zu  setzen  braucht.  Diese 
letzte  Erscheinung  findet  aber  sehr  selten  statt  $  wir 
unterlassen  daher  ein  numerisches  Beispiel  hinzuzu* 
fügen. 

§.   512. 

Eine  der  gewohnlichsten  Methoden  die  Länge  zu 
bestimmen,  deren  man  sich  auch  am  häufigsten  auf 
der  See  bedient,  besteht  darin,  dass  man  die  Entfer- 
nungen des  Mondes  von  der  Sonne  oder  den  Sternen 
misst,  wozu  man  solche  Sterne  wählt,  die  in  der 
Nähe  der  Ecliptik  liegen,  damit  die  Aenderung  der 
Entfernung  derselben  vom  Monde  desto  merklicher 
werde.  Die  Art,  auf  welche  man  aus  solchen  Ab- 
ständen die  Länge  finden  kann,  lässt  sich  folgender- 
massen  deutlich  machen.  Die  Bewegung  des  Mondes 
ist  so  bedeutend,  dass  schon  in  sehr  kurzer  Zeit  die 
Abnahme  oder  Zunahme  der  Entfernung  von  einem 
Stern,  beobachtet  werden  kann,  so  beträgt  z.  B.  der 
Abstand  der  Mittelpunkte  des  Mondes  von  Atair  (a 
aquilae),  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus  gesehen  in 
Pariser  Zeit 

1829.   März  25.   0*    ......    61**  12'  28" 

O*      ......      OV/*  *t7 •   04 

D«      .    .    •   .   •    •      Oo«   <^o.   31« 

Bezeichnet   man   den  Abstand  allgemein  durch  jt» 
die  in  Stunden  ausgedrückte  Zeit  durch  t^  vom  Mit- 
iasr  des  25.  März  an  gerechnet,    so  lässt  sich  inner« 
.    .  h^b  dieser  Zeit  der  Abstand  durch  die  Formel 

X  =L  a  ^  ht  '{'  ct^ 
ausdrücken,  und  man  erhält 
Ä  =        61*»  12'  28" 
h  ^  —         38.  13"17  5        c  =  0"611. 
Gesetzt  nun  man  hätte  an  irgend  einem  Orte  der 
Erde  den  Abstand  des  Mondes  -von  a  aguilae  gemes- 
sen ,    und  denselben  auf  den  Mittelpunkt   der  Erde 
i^educirt  =  59**  58'  10" 
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fefondea;  so  kann  man  leicht  berechnen,  su  welcher 
icit  in  Paris   diese  Beobacbtnn^   angestellt  worden 
ist     Man  hat  nämlich  die  Gleichung 

59*»  58'  10"  —  a  +  bt  +  ct^. 

Hieraus  ergiebt  sich  näherangsweise 
59°  58'  10"  — Ä  4458" 

b  2293"17        *'^ 

and  der  genauere  Werth  von 

59*»  58'  10"—  a  —  c/» 

t  =  ■' 

^  4456^1  J, 

2293"i7 
also  wäre  die  Beobaclitung  am  25.  Mär«  1*  56'  35^' 
Pariser  Zeit  gemacht  worden.  Gesetzt  nun  man  hat* 
te  auf  irgend  eine  Art  die  Zeit  der  Beobachtung  nach 
derjenigen .  die  am  Beobachtungsorte  gezählt  wird  =s 
3*  14'  20"  gefunden,  so  würde  der  Meridianunter-« 
schied 

3*  14'  20"  —  1*  56'  35"  =  1*  17'  48" 
betragen,  also  liegt  der  Beobachtungsort  19**  26^  15'* 
östlich  von  Paris. 


§.  513.  , 

Es  kommt  also  alles  darauf  an,  dass  man  den 
scheinbaren  gemessenen  Abstand  des  Mondes  auf  den  # 
wahren,  aus  dem  Centrum  der  Erde  gesehen,  redu- 
cirt.  Dies  ist  sehr,  leicht,  wenn  man  die  Erde  als 
eine  Kugel  betrachtet,  also  auf  die  Veränderlichkeit 
ihres  Halbmessers  nicht  Rücksicht  nimmt.  Es  sey 
(fig.  16.)  Z  das  Zenith  des  Beobachtungsortes,  S  und 
JL  die  scheinbaren  Oerter  des  Sterns  und  des  Mondes, 
ZS  und  ZL  ein  paar  Verticalkreise,  so  sind  Z<$,  ZL 
die  Complemente  der  scheinbaren  Höhen  beider  Hirn« 
melskörper  über  dem  Horizont,  SL  der  scheinbare 
Abstand  derselben,   und  man  hat,   wenn 

der  scheinbare  Abstand  =  8$ 

die  scheinbare  Höhe  des  Mondes  =  H^ 

_         —  —     —     Sterns  =  ä, 

gesetzt  wird 

cos  S  =  sin  H.  sin  h  -^  cos  H.  cos  A.  cos  SZL. 


* 
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Der  scheinbare  Ort  eines  Sterns  wird  aus  dem 
wahren  gefunden,  indem  man  den  letztem  rücksicht- 
lich der  Strahlenbrechung  und  der  Parallaxe  verbes- 
sert. Beide  Veränderungen  wirken  in  der  Richtung 
der  Verticalkreise^  sind  daher  S'  und  X'  die  wahren 
Oerter  des  Sterns  und  des  Mondes,  so  liegen  die 
Punkte  S'  und  X'  mit  auf  den  grössten  Kreisen  Z5, 
ZX  f  so  dass  die  beiden  Dreiecke  SZL ,  SZL'  den 
Winkel  am  Zenith  gemeinschaftlich  haben.  Setzt 
man  daher  /  ^ 

den  wahren  Abstand  s=  S\ 

die  wahre  Höhe  des  Mondes  =  B\ 

—      —         —       —     Sterns  =  ä', 
so  hat  man  aus  dem  Dreieck  S'ZL' 
cosS'  =  sin  ff.  sink'  +  cosH\  cosh\  cosS'ZL'. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  niit  der  vorigen 
welche  cos  S  ausdrückt,  indem  man  cos  SZL  oder 
SZL'  die  einander  gleich  sind,  eliminirt^  so  erhält 
man 

cos  S'  —  sin  B!.  sin  K         cos  S  —  sin  H.   sin  h 

cosH'*  cosh  cos  H.  cosk 

Nun  ist  bekanntlich 
sin  H\  sin  V  =  --  cos(H'  -f  Ä')  -j-  cos  H\  cos  h' 
sin  H .  sink   =  —  cos{H  +  ^)  T"  cosH.  cosh 

folglich  kann  man  vorige  Gleichung  auch  so  schreiben  ^ 
cosS''^cos{H''^h')  __  cosS-\'COs{H'+h) 

cos  fl'.  cos  hf  cos  H.  cos  h 

_  2coi|(i5r+fe  +  5)  cosi(H+h  —  S) 

cosH.  cosh 
Ferner  ist  ' 

cosS'  =  1  —  2siniS^^ 
cosiH'  +  h")  =  2.  cos4(H'+  äO»  —  1. 
Setzt  man  dann 
cos i(jff+  h + S).  cos  J( J5r+  h—S),  cosW.  cos V        .    ^. 

■  I  ■  .  I  —       '     ■  =  SVt  if   f 

cosH.  cosh  co*i(Ä'+AO* 
so  wird 

cosi(Ä'+AO*  —  njtkS'^=sinN^.  cosi{H'^hy 
und  hieraus  erhält  man 

sin  i  «'  =  cos  N.  cos  i  {W  +  A') 
welches  die   verlangte  Formel    ist ,    die    zuerst  von 
Bor  da  angegeben  wurde. 
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§.    514. 


Man  sieht  also,  dass  zur  Berechnung  des  wahren 
Abstandes  aus  dem  scheinbaren ,  die  wahren^  und 
scheinbaren  Höhen  beider  Gestirne  bekannt  seyn 'müs- 
sen. Man  ziehe  zuerst  von  den  beobachteten  Höhen 
die  Strahlenbrechung  ab  (§.  473.)  5  so  erhält  man  für 
die  Fixsterne  sogleich  die  wahre  Höhe,  da  bei  die- 
sen keine  Parallaxe  statt  findet.  Bei  dem  Monde  und  der 
Sonne  hingegen  muss  noch  die  Correction  wegen  der 
Parallaxe  angebracht  W6i*d6n  9  indem  man  zu  der 
von  der  Strahlenbrechung  befreieten  Höhe  einen 
W^inkel  ^  hinzuaddirt,  der  durch  die  Gleichung 

sin  w  =r  sin  TL,  cos  H  , 
bestimmt  wird,    wo  11   die  Horizontalparallaxe   des 
Himmelskörpers  bedeutet. 

£s  ist  noch  zu  bemerken,  dass  auf  dem  Meere 
die  Höhenbeobachtung  eine  Correcti6n  erleidet,  die 
daher  rührt,  dass  man  bei  Seereisen  wegen  der  Be- 
wegung des  Schiffs  keinen  künstlichen  Horizont  (ein 
Gefäss  mit  Öel,  oder  Quecksilber,  oder  eine  Glas- 
platte) anwenden  kann ,  sondern  den  Abstand  des 
Sterns  vom  Meereshorizont  messen  muss.  Nun  sey 
C  der  Mittelpunkt  der  Erde  (fig.  17.)  >  die  wir  hier 
als  eine  Kugel  betrachten  können ,  in  jE  der  Beob- 
achter, der  die  Höhe  EA  über  dem,  Meeresniveau 
hat,  ET  eine  vom  Auge  des  Beobachters  gezogene 
Berührungslinie,  so  wird  in  T  der  scheinbare  Mee- 
reshorizont sich  zeigen^  zieht  man  dann  EP  senk.- 
recht  auf  CE ,  so  >iebt  EP  den  wahren  Horizont, 
und  der  Winkel  PET  ist  die  Depression  des  Meer- 
horizonts.    Nun  hat  man  PETz=z  TCE,    cos  TCE  = 

TC 

•-7-  ;    bezeichnet  man  also  die  Höhe  des  Beobachters 

EC 

EA  durch  h^  den  Halbmesser  der  Erde  durch  a^   00 
wird 


cos  TCE  = 


±—cosTCE  == 


h 


oder  wegen  der  geringen  Grösse  des  Winkels  TCE 

h 
und  des  Verhältnisses  — , 

a 


y 
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TCE  =  V"—   =:  206265"  V"  — 
4         \  a  a 


wenn    man    den    Winkel    in   Seconden    haben    will* 
Nimmt  man  a  =  3272000  Toisen, 

60  kommt  auch 

TCE  =  161"26  Yh 

wo   die  Höhe   h   ebenfalls   in  Secunden    ausgedrückt 

«eyn  muss.     Wegen  der  Strahlenbrechung  wird  aber 

der  Horizont  etwas  erhöht,  und  man  kann  diese  Er« 

8 
höhunff  im  Mittel  =  - —  TCE   setzen,    so    dass  die 
^100  ' 

wirkliche  Depression  durch  die  Formel 

TCE  ==  148"36  vT 
gefunden  wird. 

§.    615. 

Da  man  bei  der  Beobachtung  des  Abstandes  des 
Mondes  von  nier  Sonne  oder  den  Sternen,  nur  den 
Abstand  der  Ränder  von  einander  messen  kann,  hin- 
gegen die  Rechnung  immer  für  die  Mittelpunkte  die- 
ser Körper  geführt  werden  muss,  indem  die  £phe- 
meriden  den  Abstand  der  Mittelpunkte  von  einander 
geben,    so  muss  man  zu  den  gemessenen  Abstand  so- 

Sleich  die  Summe  der  Halbmesser  des  Mondes  und 
er  Sonne  addircn,  die  man  aus  den  Ephemeriden 
entnehmen  kann.  Hierbei  ist  aber  zu  bemerken,  dass 
der  aus  den  ISphemeriden  entnommene  Halbmesser 
des  Mondes,  der  für  den  Mittelpunkt  der  Erde  gilt, 
um  eine  Grösse  vermehrt  werden  muss ,  die  der  gros- 
sem Nähe  des  Mondes  zum  Beobachter  auf  der  Erde 
Sroportional  ist.  Bezeichnet  mau  den  Halbmesser 
es  Mondes  durch  A,  so  ist  (§.  505.)-  die  Gorrection 
sa  p«  A^  und  da  nach  §.  500.  p  =?  co^fi  sinli\  so 
wird  auch  die  Gorrection  =  Ä.  cos  yu,  sin  n  \  nun 
siebt  man  aber  aus  dem  §.  500.  gegebenen  Ausdruck 
leicht,  dass  der  Winkel  ft  nichts  anders  ist  als  der 
Abstand  des  Zeniths  vom  Himmelskörper,  also  gleich 
dem  Gomplement  der  Höhe  =90^  —  Ä,  folglich 
wird  co^fi  s=s  smHf  und  der  scheinbare  Halbmesser 
des  Mondes 

:;:^  A  +  ^«  '"^in  n,  sin  H. 
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§.   516. 


Wir  wählen  hierbei  folgendes  Beispiel:  Am  10. 
Februar  1776  wurde  um  5  Uhr  Nachmittags  ungefähr 
in  einer  auf  150**  westlich  von  Paris  geschätzten 
Länge  beobachtet. 

Höhe  des  obern  Mondrandes  ==    ö4**  31'    0" 

Höhe  des  untern  Sonnenrandes  =       6-  15.  15. 

Abstand  d.  beiden  nächsten  Ränder  =  108.  10.  29. 

Halbmesser  des  Mondes  =  15*    7. 

—  der  Sonne  =  16. '  15. 

Horizontalparallaxe  des  Mondes  =  55.  19. 

der  Sonne  =  0.     8. 

Depression  des  Horizonts  =  3«  56. 

corrigirter  Halbmesser  des  Mondes  =  15.  19- 

Hierdurch  erhält  man 

6cheinb.  H.  d.  Mittelp.  d.  d  scheinb.  H.  d.  Mittelp.  d.  0 
54^  31'  00  6*»  15'  15" 

—  15.  19  +        16.  15. 

—  3.  56  —  3.  56. 

J?  =  54°  11.  45  h  =,6**  27.  34. 

Scheinbarer  Abstand  der  Mittelpunkte 

108°  10'  29'*' 
+  15.  19. 

4-  16.  15. 

108°  42.    3.  =  S. 
Um  die  wahren  Höhen  zu  erhalten,    muss  man 
wegen  der  Parallaxe  und  Strahlenbrechung   bei  der 
Sonne  7'  33"  abziehen,  und  bei  dem  Monde  31'  42" 
hinzuaddiren.    £s  wird  dann 

Ä'  ==  54°  43'  27" 
h'  =    6.   20.     1. 

Man  hat  dann  nach  den  Formeln  §.  513* 
i(ff+Ä  +  «)  =        84°  40'  41" 
i(Ä+Ä— 5)  =  —  24.      1.  22. 
4  (Ä'  +  h')  =        30.   31.  44. 

CO*  i  (J5r+  &  +  5)  =  8.9673230 

cosh{H^h  —  S)  ==  9.9606532 

CQsH'  =  9.7615620 

cosh'  ==  9.9973412 

C.  casH  ^  0.2328318 
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C.  cosh  =  0.00276.')8 
C.  cos  i  (J5r+  äO*  =  0.1296174 

9.0520944  =  sin  N^ 
sin  N  '=  9.5260472 

iV^  =  19*  37'  11" 
cos  N  =  9.9740242 
cösi{H'  +  h')  =  9.9351913 

9.9092155  =  *m45' 
iiS'  =    54»  13'  45"5 
5'  =  108.   27.  31. 
wodurch  der  wahre  Abstand  gefanden  ist. 


<-< 


§.   517. 

Um  nun   weiter   hieraus    die   wahre  Längte   des 
Schiffes  zur  Zeit  der  Beobachtung  zu  schliessen,  fin- 
det man  aus  der  Gonnoissance  des  tems 
um  15*  9'  16"  Abstand  =  108°  37'  00" 

18.  9.  16.  —       =  107.  12.  12. 

also  beträgt  in  drei  Stunden  die  Abnahme  des  Ab- 
standes  1**  24'  48".  Der  Unterschied  zwischen  dem 
berechneten  und  dem  ersten  Abatande  ist  =  9'  29"; 
man  mache  daher  die  Proportion 

1^  24'  48":  9'  29"  =  3*  :  ar, 
so  findet  sich  x  =  1208"  =  20'  8",  also  war  die 
Zeit  in  Paris  wo  der  Mond  von  der  Sonne  den  Ab- 
stand 108°  27'  31"  hatte  =  15*  9'  16"  +  20'  8' 
=:  15*  29'  24".  Die  Zeit,  welche  bei  dem  Beobach- 
ter' gezählt  wurde,  lässt  sich  leicht  aus  der  wahren 
Höhe  der  Sonne,  der  Declination  derselben,  und  der 
Polhöhe  des  Ortes  finden.  Bezeichnet  man  nämlich 
die  Polhöhe  durch  p^  die  Declination  durch  d,  den 
Stundenwinkel  durch  ^,  so  hat  man  bekanntlich 

sin  h' —  sinp,  sin  8 

cost  Ä  1—- 

cosp.  coso 

oder 

co*(p  — S)  —  sink' 

1  —  cos  t  CSS 

cosp.  coso 

l/sin  i  {90-h'—p+d)  sin  i{90—h'+p^9) 

stn  j^  z  SS5   ^  <         '  <  '  —« 

cos  p,  cos  8 
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Nun  war  im  vorliegenden  Beispiel 
den  10.  Febr.  C*  0'  .  .  .  .  ^  =  —  14^  22'  37" 
—    11.   —  »  =  —  14.    03.  00. 

also  beträgt  die  Declination  am  10.  Febr.  15*  29'  24", 
—  14^  22'  37"  +  12'  39"  ==  —  14°  9'  58"  ==  ». 

Die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  ist  p  :s=  10° 
20',  die  wahre  Höhe  h  =  6^  20'  1 ", 

i(90  — Ä'— ^  +  »)  =  29°3ö'    0" 
4(90  — Ä'  +  ;?  — 8)  =  54.    4.59 
«n  J(90  — Ä'— p  +  8)  ==  9.6934534 
51/1  i  (90  —  h!  +  p  —  ö)  =  9.9084144 

C.  co.«A^  =  0.0071016 
C.  CO*  8  =  0.0134126 

9.622SS20 


9.8111910 
it  z=  49°  20'  52" 


t  =  80.  41.  44. 
also  in  Zeit  ausgedrückt  5*  22'  47".  Zieht  man  dies 
von  der  berechneten  Pariser  Zeit  15^  29'  24"  ab,  so 
bleibt  der  Meridianunter^chied  10*  6'  37"  westlich 
von  Paris ,  oder  in  Graden  ausgedrückt  befand  sich 
der  Beobachter  in  151°>  39'  15"  westlicher  Länge. 

§.    518. 

Hat  man  den  Abstand  eines  Sterns  von  dem 
Mondsrande  gemessen ,  so  wird  die  Rechnung  auf 
dieselbe  Art  geführt  als  in  den  vorigen  Paragraphen, 
nur  rücksichtlich  der  Zeitbestimmung  aus  der  Höhe 
des  Sterns  muss  man  nach  §.  407  bis  469.  die  Zeit 
der  Culmination  des  Sterns  berechnen ,  dann  ^  den 
Stundenwinkel  nach  §.  517.  suchen,  diesen  auf  mitt- 
lere Zeit  reduciren  und  denselben  von  der  Culmina- 
tionszeit  des  Sterns  abziehen  oder  zu  derselben  ad- 
diren,  jenachdem  die  Beobachtung  vor  oder  nach 
der  Culmination  gemacht  ist. 

§.   519. 

Auf  der  See,    oder  überhaupt  an  Orten  wo  man 
keine  Gelegenheit  hat  den  Gang   der  Uhr   genau   zu 
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bestimmen^  oder  die  Uhr  selbst  einen  zu  nnj^leichfor- 
migen  Gang  hat,  sind  eigentlich  zo.  jeder  Beobach- 
tung dieser  Art  drei  Beobachter  nothwendig,  von 
denen  der  eine  den  Abstand  des  Mondes  von  der 
Sonne  oder  dem  Stern,  die  beiden  andern  in  dem- 
,  selben  Augenblick  die  Höhen  dieser  Himmelskörper 
messen.  Allein  fol^endermassen  kann  ein  einzelner 
Beobachter  alle  drei  erforderlichen  Winkel  bestim- 
men, wenn  er  nur  eine  Uhr  besitzt  die  vvährend  ei- 
ner halben  Stunde  einen  gleichförmigen  Gang  hält 
und  Secunden  zeigt,  wozu  eine  gewöhnliche  Taschen- 
uhr mit  einem  Secundenzeiger  hinreichend  ist.  Er 
misst  zuerst  die  Höhe  des  Mondes  und  der  Sonne 
oder  des  Sterns ,  hierauf  nimmt  er  den  Abstand  bei- 
der Himmelskörper  und  sogleich  hernach  wieder  die 
Höhen  ^  bei  allen  Messungen  bemerkt  er  die  Zeit. 
Aus  den  Aenderungen  der  Höhe  de)5  Mondes  und  der 
Sonne  innerhalb  der  verflossenen  •  Zeiten ,  finden  sich 
dann  durch  eine  leichte  Interpolation  die  Höhen,  die 
zu  der  Zeit  statt  fanden,  zu  welcher  er  den  Abstand 
mass. 

§.   520. 

Hat  man  hingegen  eine  gute  Uhr  bei  den  Beob- 
achtungen, die  man  auf  dem  festen  Lande  anstellt, 
so  thut  man  am  besten,  dass  man  mehrere  Abstände 
des  Mondes  von  der  Sonne  oder  den  Sternen  nimmt, 
die  Höhen  aber  gar  nicht  misst,  sondern  die  Zeiten 
genau  bestimmt,    und  aus   diesen  sowohl  als  aus  den 

Semessenen  Abständen  das  arithmetische  Mittel  sucht; 
ie  wahren  und  scheinbaren  Höhen  berechnet  man 
aus  den  Zeiten  der  Polhöhe  und  der  Declination.  So 
beobachtete  z.  B.  v.  Humboldt  in  Cumana  am  7. 
August  1799  folgende  Abstände  des  Mondrandes  vom 
Antares  («  Scorpii). 

Abstände  mittlere  Zeit  in  Cümaaa 

26*»  54'  48"  9*    4'    4'' 

63.  28.  9.     8.    2. 

öl.  28.  9.  13-  52* 

49.  28.  9.  17*  39» 

47.  48.  9.  20.  17. 

45.  28.  9.  23.  40> 

Mittel  26°  60'  24''7   Mittel  9*  14'  36''7* 


( . 


// 
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Aus  der  schon  früher  gefundenen  Lange  von  Ca- 
mana  kann  man  schliessen,  dass  diese  Zeit  ungefähr 
mit  13^  35'  in  Paris  übereinstimmt*  Die  Poihöhe  von 
Cumana  setzen  wir 

;>  =  +  10»  27'  Ö2"5. 

Wir  müssen  nun  zuerst  die  wahren  und  schein* 
baren  Höhen  des  Mondes  und  des  Antares  für  die 
Beobachtungszeiten  berechnen.  Wir  haben  aus  den 
Tafeln 

1799.  August  7.  13*  35'  mittl.  Zeit.  Paris 
grade  Aufsteigung  des  Mondes  =  218**  49'  31' 
—  —  der  Sonne  =  137.  53.  15 

Unterschied  80.  56.  16- 

Die  Zeitgleichung  beträgt  an  diesem  Tage  +  ö' 
24''2>    nian  hat  also 

Beobacht.      9*  14'  35"7  mittl.  Zeit 
—         5.  24,2 

9*    9.  11,5  wahre  Zeit 
oder  in  Graden  ausgedrückt 

Stundenw.  der  Sonne  =        137**  J7'  52"5  westl. 
grade  Aufst.  <X  — ©  =  80. '56.  16. 

Stundenw.  des  d  36.    21.  36,5  westl.  =  « 

Deciination  des  ^  =  —    15*    16.    5,6  =  5. 

Bezeichnet  man  dann  die  Höhe  durch  JST,  so  hat 
man  nach  der  bekannten  Formel 

sin  H'  =  sin  p.  sin  d  +  cos  p.  cos  J.  cos  t 

sinp  =  9.2591821       ^  cosp  =i  9.9927158 

sin  3  =  9.4205135  yt  cos  8  =  9.9843939 

8.6796966/*  cos  t  «=  9.7434ß70 

9.7205967' 


0,5256290 
^  0,0478295 

0,4776996 


sin  B  ==  9.6791547 
JT  =x  28**  32'  6"9 

wodurch  die  wahre  Höhe  des  Mondes,  aus  dem  Mit- 
telpunkte der  Erde  gesehen,  gefunden  ist  Um  di^ 
des  Antares  sii  fihden,   hat  man 
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grade  Aufstei^ng  de«  Antarefi  =        244°  16'  58'' 
.—  —  des  Mondes  =        218.  49.  31 

25.  27-  27 
Stnndenwinkel  des  Mondes  =  öiri.  21.  36,5 

Stnndenw«  d.  Antares"  westlich  =  30.  54.    9,5 

'  Declinätion  des  Antares  =,  —    25.  58-  29- 

Hierdurch  erhält  man  wie  vorher  für  den  Mond 
wahre  Höhe  des  Antares  ==«  42**  45'  53"i. 
Zar  Berechnung  der  Refractionen  hat  man 
Barometer  =        28"15  Par.  Maass 
Thermometer  =  +  30*»  Cent.  Scale 
nnd  hierans  findet  sich  nach  §.  473- 

Strahlenbrechung  des  Mondes  =  1'  40"2 

des 'Antares  =d  0.  59,0- 

Die  Höhenparallaxe   des  Mondes  «r  ergiebt  sich 
ans  der  Formel 

sin  «r  ==  sin  |I.  cos  H 

wo  n  die  Horizontalparallaxe  =  59'  i4"8  bedeutet  j 
man  erhält    w  =  52'  3"0 

scheinbare  Höhe  d.  Mondes  des  Antares 

28"  32'     6"9  4^**  45'  53"1 

—  52.    3,0  +  0.  59,0  . 

+         -   1'  40,2  42.  46.  52,1  =  h. 

27.  41.  44,1  =  i?. 
D^r  Halbmesser  des  Mondes  beträgt  16'  10"3, 
und  wenn  man  die  §.  515.  erwähnte  Correction  an 
demselben  anbringt ,  so  erhält  man  denselben  =  16' 
18"3.  Da  der  angegebene  Abstand  des  Mondrandes 
•vom  Antares  sich  auf  den  \om  Stern  abg'ewendeten 
Rand  be.sielit  (es  war  nämlich  \las  erste  Viertel  des 
Mondes,  und  der  Stern  stand  östlich  vom  Monde, 
so  dass  der  dem  Sterne  zugewendete  Rand  dunkel 
war),  so  muss  man  den  Mondshalbmesser  vom  ge- 
messenen Abstände  abziehen ,  und  man  erhält  den 
scheinbaren  Abstand  des  Mittelpunkts  des  Mondes 
vom  Antares         =  26^  34'  6"4. 

Wir  haben  also  zur  Berechnung  des  wahren  geo- 
centrischen  Abstands  folgende  Data : 

H  =  27^  41'  44"1 

W  =  28.  32.  06,9 

h  =  42.  46.  52,1 
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h'  =  42^  46'  63"! 

|(H+&  +  5)  5=  48.  31.  21,3 

i(H±h  —  S)  ^  21.  67.  14,9 

|(J5r'  +  *0  «  36.  39.  00,0 

S  =  26.  34.  06,4. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  den  §.  613«  entwicskeU 
ten  Formein 

CO«  i  (JSr  +  A +  *)  =  9.8210710 
co$i{H^h  —  S)  =  9.9673061 

cosH'  =  9.9437633  '^         , 

coshf  =:  9.8667836 

C.  COSH  ::=::  0.0628460 

C.  cosh  Ä  0.1343323 
C.  rof  *  (Ä' +  AO*  =  0.1802644 

tmÄ»  =  9.9663466 


sinlf  ^  9.9826733 
if  =  73**  66'  31''8 
CO»  i  (JT'  +  AO  =  9.9098728 
cos  N  =  9.4423027 

9.3621766  =^  siniS' 
» jr  ==  13*»  0'    9''6 
5'  =  26.  0.  19,2 

wodarch  der  wahre  geocentrische  Abstand  £n  der  für 
€umana  angegebenen  Zeit  gefunden  ist.^  Man  muss 
flun  noch  bestimmen,  ^n  welcher  Zeit  in  Paris  dieser 
Abstand  statt  fand.  Es  ist  für  die  angegebene  pariser 
Zeit  1799.  August  7.   13*  36' 

wahre  Länge  des  Mondes  ='       221**  16'  29"lt=X 

—  BreitiB  —        —       t=  —      0.    2.  31,7  =  J? 

—  Länge  —  Autares  =        246.  67.  48,4  =  / 

—  Breite  —       —        =  —      4.  32.  22,3  =  6. 

Bezeichnet  man  dann  den  Abstand  durch  o*^    so 
ist  bekanntlich 

cos  ar  =  sin  B.  sin  h  +  cos  B»  cos  6.  cos{L  —  /) 

und  L  —1=  —  26°  41'  19"3.  Wegen  der  geringen 
Grösse  von  B  setze  man 

cosb.  cos{L  —  /)  =  cosc' 

ar  =  (/  —  X, 
so  hat  man   mit  Vernachlässigung  der  Potenzen  von 
B  und  X 

34 
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co$  <r'  -f-  X.  $in  a*  =  B.  sin  h  +  cos  ^ 

'    B,  sinb 

sin  a' 
cosh  =  9.9986354 
cos{L  —  /)  r=  9>9548031 

9.9534385  ==  cos  a' 
0-'  =  26**  3'  35"ö 
logß  =z  2.18099/1 
sinb  ===  8.89844 /t 
C.  sin  &  g=  0.35723 

1.43666  =  iogx 
r  =  +  27''3 
o-  ^  26*  3'  35"5  —  27''3 
=  26.  3.    8,2. 

Differentiirt  man  die  Gleichung 
tos  or  =  sin  B  sin  b  -j-  cos  B.  cos  b.  cos(L  —  /) 

indem  man  a^  By  L  aU  veränderlich  betrachtet,   so 

kommt 

/'Sin  B*  cos  o'  -.   sin  b>.      ^ 

<2(r  =£  ( ' — ' —  —  cos  Ä  ——  j  dB 

^       sin  <r  sin  ar/, 

cos  B.  cos  b  sin(L — /) 

T  i^ 

sin  ar 

oder  W6nn  man  die  numerischen  Werthe  substitnirt 

dar  =  0,1802  dB  —  0,9836  dL. 

Nun  hat  man  für  die  stündliche  Bewegnnff  dei 
Mondes  dB  =  —    3'    7"16 

dL  =  +  35*  16,69, 
also  die  Zunahme  dar  des  Abstandes  für  die  in  Stan- 
den aus^drückte  Zeit  t 
dir  ^  -^  t  [0,1802  (3'  7''i6)  +  0,9836  (36'  16"69)] 
=  —  t  2115'7. 

Es  ist  nun  aber 
'5 '—  er  «t  —  2'  49"0  =*=  —  169"  =  d<r 

t  ^  ■   ^^^  -,  ^  4'  47"6 
2115,7 

also  würde  der  berechnete  Abstand  S  zvl  Paris  um 

13*  35'  +  4'  47'6  =  13*  39'  47"6 

statt  i^efunden  haben.    In  Cumana  wurde  derselbe  um 

9*  14'  35  "7 
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beobachtet,    folglich  -wüfde  der  M6ridianant6rd|chied 
zwischen  Paris  und  Cilmana 

4*  26'  irg 

betragen,    oder  Cumana  liegt  in   66°  17'  68"6  west- 
licher Länge  von  Paris.  • 

§.  621* 

Wir  haben  bei  den  vorigen  Rechnungen  die  Erde 
als  eine  Kugel  betrachtet,  und  diese  Annahme  i$t  im 
Allgemeinen  auch  bei  allen  Langenbestimmungen  die 
zur  See  geschehen ,  wo  die  Umstände  der  Genauigkeit 
der  Beobachtungen  hinderlich  sind^  genau  genug*  AU 
lein  bei  Messungen  die  man  zu  Lande  anstellt,  kann 
man  eine  grössere  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
verlangen,  und  es  ist  daher  erforderlich,  auch  die 
Rechnungen  mit  der  grössten  Strenge  durchzufuhren. 
Wir  wollen  daher  jetzt  untersuchen,  welchen  Ein- 
fluss  die  sphäro'idische  Gestalt  der  Erde  auf  das  End-^ 
resultat  der  Berechnung  des  wahren  Abstandes  aus 
dem  scheiilbaren  ausübt.  Hierzu  müssen  wir  zuerst 
den  beobachteten  Abstand  auf  denjenigen  reduciren^ 
der  ohne  die  Strahlenbrechung  statt  finden  würde. 
Es  sey  der  mit  der  Strahlenbrechung  behaftete  Ab- 
stand <$^,  die  mit  der  Strahlenbrechung  behafteten 
Höhen  des  Mondes  -ff°,  der  Sonne  oder  des  SterüS 
h°  *,  die  Strahlenbrechungen  für  den  Mond  =  K, 
für  die  Sonne  ä,  der  von  der  Strahlenbrechung  be* 
freiete  Abstand  cts  S\  so  berechnet  man  nach  den 
früher  angegebenen  Gleichungen 

cos  Vi  (HO+%o^SO).  cos  y^CHO+go— 50).  cos(H^^K)  eos{h^^k) 
cosHO.  cosh^  eosV2(H^+h^  —  K^k)^        .^-— . 

COS  N.  cos  i  (H^  +  h^—K-^k)  =  sin  i  S" 
die  Grösse  5,  welche  den  Winkel  ausdrückt »  iie  die 
nach  dem  Mond   und  der  Sonne  vom  Orte  des  Beob» 
achters  gezogenen  Gesichtslinien  einschliessen« 

Sind  die  Höhen  bedeutend  ^  so  kann  man  die 
Vermehrung  des  Abstandes  folgendermassen  finden. 
Das  Dreyeck  SZL  (fig»  16.)  giebt 


*)     Sind  dl«  ädheii  nioKl  wirklich  t)ro1)afc}itetr    sd   illaU    tliim   M    wit   {ili  Vöri{«n 
Faragraph  geschahen  ist,    ans  der  Zeit  berechnen* 

34* 
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cosS^  =:  iinH''.  sink''  +  cos H''.  com h^  cosSZL 
folffÜch  wenn  man  die  Gleichung  difTerentiirt,  indem 
LZS  aU  unveränderlich  betracutet  wird,    da   dieser 
Winkel  sich  durch  die  Strahlenbrechung  nicht  ändert 
—  sinS*  dS  ==£  cos H sin  h.  dh  -|-  cosh. sinS.  dh 

^—  (sin  H.  cos  h  dH  «f-  'tn  h^  cos  H  dh).  sin  SZL. 

Nun  ist  aber  bei  bedeutenden  Höhen  die  Strah- 
lenbrechung der  Cotangente  der  Höhe  proportional, 
folglich,  da  die  Höhe  durch  die  Strafdenbrechung 
vermindert  wird^  kann  man  setzen 

dH  ±=  —  i.  cotHf      dh  r=i  —  i,  cot  ff  9 

tro  man  vermittelst  des  §•  473«  gegebenen  Ausdracks 

für  die  Strahlenbrechung  leicht  sieht  was   der   con- 

stante   Coefficient    bedeutet.       Substituirt  >  man    diese 

Werthe  von  dHf  dh  in  vorige  Gleichung,  so  kommt 

,    ^     . ^     '     .    .cos Ä*  sin Ä*  +  cos h>  sin Ä* 

+  sinS.  dS  ^  +  i .      T,        

sin  h.  sin  H 

'—-  2 1.  cos  ff.  cos  h.  cos  SZLm 
'  MultipUcirt  man  die  Gleichung 
cos  S  =^  sin  H,  sin  h  4~  cos  H,  cos  h.  cos  SZL 
durch  St)    und  addirt  das  Product  zu  voriger  Glei- 
chung, so  wird 

•    ^     «M         .  /Minh     .     sin  ff  \         ^  ,         ^ 
sinS.  dS  tst  i  ( +  )  —  2i  cosS 

\^in  H  sin  h  y 

und  hieraus 

,ft        .  /Minh'^  +  sinff^         ^       -.x 

\sinU^  sinh,  sinS  ^ 

Der  wahre  von  der  Strahlenbrechung .  befreiete  Ab- 
stand ist  dann  t=£  5°  4-  dS. 

5-   622. 

Wir  denken  uns  nun  durch  den  Ort  des  Beob- 
achters drei  rechtwinklichte  Axen  gelegt,  von  denen 
die  Axe  der  x  nach  dem  Ostpunkt,  die  der  y  nach 
d^m  Sudpunkt,  und  die  der  z  nach  dem  Zenith  ge- 
zogen ist;  mit  diesen  parallel  legen  wir  drei  andere 
A^en  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde,  nennen  die 
Coordinaten  des  Mondes  rücksichtlich  der  ersten 
Axen  X,  Y\  Z',  rücksichtlich  der  letztern  X,  F,  Z, 
die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  § ,  17 ,  4  9  den 
Abstand  des  Mondes  vom  Mittelpunkte  der  Erde  Rf 
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vom  BeobaGhtnngsorte  R\  den  HalbmeMer  der  Erde 
am  Beobachtangsorte  p,  die  geocentrische  Höhe  I£f 
den  Winkel,  welchen  der  durch  den  Mittelpunkt  des 
Mondes  gelegte  Yerticalkreis  mit  dem  ersten  Verti- 
calkreise  bildet ,  Ay  dieselben  Grössen  vom  Beobach- 
tungsorte aus  gesehen  H\  A%  den  Winkel,  welchen 
die  Aie  der  z  mit  dem  Radius  Vector  der  Erde  bil* 
det,  ^1  wo  f«  den  Unterschied  zwischen  der  geogra- 
phischen und  geocentrischen  Breite  des  Beobachtungs- 
ortes bedeutet,  und  (i=z  692".  Min  2p  ist,  wenn  p  die 
Polhöhe  des  Beobachtungsortes  angiebt,  so  hat  man 
X  =zR.comA.cosH;  Y s=R.sinA.cosH\  Z=R*sinH 
X=zR.cosÄ.coiH\  Y=R\9inA'.cosH'\  Z'z=R\9inH[ 
4=0;        12  =  p.  #m  f4 ;        {  =  p.  cos  fi. 

Bezeichnet  man  eben  so  die  för  die  Sonne  oder 
den  Stern  geltenden  Grössen  durch  kleine  Buchstaben, 
so  wird 

X  =s  i^wos  ä'.  CQ9  K\  y'  =  r'  sm  tf '•  coi  h\  z*  =  r\  sin  h\ 
Nennt  man  den  Winkelstand  beider  Körper  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  aus  gesehen  <S,  vom  Beobach- 
tungsorte aus  iS^  und  bezeichnet  die  wirkliche  Ent- 
fernung des  Mondes  von  der  Sonne  oder  dem  Stern 
durch  #,  so  erhält  man  leicht  ^ 

st  =  RR    +rr  —2Rr.cosS 
SS  =  R'R'  +  r'r*  ~  2ÄV.  cosS\ 
Nun  ist  aber 

u  =  {X-xy  +  {Y-yy  +  {Z-zY 
=  RR  +  rr^  2CXx  +  Yy  +  Zz) 
und  eben  so  auch 

SS  ===  {x'—xy^  +  (y-y)*  +  (Z'— «)* 

=  RfR*  +  rV  —  2  (XV  +  Yy  +  ZV). 
Substituirt  man  diese  Werthe  in  vorige  Gleichun- 
'  geuy  so  wird 

R.  r.  cosS  ^  Xx  -\'  Yy   ^  Zz 
R\  r\  cos  S'  =  Xfx'  +  Yy  +  Z'z\ 
oder  wenn  man  statt  der  Goorduiaten  ihre  oben  an- 
geführten Werthe  substituirt,    und  durch  Ar,  JRV 
dividirt 
cosS   z=s  cosA.  casH»  cos  4L  cosh 

4*  *i^^*  cosH.  sina,  cosh  -}-  sin  JH.  sink 
cos S*  SS  cosA\'cosH\  cosaf.  coshf 

-f*  sinA\  cosH\ siha^. coshf  -f-  *inH'*  sink** 
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§.    523. 

Vermöge  der  Lag6  der  Coordinatenaxen  müssen 
aber  folsrende  drei  Gleichnnffen  statt  finden : 

x  =  x'  +  §,    y^y^  +  Tj,    z^zr^i 

und  eben  so  auch 

^  =  ^'  +  ^»    r^y  +  ^f    «  =  ^'  +  ^f 

folglich  wenn  man  statt  der  Coordinaten  ihre  VVerthe 

setst 
R.  cosA*  cosH  5=3  R\  eosA'.  cos  H^ 
R.  sinA.  cosH  =  Ä'.  sin  A'.  cos  R^  -}"  P*  *wifu 
R,  sinU  z^pz  jR'.  sinU^  +  P*  cos  ^. 

Qnadrirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  addirt 
die  Quadrate,  so  kommt,  wenn  man 

sin  A'  cos  H'  sin  ^  -f-  sin  H\  cos  ft  z^  cos  A 
der  Kürze  wegen  setzt,  \ 

RR  ===  R*R'  +  2/iV  <^osA  -f  pp. 

oder  wenn  man  alle  das  Quadrat  übersteigenden  Po« 

P  9 

tenzen  von  -;;  Vernachlässigt,  und  —  ==:  ^mll  nimmt, 

H  "^  Ji 

und  dann 

sin^.  cosA  -|-  isinlL*  sinA^  =  Q 
setzt  •  so  erhält  man 

Ä'  =  Ä(i-fi). 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  obige  drei  Glei- 
chungen,  so  geben  dieselben 
cos  A.  cos H  =?  cosA'^  cos  H'  (1  —  Q) 
sin  A*  c6s  H  =  sin  A'.  cos  H*  (1  —  fi)  +  ^^^  ^*  *'«  f*    («) 
sin  H  ^=31  sin  W  (1  -— ^  4"  ^''^  •'^'  ^^  f** 

Setzt  man  auf  gleiche  Weise 

sin  a*.  cos  Iv.  sin  fe  -*{*  ^^^  ^^*  cos  (t  ec  co^  X 

p  =  r.  5zVi  -er 
sin 'S!,  cosX  -}-  i«f/t^*«  jznXr^  c=)  ^ 
SO  erhält  man  für  die  Sonne 

cos  a*  cos  h  =  cos  a*.  cos  h^  (1  -—9) 
sin  a,  cos  h  ss  sin  a^  cos  V  (1  ^^  9)  -^  ^^^  ^'  ^^^  f^       (P) 
sink  s?3  JwA'(l  — 9)-|-Äi/iiir.  co5fi, 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (a)  resp«  mit 
den  Gleichungen  (6),  so  kommt^  da  wir  die  Producte 
j2*  7f  sin tir.  Sinti t  ij*  sinUf  Q»  finv  yemaohlä»« 
sigen  können 
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cosÄ.  cosH.  cos  a.cosh=i  cosA\  cos  ff,  cos  a'  cos  ä'(1 — Q — q) 
sinA.  cos  ff  sin  a.  cos  h  =:  sinA\  cos  ff.  sin  a'xos  h{t — ^ß — q) 

-f-  sin  n«'  sin  f».  sin  a*  cos  h 
-|-  sin  tsr.  sin  ^l.  sin  iV.  cos  ff 
sinH.  sinh=:sinff.  sinh'{i — ß — 9) 

-)-  sin  n.  cos  f(.  sin  hf 
-f-  sinin,  cos^.  sin  ff* 
Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,    so  kommt 
mit  Berücksichtig^^  der  für  cosS,  cosS'  in  yorigpem 
Paragraph  gegebenen  Werthe 
cosS  =  cosS'—  (ß  +  g)  cos 5' 

-}-  sinJl.  sin{u  sina*  cosh* 
+  sin 'S.  sin^»  sinA\  cos  ff 
+  sinU.  cos  ^^  sinV 
+  sin  tar.  sin  ft.  sin  ff 
s=  cosS'—  02  +  9)  cosS+  sinll. cos  X 
+  sinnf.  cosA. 

Hat  man  statt  der  Sonne  einen  Stern  gewählt, 
so  ist  sin  «r  so  wie  q  Null.  Die  Winkel  A%  a*  finden 
sich  durch  die  Formeln 

.       ^  cos  ^.    sin  t  .,  ^^       ^       rm 

sinZ  =  7—-,     il'  =  90  ±  Z. 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  einen  westlichen  ^  das  un- 
tere für  einen  östlichen  Stundenwinkel  =  t^  9  ist 
die  Declination,  und  Z  wie  man  leicht  sieht  das  Azi- 
muth.  Man  erhält  auch  wegen  der  .Kleinheit  des 
Winkels  ft 

A  =  90  —  JSr'  +  je.  sinA' 

X    =r    90   Ä'     +    f**    *'««' 

wo  man  ft  in  Secunden  ausdrücken  kann. 

§.  ö24. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  das  §.  620'  für 
die  Kugelgestalt  der  Erde  berechnete  Beispiel  anwen- 
den«    Es  ist  daselbst  * 

H^  =  27^  41'  44"! 

k^  =  42.  46.  62,1 

«•  =  26.  34.  06,4 

«'  =  26.  34.  48,5 

wo  S^  der  von  der  Strahlenbrechung  befreiete  Ab- 

iitand'  ist. 
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h'  :»=    42.  45.  »3,1 
if '  s  156.    5.  30,0 
i'  »  128.  58.  10,0 
4.    7,0 
62.  22.  01,9 
X  «    47.  15.  43,2. 

Aeqnatorealhorifloiitalparatlaxe  dei  Mondes 
iit  es  59^  14''8;  um  die  Horisontalparallaxe  n  Ar 
den  Beobachtunj^rt  %n  erhalten ,  mnM  man  die  6r§i- 
•e  59'  14''8  mit  asinp*  moltipliciren,  wo  •  dieAb- 
plattnnjp  der  Erde,  und  p  die  Polhöhe  bedenlot,  nnd 
die«  Prodnct  von  der  Aegnatorealhorisontalparallaze 
abxiehen.    Man  erhält  dann 

n  «        59'  14''4 
Q.  «r        0,0081082 
q  ^         0,     w  =5  0 
eoiS'  «        0,8943092  • 

— a_cof «'  «  —  0,0072512 
sinlLcosX  =  +  0,0116935 

CO*  «  s=  +  0,8987515 
5  =        26*  0'  20^' 
al«o  ist  in  nnserm  vorliegenden  Falle  der  Unterschied 
«wischen  der  Berechnung  nach  der  kngelfcirmigon  nnd 
der  sphSroi'dischen  Gestalt  der  £rd^  gans  unmerklich. 

§.     525. 

Die  Methode ,  die  Liänge  durch  Messung  der  Ent* 
fernungen  des  Mondes  von  Sternen  ta  finden,  ist 
schon  sehr  alt,  indem  ein  deutscher  Astronom  Wer- 
ner im  Anfange  des  sechszehnten  Jahrhunderts  der 
erste  gewesen  zvl  sejn  scheint,  der  dieselbe  in  seinem 
Commentar  ttber  die  Geographie  desPtolomäus  an- 
giebt.  Allein  wc^n  der  Ungenauigkeit  der  Monds- 
tafeln, und  dem  Mangel  an  passlichen  Instrumenten, 
wurde  diese  Methode  gar  nicht  angewendet,  und  man 
kennt  aus  den  altern  Zeiten  nur  eine  Beobachtung, 
die  B affin  am  26.  Juni  1615  auf  seiner  Reise  xar 
Entdeckung  der  nordwestlichen  Durchfahrt  anstellte; 
allein  die  nesultate,  welche  er  aus  diesen  Beobac^ 
tungen  zog,  waren  so  mangelhaft,  dass  er  die  übrigen 
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MeMiuiMn  dieser  Art  gans  Terichweirt  Da  aber 
die  Anffindmig  der  LtKnffe  sar  See  für  die  Schiffrahrt  ' 
von  so  groMer  WichtifiLeit  war,  ao  sojp  die  Aaflö- 
snng  dieser  An&abe  du»  Aofmerkaamkeit  der  R^e- 
Tungen  anf  sich ,  nnd  Spanien  y  die  Niederlande , 
Frankreich  und  England  sahen  sich  bewogen ,  Beloh- 
nungen für  die  Erfinder  einer  sweckmässi^n  Metho- 
de ans£nsetzen.  Es  wurde  jedoch  erst  dann  möglich 
zuverlässige  Resultat^  aus  der  Messung  der  Monds- 
differenzen abzuleiten,  nachdem  Newton  durch  die 
Entdeckung  des  allgemeinen  Gesetzes  der  Anziehung, 
die  Bewegung  des  Mondes  genauer  kennen  gelehrt 
hatte,  die  wefi^en  ihrer  verwickelten  Beschaffenheit 
ohne  Beihülfe  aer  Theorie,  nie  mit  Sicherheit  hätten 
entwickelt  werden  können.  Hierzu  kam  noch  in 
practischer  Rücksicht  die  im  Jahre  1730  von  Had- 
ley  gemachte  Erfindung  des  Spiegelsextanten,  welcher 
zu  Messungen  dieser  Art  das  passlichste  Instrument 
ist,  und  den  wir  nachher  ausführlicher  beschreiben 
werden.  Der  erste  Hauptschritt  zur  allgemeinem 
Verbreitung  dieser  Methode  der  Längenbestimmung 
wurde  durch  die  Mondstafeln  des  berühmten  Tobias 
Mayer  bewirkt,  dem  dafür  von  England  eine  Be- 
lohnung von  fünftausend  Pfund  Sterling  ertheilt  wur- 
de, und  um  die  Vergleichung  der  Beobachtungen  mit 
den  Tafeln  zu  erleichtem,  giebt  der  Nautical  AU 
manac  seit  1767,  und  die  Connoissance  des 
tems  seit  1774  die  Entfernungen  des  Mondes  von 
der  Sonne  und  einigen  Hauptsternen,  von  drei  zu 
drei  Stunden  im  Voraus  berechnet  an« 

§.  526. 

Wenn  ein  Lichtstrahl  auf  einen  Spiegel  fallt,   so 
wird  derselbe  so  zurückgeworfen,    dass  der  zurück- 

geworfene  Strahl  mit  dem  im  Einfallspunkte  auf  dem 
piege(  errichteten  Perpendikel  denselben  Winkel 
bildet,  als  der  einfallende  Strahl  mit  demselben  Ein- 
fallsloth;  ausserdem  liegen  der  einfallende  Strahl,  das 
Einfallsloth,  und  der  zurückgeworfene  Strahl,  in  einer 
und  derselben  Ebene.  Es  seyen  daher  AjBj  CD  die 
Durchschnitte  zweier  ebenen  Spiegel  mit  der  auf  bei* 
den  senkrecht  stehenden  Ebene  des  Papiers,    EF  ein 
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auf  den  Spie^fel  AB  in  F  auffallender  Strahl,  ¥K 
das  Einfallslolh,  LKFG  =  LEFK,  so  ist  FG  der 
vom  ersten  Spic^yel  zurückgeworfene  Strahl ;  im  Ein- 
fallspnnbte  G  sey  auf  dem  zweiten  Spiegel  das  £in- 
falisloth  GL  erriehtet,  und  LLGH  =  LFGL^  so  ist 
GH  der  Weg  des  vom  zweiten  Spi^el  zurückge- 
worfenen Strahles.  Man  verlängere  den  einfallenden 
Strahl ,  bis  er  den  zum  zweitM  Male  zurückgewor- 
fenen in  H  durchschneidet,  so  eniält  man  ein  Dreieck 
FGH\   in  diesem  hat  man 

FUG  =     EFG  —     FGU 
=  2KFG—  7FGL. 
Die  beiden  Einfallslothe  bilden,  wenn  tfe  gehörig 
verlängert  werden,    ebenfalls  ein  Dreieck  FLG^    io 
welchem  FLG  =  KFG  —  FGL 

wird.     Hieraus  folgt  sogleich 

FHG  =  2FLG, 
und  da  der  Winkel,  den  die  Einfallslothe  mit  einan- 
der bilden,    nothwendig   eben    so    gross   ist   als  der 
Winkel  der  Ebenen   auf  denen  tfie  errichtet  sind,    so 
giebt  der  Winkel  FLß  die  Neigung  der  beiden  Spie- 

5el  gegen  einander  an,  und  wir  schliessen  hieraus, 
ass  wenn  ein  Strahl  von  zwei  Spiegeln ,  die  auf  der 
Ebene  in  welcher  der  Strahl  und  ein  Einfallsloth  liegt, 
senkrecht  stehen,  zurückgeworfen  wird,  so  ist  der 
Winkel,  den  der  einfallende  Strahl  mit  dem  zweimal 
reflectirten  bildet,  doppelt  so  gross,  als  der  Neigungs- 
winkel der  beiden  Spiegel  gegen  einander. 

§.    527- 

Bringt  man  nun  auf  einen  getheilten  Gradbogen 
ABC  (fi^.  19.) ,  dessen  Mittelpunkt  sich  in  B  befindet, 
eWei  Spiegel  an,  einen  grössern  DE  der  ffanz  mit 
Folie  belegt,  und  mit  dem  Lineal  BH  (der  Alhidade) 
welches  sich  um  den  Mittelpunkt  B  drehen  lässt,  fest 
verbunden  ist,  und  einen  kleinern  FG  welcher  eine 
unveränderliche  Lage  hat,  aber  blos  auf  der  unteren 
Hälfte  foliirt  ist,  damit  man  durch  den  obem  Theil 
die  dahinter  befindlichen  Gegenstände  zu  Gesichte  be- 
kommen kann,  so  erhält  man  ein  Instrument,  wel- 
ches der  Spiegelsextant  heisst  und  zuerst  von  Hadley 
angegeben  wurde«      Beide  Spiegel  müssen  senkrecht 
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auf  der  Ebene  des  Kreisausschnitts  stehen ,  so  wie 
aach  die  nach  dem  unbeweglichen  kleinern  Spiegel 
gerichtete  Axe  des  Fernrohrs  KL ,  welches  man  de» 
deutlichem  Sehens  der  Gegenstände  und  ihrer  durch 
die  Spiegel  zurückgeworfenen  Bilder  wegen  am  Sex- 
tanten anbringt,  mit  der  Ebene  des  Sextanten  parallel 
liegen  muss.  Um  nun  zu  zeigen  wie  man  vermittelst 
eines  solchen  Instruments  den  Winkel,  welchen  die 
von  zwei  Gegenständen  nach  dem  Auge  gezogenen 
Gesichtslinien  mit  einander  bilden,  d.  h.  ihren  schein- 
baren Abstand  von  einander  messen  kann,  sey  (fi^. 
20.)  FG  der  kleine  Spiegel,  KL  eine  mit  einer  Oeff- 
nung  versehene  Platte,  die  man  an  die  Stelle  des 
Femrohrs  setzen  kann,  in  O  das  Auge,  welches  den 
Gegenstand  M  durch  den  unbelegten  Theil  des  Spie- 
gels FG  nach  der  Richtung  MO  sieht^  der  grössere 
Spiegel  DE  werde  nun  um  B  so  lange  gedreht,  bis 
der  au(  ihn  fallende  Strahl  MB  nach  BG  zurückge- 
worfen, und  von  dem  belegten  untern  Tbeile  des 
kleinem  Spiegels  FG  von  neuem  nach  GO  reflectirt 
wird,  dann  wird  sowohl  der  Gegenstand  M  selbst, 
als  auch  sein  durch  zweimalige  Zurück  werf ung  ent- 
standenes Bild  nach  der  Richtung  MO  gesehen  wer- 
den. Man  bemerke  die  Anzahl  Grade,  Minuten  u, 
s.  w.,  welche  die  am  Spiegel  DE  angebrachte  Alhi^ 
dade  auf  dem  Gradbogen  zeigt.  Nun  sey  N  ein 
zweiter   Gegenstand   der    einen  Strahl    NB   auf  den 

frössern  Spiegel  wirft  ^  dreht  man  denselben  in  die 
iage  D'E',  so  dass  der  Winkel  D'BN  =  GBE'  wird, 
so  verfolgt  der  in  B  zurückgeworfene  Strahl  NB  den 
Weg  BG^  wo  er  in  G  von  neuem  reflectirt  in  der 
geraden  Linie  GO  wie  vom  Gegenstande  M  ins  Auge 
U  gelängt.  Bemerkt  man  in  dieser  Lage  des  Spiegels 
die  Anzahl  Grade  u.  s.  w*,    welche  die  Alhidade  an« 

Siebt,  so  zeigt  der  Unterschied  dieser  Angabe  von 
er  in  der  fpühern  Lage  den  Winkel  an,  um  wel- 
chen der  Spiegel  gedreht  worden  ist,  d.  h-  den  Win- 
kel DBD'.  Sind  ferner  BP^  BP'  die  Einfallslothe 
auf  den  grössern  Spiegel  in  seine  beiden  Lagen  ED^ 
E'D\  so  ist  der  Winkel  PBF  bekanntlich  gleich 
dem  Winkel  DBD'.  Vermöge  des  erwähnten  Ge- 
setzes der  Zurückwerfung  des  Lichts  ist  auch 
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/L  NBG  =  2  ^  GBF 
JiMßG  =  2LGBP 


VBG-^UBG^^GBF  —  ^GBP. 

Es  ist  aber,  wie  maa  aus  der  Fimr  sieht 
NBG  —  MBG  =  MBN 
GBF  —  GBP  ^  PBF 

MBN^2PBF=2DBiy, 
foljrlich  ist  der  Winkel ,  am  -welchen  der  Spieg^  ge- 
dreht wurde,   halb  so  ^;roB8  als  der  scheinbare  Ab- 
stand MBN  der  beiden  Gegenstände.      Ist  daher  der 
Gradbof^n  nach  der  ^wohnlichen  Art  ^theilt,    so 
g^ebt  der  doppelte  auf  dem  Gradb<Mpen  in  beiden  La- 
gen  der  Alhidade  abgelesene  Winxel  den  gesuchten 
Winkel   an.      Um   aber  diese  Verdoppelnng  xu  yer- 
meiden ,    pflegt  man  die  Theilnng  nur  halb  so  groM 
sn  machen,    so  dass  der  Vollkreis  nadi  dieser  Art 
SU    theilen  720^    erhalten  würde.      Die    angefiihrte 
doppelte  Ablesung  auf  den  Gradbogen  kann  man  da- 
dnreh  vermeiden,   wenn  man  den  Spiegel  FG  durch 
die   an    denselben   befindlichen   Schrauben    gleich  so 
stellt,    dass  wenn  der  direct  gesehene  Gegenstand  M 
mit  seinem  durch  doppelte  Zuriickwerfung  gesehenem 
Bilde  zusammenfällt,  die  Alhidade  auf  Nml  der  Thei- 
lnng steht.      Dies  findet  gewöhnlich  schon  sehr  nahe 
statt,    und  wenn  man   die  Abweichung  der  Stellung 
yom  Nullpunkte  der  Theilnng  nicht  völlig  corrigirea 
kann  oder  will»    so   muss   man   dieselbe  durch  eine 
Beobachtung   bestimmen.      Man   nennt  diese  Abwei- 
chung den  Fehler  des  Index,    und  da  dieselbe  auch 
jenseits  des  Nullpunktes  der  Theilnng  fallen  kann,  so 
ist  gewöhnlich  die  Theilnng  noch  einige  Grad  jenseits 
'des  Nullpunktes  festgesetzt.      Am  bequemsten  bedient 
man  sich  der  Sonne  um  den  Fehler  des  Index  auszu- 
mitteln,    und  da  man  leichter  die  Berührung  als  die 
Deckung   der  beiden  Sonnenbilder   zu  W^e  bringen 
kann,   so  misst  man  den  Durchmesser  der  Sonne  da- 
durch ,    dass  man   zuerst   den   westlichen   Rand   der 
Sonne   mit   dem   östlichen    des    Bildes   in  Berührung 
bringt,  und  dann  den  östlichen  Rand  /Ler  iSonne  selbst 
mit  dem  westlichen  des  Bildes.     Ersieht  sich  bei  der 
Ablesung  in  beiden  Fällen  eine  und  dieselbe  Grosse, 
so  ist  der  Fehler  des  Index  Null;    ausserdem 
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der  Fehler  durch  den  halben  ünterAchJed  beider  Win* 
kel  ausgedrückt. 

Jj.   528. 

Bei  der  Anwendung  des  Spie^Isextanten  t,nr 
Messung  von  Höhen  der  Sterne  6der  der  Sonne  über 
dem  Horizont ,  bedient  man  sich  sur  See^  des  natür- 
lichen Horizontes  den  das  Meer  an  der  Gränze  des 
Gesichtskreises  darbietet;  allein  bei  Messungen  der 
Höhen  auf  dem  Lande,  wo  dem  JBeobachter  dieses 
Hülfsmittel  entgeht,  wenn  er  sich  nicht  auf  weit  aus- 

Sedehnten  Ebenen  die  der  Meeresfläche  gleichen,  wie 
ies  in  Südamerica  und  den  SandMrüsten  Africas  der 
Fall  ist,  befindet,  muss  man  sich  eines  künstlichen 
Horizonts  bedienen.  Dieses  erhält  man  dadurch,  dass 
man  irgend  eine  Flüssigkeit,  am  besten  Quecksilber, 
in  ein  weites  Gefass  gisst ,  da  ihre  Oberflächen  durch 
die  Wirkung  der  Schwere  von  selbst  eine  völlig  ho* 
rizontale  Lage  annehmen.  £s  sey  z.  B.  AB,  die 
Oberfläche  (&.  21.)  der  Flüssigkeit,  in  M  der  Ge- 
genstand,  in  0  der  Beobachter,  MN  ein  auf  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  fallender  .und  nach  NO  zurück- 
Seworfener  Stranl,  so  misst  man  den  Winkel  'MON\ 
en  die  nach  dem  Beobachter  vom  Gegenstande  ge- 
zogene Gesichtslinie  mit  dem  zurückgeworfenen  Strahl 
macht.     Man  hat  im  Dreieck  MNO 

MN  :  MO  =  sin  MON  :  sin  MNO. 
Vermöge  des  Gesetzes  der  ZuriickweHung  ist  aber 
MNA  =  ONB 
MNO  =  180^—  2MNA 
also  lässt  sich  vorige  Proportion  auch  so  schreiben: 
MN  :  MO  =  sin  MON  :  sin  2  MNA. 
Nähert  sich   also  das  Verhältniss   der  Entfernun- 
gen MN^  MO  der  Einheit,  wie  dieses  bei  der  Beob- 
achtung aller  Himmelskörper  statt  findet,  da  bei  die- 
sen die  Entfernung  des  Beobachters  Vom  künstlichen 
Horizont  gegen   (ne  Entfernung  des  Himmelskörpers 
von   demselben  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,    so 
wird  auch   das  Verhältniss  der  Sinus  von  MON  und 
2 MNA  sich  der  Einheit  nähern,    und  für  die  Him- 
melskörper kann  man  ohne*  Fehler   MON  r=  2  MNA 
setzen.    Nun  ist  aber  der  Winkel  MNA  nichts  anders 
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als  die  Höhe  des  Ge^nstandes  über  dem  Horizont, 
folglich  giebt  der  gemessene  Winkel  zwischen  dem 
Object  selbst  und  seinem  vom  künstlichen  Horizont 
zurückgeworfenen  Bilde  die  doppelte  Höhe  an.  Man 
muss  sich  hierbei  in  Acht  nehmen,  dass  der  Einfalls- 
punkt des  Strahls  N  nicht  zu  nahe  an  den  Rand  des 
Gefässes  fällt,  weil  daselbst  durch  die  Capillaranzie- 
hung  desselben  die  horizontale  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit gestört  wird,  und  daher  die  Voraussetzung, 
dass  ANM  die  Höhe  des  Gegenstandes  sey,  nicht 
mehr  gilt.  Um  den  Luftzug  von  der  Oberfläche  des 
Quecksilbers  abzuhalten,  und  dadurch  die  wellenför- 
mige Gestalt  seiner  Oberfläche  zu  verhüten,  die  die 
Beobachtung  stören  würde,  da  das  reflectirte  Bild 
undeutlich  erscheint,  pflegt  man  über  das  Gefäss  ein 
gläsernes  Dach  zu  setzen,  welches  aus  zwei  recht- 
winklicht  zusammengefügten  Glasplatten  besteht.  £s 
ist  einleuchtend,  dass  die  Seitenflächen  dieser  Glas- 
platten genau  parallel  seyn  müssen,  wenn  nicht  durch 
dieselbe  eine  Ablenkung  des  Lichtstrahls  hervorj^e- 
bracht  werden  soll.     Man  kann  leicht  berechnen  wie 

fross  der  Fehler  ist  der  durch  die  Abweichung  der 
lachen  des  Glases  vom  Parallelismus  hervorgebracht 
wird.  Es  seyen  (fiff.  22.)  ABCD^  BEFC  die  beiden 
Durchschnitte  der  Glastafeln  senkrecht  auf  die  Ober- 
fläche des  künstlichen  Horizonts  AE*  Die  äussern 
Winkel  BADj  BEF  nehmen  wir  zu  45^  an,  so  wie 
den  Winkel  ABE  zu  90".    Ferner  sey 

CDF  =  45  +  e  ;^  CFD  =  45  =  «', 
wo  also  e,  e'  die  Wintel  anzeigen,  welche  die  Flächen 
der  Glastafeln  mit  einander  bilden ,  und  die  jedenfalls 
immer  sehr  klein  sind.  Das  Verhältniss  des  Sinus  des 
Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  aus 
Luft  in  Glas,  nehmen  wir  wie  3  :  2  an.  Nun  sey 
GH  ein  von  einem  unendlich  entfernten  Gegenstände 
herkommender  Lichtstrahl,  der  in  H  das  Glas  trifi>, 
die  wahre  Höhe  desselben  =^,  KH  das  Einfallslotb, 
HL  der  gebrochene  Strahl,  so  ist  GHK  =  h  — 45'*> 
tind  vermöge  der  bekaI^lten  Gesetze  der  Brechung 
des  Lichts,  dass  der  Sinus  des  Einfallswinkels  zu 
dem  des  Brechungswinkels  immer  in  einem  constan« 
ten  Verhältniss  steht,  hat  man  die  Proportion 
9in{h  —  45)  :  sin  MHL  «=  3  «  2. 
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Der  gebrochene  Strahl '  tritt  in  L  wieder  aus 
dem  Glase  in  die  Luft  über,  und  nimmt  den  Weg 
LN  -viO  er  in  N  die  Flüssigkeit  trifft  5  ist  daher  PLU 
das  an  diesem  Punkte  statt  findende  Einfallsloth ,  so 
hat  man 

5171  HLP  :  sin  OLN  =2:3.      , 
Nun  i^t  aber,   vrie  man  leicht  sieht,    \7enn  man 
die  beiden  Einfallslothe  gehörig  verlängert 
HLP  =  MHL  +  B 
OLN  =  CLN  —  90 

=  DNL  +  LND  —  90 
und  wenn  man   den  Winkel  DNL  durch  h'  bezeich- 
net, und  bedenkt,   dass  LDN==  CDFc=45'' +  e  ist 

OLN  =  h'  +  e  —  45«. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Proportion 

sin  HLP  :  sin  OLN  =2:3 
so  erhält  man 

sin(MHL  +  «)  :  sinCh'  +  e  —  45)  =  2  :  3. 

Entwickelt  man  diese  Proportion ,  indem  man  die 
höhern  Potenzen  des  Winkels  e  vernachlässigt,  so 
kommt 

sin  MHL  +  e.  cos  MHL  =  f  sinCh'  —  45) 

+  I  e.  cos(h'  —  45) 
und  wenn  man  hiervon  die  früher  gefundene  in  eine 
Gleichung  verwandelte  Proportion   abzieht  ^    nämlich 
diese  • 

sin  MHL  =  f  sin(h  —  45) 
so  bleibt 

e.  cos  MHL  =  isin(h'—i5)  +  Ico^A'— 46).  c 

—  ?  sin(k  —  45). 
Da  ferner  die  Winkel  h\  h  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  auch  nur  wenig  von  einander  ab- 
weichen ,  so  darf  man  ä'  =  ä  +  5ä  setzen ,  wo  die 
höhern  Potenzen  von  ^h  so  wiö  das  Product  e.  dh 
vernachlässigt  werden  können.     Hierdurch  wird  dann 

e.  cos  MHL  =  i  cosQi  —  45)  [^h  -f-  «]. 
Aus  der  Gleichung  sin  MHL  ^  J  sin{h  —  45)  ergiebt 
sich  sogleich 

cos  MHL  =  \r[l  —  i  5f7i(Ä  — 45)*] 
also   auch  wenn   man  diesen  Werth  in  vorige  Glei* 
chung  substituirt 

Ja  =  e  [i  yTÜ  +  j  tÄUgCA  — 46)»]  —  1] 
indem  man  nämlich 
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« 

co«(A— 46)»  *^  ^ 

setsen  kann.  Der  in  if  anf  die  Oberfläche  der  F19s- 
sig^keit  fallende  Strahl  wird  daselbst  nnter  einem  sei* 
nem  Einfallswinkel  i^leichfn  Winkel  suräckg^eworfen, 
trifft  dann  die  Glasplatte  BEFCj  in  welcher  er  ge- 
brochen', wird  9  und  dann  sum  zweiten  Mal  {gebrochen 
wieder  in  die  Loft  austritt,  und  so  ins  Auge  des  Be- 
obachters gelangt.  Man  kann  also  um  den  weitem 
Weg  des  Strahls  von  JY  aus  zn  finden ,  die  Rechnung 
auf  die  vorige  Weise  fortsetzen,  allein  eine  leichte 
Ueberlegung  zeigt,  dass  man  aus  den  obigen  Formeln 
sehr  schnell  das  Endresultat  sogleich  ohne  weitere 
Rechnungen  finden  kann.  Nennt  man  nämlich  den 
Winkel,  weichen  der  zuletzt  ausfahrende  Strahl  mit 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  macht  A",  so  kann 
man  ebenfalls  V  =  ä°  +  8h^ 

setzen,  und  man  wird  aus  voriger  Formel,  welche 
den  Werth  von  ^h  ausdrückt,  aen  Werth  von  3ä* 
finden,  indem  man  darin  für  hy  k^  und  für  e,  e'  sub- 
stituirt,'  da  wir  angenommen  haben,  dass  die  Neigung 
der  Seitenflächen  der  zweiten  Glastafel  =  b'  seyn  soll. 
Hierdurch  erhält  man 

a/i«  =  e'  [t  y[l  +  I  tang(h^  —  45)»]  —  1]. 
Nun  hatten  wir  aber  die  Gleichungen 

Ä'  =  A  +  a&;        Ä'  =  Äo  +  3Ä^ ; 
folglich  wenn  man  beide  von  einander  abzieht 
Ä"  —  A  =  SÄ  —  JA«. 

Substituirt  man  hierin  die  für  ih  und  9h^  gefun- 
denen Werthe,  so  kommt- 

+  l^Vli  +  itangdt  —45)'] 
—  I  «'  V"[l  +  *  tangik'  —  4ö)»]. 
Man  setze  h* — h  =  Xy    also  h' s=th-\-i,    vro  x 
eine  sehr  kleine  Grosse  seyn  w'^ird,  so  erhält  man 
■V^UH- 4  ««(A"  —  «)*]  =  Vii  +  itg(h  +  x—i5)*] 


=  a  +  ix.     «'•(*-«> 


co*(Ä  — 45)* 


a.  cos(h  —  45)  • 
indem  man  der  Kürze  wegen 

a  =  -/[l  +  I  tangih  —  45)»] 
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nimmt.  Die  obige  Gleichung  wird  daher,  wenn  man 
bedenkt,  dass  das  Product  t'x  vernachiässigt  -werden 
muss  X  :=  (J  —  e)  (1  —  \d) 

also  der  Winkel,  den  der  zuletzt  ausfahrende  Strahl 
mit  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  bildet  ä° 

=    Ä    +    (e' —  £)    (1  _  I  fl). 

Da  wir  den  Gegenstand  als  unendlich  entfernt 
gegen  den  ^Abstand  des  Auges  vom  künstlichen  Hori- 
zont angenommen  haben,  so  wird  der  Winkel,  den 
die  vom  Gegenstände  nach  dem  Beobachter  gezogene 
Linie  mit  dem  Horizont  macht,  auch  durch  h  aus- 
gedrückt ,  also  beträgt  der  Winkel ,  den  der  zu« 
rückgeworfene  Strahl  mit  dem  direct  vom  Gegen- 
stände kommenden  macht 

2Ä  +  (e  — 0  (1  —  1  fl), 
den  man  für  die  doppelte  Höhe  annehmen  mucs.  Die 
einfache  Höhe  wird  daher 

»+(..,.)  (1=1«) 

folglich  wird  dieselbe  durch  den  Mangel  des  Paralle- 
lismus  der  Seitenflächen  um  den  Winkel 

vergrössert.  Man  kann  diesen  Fehler  dadurch  ver- 
meiden, dass  man  ^ie  Beobachtung  wiederholt,  nach- 
dem das  Dach  umgedreht  worden  ist,  wodurch  die 
Glasplatte,  deren  Seitenflächen  die  Neigung  e'  besitzen, 
dem  \om  Gegenstande  einfallendem  Lichte  zugewen- 
det wird.     Denn  man  hat  dann^die  Höhe 

» +  (—  •■)  C^') 

welches  zu  der  zuerst  beobachteten 

»  +  <•■- ')  C-=r-) 

addirt,  blos  2&  giebt,  so  dass  man  um  die  wahre 
Höhe  zu  erhalten,  nur  a^s  den  beiden  durch  fehler- 
hafte Glasplatten  gemachten  Beobachtungen,  das  arith- 
metische Mittel  zu  nehmen  braucht» 

Man  darf  jedoch  dabei  nicht  vergessen ,  bei  der 
Beobachtung  solcher  Gegenstände,  deren  Höhe  ver- 
änderlich ist,  wie  dies  bei  allen  Himmelskörpern  «tatt 
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fttidet,  die  sweite  beobachtete  Höhe  erst  nach  den 
to  oft  angegebenen  Methoden  vermittelst  der  zwi- 
schen beiaen  Beobachtungen  verflossenen  Zeit,  auf 
eine  mit  der  ersten  gleichzeitig  genommene  zu  redu-- 
ciren.  Zugleich  bestimmt  sich  aus  einer  solchen  Be« 
obachtung  die  Grösse  e' — e,  die  man  dann  für  alle 
folgenden  Beobachtungen  als  bekannt  ansehen  kann, 
und  hierdurch  die  ümkehrung  des  gläsernen  Dachet 
vermeidet. 

Man  erhält  einen  künstlichen  Horizont  auch  da« 
dnrch^  dass  man  eine  sehr  eben  geschliffene  und  mit 
genau  parallelen  Seiten  versehene  Glasplatte  auf  dem 
yuecksiJber  schwimmen  lässt,  die  auf  diese  Art  einen 
gewöhnlichen  mit  Ouecksilberfolie  belegten  Glasspic- 
gel  darbietet.  Diese  Art  den  künstlichen  Horizont 
AU  bilden  würde  sehr  vortheiJhaft  seyn,  da  alle  wel- 
lenförmigen Bewegungen  der  Oberfläche ,  die  da« 
Quecksilber  vermöge  des  Luftzuges  oder  anderer  Er- 
schütterungen annehmen  könnte ,  durch  die  aufliegen- 
de Glasplatte  verhindert  werden  ^  allein  man  kann 
selten  gewiss  seyn,  dass  die  reflectirende  Glasfläche 
eine  wirklich  genaue  horizontale  Lage  besitzt,  wenn 
auch  die  einzelnen  Seitenflächeil  der  Glasplatte  völlig 
eben  und  unter  einander  parallel'  sind,  da  sehr  leicht 
Luftblasen  zwischen  das  Ouecksilber  und  die  auf^ce- 
legte  Glasplatte  eintreten  können,  und  ausserdem  das 
Glas  selten  von  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit  ist, 
welcher  Umstand  doch  sehr  erforderlich  ist,  wenn 
eine  ganz  vollkommen  geschliffene  Glasplatte  eine  ho- 
rizontale Lage  annehmen  soll ,  sobald  sie  in  einer 
Flüssigkeit  schwimmt.  Man  kann  freilich  auch  hier- 
bei den  im  gemessenen  Winkel  durch  die  nicht  ho- 
rizontale Lage  der  reflectirenden  Fläche  entstehenden 
Fehler  dadurch  auflieben,  dass  man  das  ganze  Gefass 
mit  dem  Ouecksilber  und  der  darauf  schwimmenden 
Glasplatte  umdreht,  und  den  Winkel  von  neuem  be- 
obachtet, den  der  reflectirte  Strahl  mit  dem  vom 
Gegenstande  direct  herkommenden  bildet.  Nimmt 
man  dann  aus  beiden  Messungen  das  arithmetische 
Mittel,  so  erhält  man  die  wahre  von  dem  Fehler  des 
unrichtigen  künstlichen  Horizontes  befreiete  Höhe. 

Endlich   kann    man   einen  künstlichen   Horizont 
aneh  noch  dadurch  darstellen,    däs^  taän  einen  ge^ 
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-Wohnlichen  Planspiegel  vermittelst  einer  Libelle  in 
horizontale  Lage  bringt.  Gewöhnlich  bedient  man* 
sich  dazu  einer  runden  Platte  aus  rotbem  oder  blauem 
Glase ,  die  auf  der  einen  Seite  matt  ffeschliffen  ist, 
und  auf  einem  Teller  von  Holz  oder  Marmor  liegt, 
auf  dem  sich  die  Glasplatte  d*urch  Hülfe  dreier 
Schrauben  und  der  Libelle  in  eine  horizontale  Lage 
bringen  lasst.  Da  nämlich  eine  Ebene  horizontal  ist, 
"wenn  zwei  in  ihr  gezogene  Linien  eine  horizontale 
Lage  haben ,  so  braucht  man  nur  die  Libelle  zuerst 
so  auf  die  Glasplatte^  zu  setzen ,  dass  eine  durch  zwei 
Schrauben  gezogene  Linie  mit  der  Axe  der  Libelle 
parallel  läuft.  Bringt  man  dann  vermittelst  dieser 
zwei  Schrauben  die  Luftblase  der  Libelle  genau  in 
die  Mitte,  so  ist  man  sicher,  dass  diese  Linie  sowohl 
als  auch  jede  mit  ihr  in  der  Ebene  pai^allel  gezogene, 
eine  genaue  horizontale  Lage  hat.  Setzt  man  hier- 
auf die  Libelle  in  eine  gegen  die  erste  La|fe  senk- 
rechte Stellung  auf  die  Glasplatte ,  so  zeigt  die  Luft- 
blase ob  die  Ebene  schon  horizontal  ist  oder  nicht. 
Befindet  sich  die  Luftblase  noch  nicht  in  der  Mitte 
der  Libelle,  so  senkt  oder  hebt  man  vermittelst  der 
dritten  Schraube  die  Glasplatte  so  lange,  bis  die  Luft- 
blase in  die  Mitte  tritt,  wodurch  die  Ebene  dann  in  , 
eine  horizontale  Lage  gebracht  seyn  wird.  Es  ist 
aber  hierbei  sehr  auzurathen,  dass  man,  vorzüglich 
bei  der  Beobachtung  von  Sonnenhöhen,  öfters  unter- 
sucht, ob  die  Platte  noch  ihre  horizontale  Lage  bei- 
behalten hat,  weil  durch  die  Erwärmung  derselben 
vermittelst  der  Sonnenstrahlen,  eine  Ausdehnung  und 
öfters  eine  Aenderung  ihrer  Lage  hervorgebracht  wird. 

§.   529. 

"Wir  wollen  nun  noch  einige  Untersuchungen  über 
die  Bestimmung  der  Lage  der  0er ter  auf  der  Erde 
durch  geodätische  Operationen  anstellen,  und  dabei 
vorzüglich  die  eigentliche  Gradmessung  berücksich- 
tigen. Um  ein  Stück  eines  Meridianbogens  zu  be- 
stimmen, würde  es  am  einfachsten  seyn,  die  Entfer- 
nung zwischen  zwei  Oertern,  die  einerlei  geographi- 
sche Länge  haben,  wirklich  mit  Stäben  auszumessen, 
allein  diese  Methode  würde  bei  grossen  Stücken  des 

35* 
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Meridians  nnansfiihrbar  seyn,  da  es  hierzu  durchaus 
erforderlich  ist,  dass  man  von  dem  einen  Endpunkte 
des  Bozens  den  andern  sehen  könnte.  Man  muss 
daher  einen  anderen  Weg  einschlagen,  der  darin 
besteht,  dass  man  die  in  der  Nähe  des  durch  den 
ersten  Anfangspunkt  der  Messung  gezogenen  Meri- 
dians befindlichen  Punkte  durch  Dreiecke  mit  einan- 
der yerbindet,  bis  die  ganze  Reihe  \on  Dreiecken 
sich  über  cjpien  beträchtlichen  Theil  des  Meridians 
erstreckt.  Wäre  z.  B.  A  (fig.  23.)  der  nördlichste 
Anfangspunkt  der  Messung ,  und  F  der  südlichste, 
AM  der  durch  A  gezogene  Meridian,  so  kann  man 
A  mit  F  durch  die  Dreiecke  ABC,  BCD.  CDE, 
DEF  verbinden ;  ist  dann  in  dem  Dreieck  ABC  eine 
Seite  AB  nebst  den  W^inkeln  der  Dreiecke  gemessen, 
so  kann  man  daraus  nach  und  nach  alle  einzelnen 
Seiten  berechnen ,  wodurch  die  Entfernungen  aller 
einzelnen  Punkte  von  einander  bekannt  werden.  Ei- 
gentlich hätte  man  nur  nöthig  in  jedem  Dreieck  blos 
zwei  Winkel  zu  messen,  allein  es  ist  besser,  dass 
man  wirklich  alle  drei  misst,  damit  man  die  bei  der 
Messung  etwa  begangenen  Fehler  leichter  entdecken 
und  verbessern  kann.  Denkt  man  sich  dann  durch 
die  Punkte  C,  E,  F  die  Parallelkreise  CC\  EE\  FF 
gezogen,  so  lassen  sich  dieselben  vermöge  des  gemes- 
senen Azimuths  berechnen,  und  ihre  Summe 

CC  +  ER  4-  FF'  =  AF' 
giebt  dann  die  Länge  des  Meridianbogens  der  zwi- 
schen zwei  Oertern  enthalten  ist,  von  denen  der  eine 
die  in  A^  der  andere  die  in  F  statt  findende  Polhöhe 
hat.  Dass  beide  Oerter  A  und  F  nicht  unter  einerlei 
Meridian  liegen,  thut  nichts  zur  Sache,  denn  der 
Punkt  1^,  in  welchem  der  durch  F  gelegte  Parallel- 
kreis den  Meridian  AM  schneidet,  muss  nothwendi- 
gerweise  dieselbe  Polhöhe  besitzen,  als  der  Punkt  F. 

§.    630. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seyen  in  dem 
Dreieck  ABC  die  drei  Winkel  gemessen,  nebst  der 
Seite  BC  =  a ;  die  drei  W^inkel  bezeichnen  wir  durch 
die  an  die  Dreieckspunkte  gesetzten  Buchstaben,  und 
die  Seiten  durch  die  kleinen  Buchstaben  ^  welche  den 
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Se^euiiberstehenden  Seiten  correspondiren.  Wegen 
er  Kleinheit  des  Dreiecks  gegen  die  ganze  Erdober- 
fläche genommen,  -wird  es  uns  erlaubt  seyn,  jedes 
einzelne  Dreieck  als  ein  sphärisches  zu  betrachten, 
und  nach  dieser  Voraussetzung  die  Rechnung  zu  füh- 
ren. Nennt  man  dann  den  llatbmesser  der  Kugel, 
Ton  welcher  dieses  Dreieck  einen  Theil  ausmacht,  r, 
so  hat  man  nach  den  bekannten  sphärisch  -  trigono- 
metrischen Formeln  zur  Berechnung  der  Länge  b  und 
c  die  Formeln 

.    c  ,     a       sinC 

$in  —    =5  sin  — .    7 , 

r  r       sin  A 

,     b^  ,     a       sinB 

sin  —   ==   sin  — .  • 

r  r       sin  A 

c       a 
Da  aber  das  Verhältniss  — ,    — *  immer  sehr  klein 

r        r 

ist,  so  darf  man  mit  Vernachlässigung  aller  Potenzen 

die  den  Cubus  übersteigen 

■  c  c*    •      .     c 


r  r*  r 


r  r*  r 


setzen,   so  dass  die  erste  Formel  auqh  so  geschrieben 
werden  kann : 


c  c*         a 


sin  C  Vi'       sin  C 


r'  r*         r       sinA  r»      sinA 

Man  nehme  nun 

sin  C  u 

c  =  a,  7  —  a*  — 

sin  A  r* 

wo  u  ein  noch  zu  bestimmender  Coefficient  ist^  der 
weder  von  c  noch  von  a  abhängt.  Durch  diese  An- 
nahme^ wird 

c  c*  a       sinC  u 

r  r^  r       sinA  r* 


1 


a»      sin  O 


r*      sinA* 

und  da  der  hinter   dem  Gleichheitszeichen  stehende 
Ausdruck  auch 
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sin  C  a*       sin  C 

r        sin  A  r*        sinA 


feyn  50H,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grosse 
I*  die  Gleichung' 

sin  C*  sin  C 


w  +  I 


^       .   -  ._     =^  h 


sinA^  sinA 

sin  C      iSin  A^  —  sin  C* 


sinA  sinA^ 

sin  C  sin{A  +  C)  {sin  A  —  C) 

—  i*  : — JZ 

sin  A^ 

also  hieraus,  wenn  man  diesen  Werth  in  die  für  C 
angenommene  Gleichung  substituirt 

^_^         sinC    r^      ^    aa   sin{A'\'C)*sin{A  —  C)-i 

SinA    L  rr  smA^  -» 

Nun  «etze  man 

sin(C  —  c) 
C  ;==  a.  - — ^^ 

sin{A — e) 

WO  e  eine  sehr  kleine  Grösse  von  der  Beschaffenheit 
jst ,  dass  sie  der  ersten  Gleichung  zwischen  c  und  a 
Genüge  leistet.  Um  sie  zu  bestimmen,  hat  man  mit 
Vernachiässigung  der  Potenzen  von  € 

sin{C  —  e)         sin  C  —  e,  cos  C 

*  II.  i~—  III   I       ,     ,         — . 

sin{A  —^  e)        sin  -4  -^  €.  cos  A 

sin  C       1  -^  e,  cot  C 

sin  A       1  -^  e«  cot  A 
=  -^ — -7-  [1  —  e,  CQt  C  +  e,  co^  4j, 

Die  Grösse  €  muss  daher  der  Gleichung 
aa      sin(A4^C)»  sin(A  —  C)  ,      ^  ^v 

rr  sinA^ 

Genüge  leisten.    Bemerkt  man  nun  dass 

sinCA  —  C) 
co^C  —  cotA  =  -: — .      .    ^1 

sm  An  sm  C 

so  bleibt 

aa       sin(A  +  C).  sin  C 

rr  sm  A 
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Aus  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  ffemer  be- 
kannt, dass  der  Ueberschuss  der  Summe  der  drei 
Winkel  des  Dreiecks  über  180",  oder  der  sphärische 
Excess  immer  sich  zu  zwei  rechten  Winkeln  verhält, 
vrie  die  Fläche  des  Dreiecks  zum  Quadranten  der 
Kugeloberfläche.  Bezeichnet  man  also  die  Fläche  des 
Dreiecks  durch  A,  und  bedenkt,  dass  der  Quadrant 
der  Kugelfläche  der  Fläche  des  grössten  Kreises  der- 
selben, also  Trrr  gleich  ist,  so  hat  man  die  Proportion 

A  -{-  B  -i-  C  —  n  :  n  =  A  :  nrr 
also  hieraus 

A 

rr 
Sucht  man    nun    aber  'den    Inhalt    des   Dreiecks 
ABC  aus  der  Seite  a  und  den  Winkeln  A^  C,  indem 
tnan  dasselbe  als  geradlinigt  betrachtet,  so  kommt 

aa       sin(A  +  C).  sin  C 


A  = 


2   *  sinA 

aa      sin(A  +  C).  sin  C 


A  +  B+C  —  n  =:. 

2rr  sin  A 

Man  sieht  hieraus,    dass   die  oben   durch   s  be- 
zeichnete Grösse  nichts  anders  als  — 

3 
ist,  also  den  dritten  Theil  des  sphärischen  Excesses 
ausdrückt.  Man  erhält  hieraus  folgende  Regel :  Um 
die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks,  dessen  Dimen- 
aionen  gegen  die  ganze  Kugeloberfiäche  nur  klein  sind, 
aus  einer  gemessenen  zu  finden ,  behandle  man  das- 
selbe als  ein  geradlinigtes  ebenes  Dreieck,  indem  man 
\on  jedem  der  Winkel  den  dritten  Theil  des  sphäri^ 
fchen  Excesses  abzieht.  Diese  Regel  ist  zuerst  vom 
Legendre  angegeben  worden. 

§.    531. 

um  zu  zeigen  wie  diese  Regel  mit  der  genauen 
Berechnung  übereinstimmt,  wollen  wir  ein  Dreieck 
£ogiren,  dessen  Seiten  bedeutend  grösser  sind,  als  je 
tine  bei  allen  geodätischen  Operationen  i^orkommea. 
kann>  es  sey  nämlich 

a  =  2%        I»  =  2'*  30',  .,     f  ^  2*  40'. 
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Aus  diesen  Annahmen  ergiebt  sich  «uerst 
.    ,    .  r^in  i{a  +  b  —  c)  sin  i{a  —  b-jrc) 

smiA  ^  V r-T — : " 

sin  b.  sin  c 

sini{a  +  h  —  c)  =  8.2040703 

f  m  i  (a  —  ^  +  c)  =  8.2766136 

C.  sin  h  =  1.3603204 

C.  sine  =  1.3323107 

9.1733150 


9.5866575  =  sin  i  A 

22°  42^  34^^96  =  lA 

A  =  45«  25'  9"92 
B  =  62.  54.  7,22 
C  =    71.  43.  12,43 


j«  +  J?  +  C  ==  180.     2.  29,57 
also  der  sphärische  Excess  =  2'  29"57*     Wollen  wir 
also  dies  Dreieck  als  ein  ebenes  behandeln,    so  müs- 
sen vrir  von  jedem  der  drei  Winkel 

^  =  49''86 

3 

abziehen«    Dann  hat  man 

A  =  45"  24'  20"06 

JB  =  62.  53.  17,36 

C  =  -71.  42.  22  ,  57 
und  statt  der  Längeneinheit  für  die  Seiten,  kann  man 
die  Secunde   annehmen,    wodurch  a  =  720C  -wird. 
Berechnet  man  dann  die  Seite  b  nnd  c,  so  findet  sich 

h  ==  9000"006 
e  ==  9600,006 
also  ist  der  Unterschied  auch  bei  diesem  so  grossen 
Dreieck  ganii  unmerklich.  Da  die  Secunde  auf  der 
Erdoberfläche  ung^efähr  16  Toisen  ausmacht,  so  wür- 
de man  die  Seiten  nur  um  Ungefähr  einen  ^oli  zu 
gross  gefunden  haben. 

§.  532. 

Um  nun  die  Seite  -4C'auf  den  Meridian  «u  re- 
daciren,  muss  man  das  Azimuth  des  Ortes  C  oder 
den  Winkel  CAC  kennen,  den  wir  durch  N  beseich- 
nen  wollen.      In  P  sey  der  Pol  in  welchem  sich  die 
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Meridiane  AP 9  CP  durchschneiden  (fig.  23.)  >  so  hat 
man  im  Dreieck  PAC  die  Relation 

cos  PC  =.  cos  AP*  cos  AC  +  ^^^  ^P'  ^^^  -^'^^  ^^*  PAC. 
Nun  sey  die  Polhöhe  von  A  durch  p  ausgedrückt, 

h 
so  wird  AP  =  90°  — /?,  AC  =  — ,    wo  h  die  Länge 

r 

der  Seite  AC^  und  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf 
welcher  das  Dreieck  PAC  liegt,  in  demselben  Maasse 
angegeben  anzeigt,  P-4C.=  180  —  iV^j  ferner  bezeich- 
ne man  die  Polhöhe  des  Ortes  C  durch  p ,    in- 

r 

dem  wir  annehmen  dass  C  südlicher  als  A  liegt,    so 

wird  PC  =  90°  —  p  +  - ,    und  der  Unterschied  PC 

r 

—  AP  =  —  giebt  den  Bogen  AC  des  Meridians  an, 

wenn  man  den  Halbmesser  der  Kugel  als  die  Einheit 
ansieht.  Eben  so  wird  dann  m  selbst  die  lineare 
Länge  in  demselben  Maasse,  in  welchem  die  Seiten 
des  Dreiecks  angegeben  sind ,  des  Meridianbogens  AC 
ausdrücken ,  also  die  verlangte  reduci'rte  Länge  ge- 
funden seyn.  Setzt  man  alle  diese  angegebenen  vVör- 
the  in  die  Gleichung 

cos  PC  =  cos  AP.  cosAC  +  sin  AP.  sin  AC  PAC 
so  kommt 

m  b  h 

sin(p )  5=  sinp.  cos cosp.  sin-^  cos  N 

r  r  r 

oder  wenn  man  entwickelt,  und  die  Potenzen  welche 

m  h 

das  Quadrat  von  —  und  —  übersteigen,  vernachlässigt 

r  r 

amm  m 
)  —  _  cos  p 

2rr  r 

=  smp  (1 ^)  —  —  cosp.  coijy* 

Man  setze  nun 

Ib 

m  t=z  h  CQsN  ^ V 

r 

wo  V  ein  von  m  und  b  unabhängiger  Coefßcient  ist, 
und  substituire  diesen  Werth  in  obige  Gleichung  zwi- 
schen m  und  fr,  die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 
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flifft  nt  oh  •  «^  mm 

- —  tangp  +  —  =  - —  tangp  +  ^-^  co»  Jf 

•0  kommt 

mm  m 

r—  ^^^gP  +  - 
2rr  r 

h  hh  hh 

s=  —  co^  iV  -j 1;  H coi  If^  tangp. 

r  rr  2  /*r 

Da  der  hintere  Theil  dieser  Gleichung  mit 

*            Tir    .       *^ 
—  CO*  iy  H tang  p 

r  2rr 

identisch  seyn  muss ,  so  fol^t  daraus  £ur  Bestimmung 

i  tang  /?  =  i;  +  i  cos  N^  tang  p 
i;  ^=  J  tang  p.  sin  iV^* 
folglich 

m  5=  i.  C05  iV  +  tang  p.  sin  If*. 

Man  bestimme  nun  einen  Winkel  SiT,  so  dais 

eos(]V—dN)  =  cosN  -{'  —  tangp.  sin  S^ 

2r 

wird,  so  hat  man  ebenfalls 

m  ==:  b.  cos{]y  —  i^N). 

Um  8iV  zu  finden,  entwickele  man  cos(J}f'-^  9If\ 

so  kommt 

cos{N—  SN)  =  cosN  +  81Y.  sin  If 

h 

=z  cosN  -\ tang  p*  sin  J^K 

2r 

Mfflich  wird 

h 
iN  =  — .  tang  Pp  sin  JV. 


§.   533. 

Das  Stück  des  Parallelkreises  CC*  lässt  sich  fol« 
gendermassen  bestimmen.  Man  setze  den  Winkel 
ßPC  S9:  a,  so  4«t  der  Winkel,  den  der  Parirlielkc^ 
40  der  Axe  der  Kugel  bildet  ^e  a,  ^Qd  derHalbmes* 
ser  des  Parallelkreises   s  r.  sin  CP  =;  r«  sini^O  — p 
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-\ — )  c=z  r.  cos(p ),    also  die  lineare. Längte  des 

r  r  ^ 

Bog;ens  CCy  die  wir  durch  7»  bezeichnen  wollen 

n  =  a.  r.  cos{p ). 

r 

Nun  verhält  sich  aber  im  Dreieck  APC 

sin  A  PC  :  sinAC  =  sinPAC  :  sin  PC 
oder 

h  fn 

sina  :  sin  —  ==  sin{i80  —  N)  :  COS(p ) 

r  r 

folglich 

.    b  sinN 

sm  a  =  sin  — . 

r  .        rn 

COS[J} ) 

r 

b 
oder  weni^  man  sUi  o(  nnd  sin  ~  entwickelt. 

r 

^b              b^>.           sin  ir 
a  — Ja>=r *•— J.    '• 


Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

b         sin  N 
as=— .  ; 

r  m 

eos^p—--) 

T 


cosip ) 

r 


.       b^         sin  rr         s    sinN^ 

+  *  z; : f — 1 

cos{p 


— )  V^^^O' ) 

r       >  r 


also  auch,    da  »  =  ar.  cosCp )  ist 

r 

,,  .  bb        „V      sin  N^  ^  ^ 

n^h  SinN '\^^b^  SinN ( ---j-  — iV 

\cos(p  -  ^)  ) 

§.  534« 

Das  Azimuth  der  Seiten  des  Dreiecks  gegen  dio 
durch  die  andern  Winkelpunkte  g;elefften  Meridiane, 
werden  auf  folgende  Art  berechnet.     i)a  die  Verlan-« 
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gerxmg  des  Bogens  PC  durch  Q  den  südlichen  Me- 
ridian des  Ortes  C  angiebt,  so  wird  der  Winkel 
^CQ  +  180"  oder  der  Winkel  360"  —  ÄCP  das 
Azimnth  des  Punktes  A  von  C  ans  seyn.  Man  pflegt 
nämlich  die  Azimuthe  vom  südlichen  Theile  des  Me- 
ridians aus  nach  Westen  zu  von  Null  bis  360"  zu 
zählen  y  wo  man  dann  nicht  nöthig  hat  anzuheben, 
ob  das  Azimuth  westlich  oder  östlich  ist,  welcnes  in 
dem  Falle,  dass  man  nur  bis  180"  zählte,  erforder- 
lich seyn  wiirde.    Es  ist  nun  im  Dreieck  FAC 

sinPAC  :  sifiPC  =  sinACP  :  sin  AP 

oder  wenn  man  den  Winkel  ilCP  durch  N^  bezeich- 
net, und  bemerkt,   dass  Pi4C  =  180  — if,    AP  =  90 

—  p,   PC  =  90  — p+-ist 

r 

Ttt 

sinN  :  cos{p  —  — )  =  sinN^ :  co$p 

r 

und  hieraus  folgt 

.    «T^/        *'«  ^'  cos  p 
sinN'  ==  ^. 

cosCp ) 

r 

Setzt  man  statt  N\  N—{N—N'),  so  wird,  wenn 
man  entwickelt 

sin  N  cos{N  —  N'^  —  cosN.  sin{N—N') 

^  sin  N 

cos h  tang  D.  sm  — 

r  r 

cos(N—  iVO  —  cot  N.  sin{]Y  -  N") 

1  —  tangp.  tang [-  tangp^.  tang^^ 

m 

cos  — 

r 

oder  auch  vrenn  man  die  Bogen  für  die  Sinns,  Cosi- 
nus und  Tangenten  setzt 

1  —  J  {N^N'y  —  cotN.  CN—  N") 

|Jt  jnm  mm 

=  1  —  —  tangp  A tangp^  +  i  . 

r  rr  rr 
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Hieraus  ergiebt  sich 
(Pf—  N')  +  i  lang  N.  {N—  Tf'Y 

m  mm  -  nr 

=  —  tangp,  tangrf tangp^  tangN 

r  '  rr 

mm  ^_ 

—  ^ tang  iV. 

rr 

m 
Setzt  man  hierin  statt  —  seinen  Werth  (§.  532.) 

r 

^  1.1-  •  ^^  .  "HT- 

-^  cos  N  ^ tang  p*  sin  iY  * 

r  2rr 

so  kommt 

(N—  N")  +  i  tang  N.  (N—  N^ 

b  '  bb 

==  —  tangp.  sinN  +' — '  tangp^  sinN^  tangN 
r  2rr 

—  .    —  tang  p^  cos  N^  tang  N 

rr 

—  »  —  cosN^  tangN. 

rr 

Nun   ist   aber    schon    früher  (§.  532.)   gefunden 
worden ,   dass : 

^N  =  —  tang  p.  sin  N 

r  sinN 

bb  ^,^.      cotp'^ 


rr  sin  N^ 

und   durch  Einführung  dieses  Werthes  wird  vorige 
Gleichung 

(iV^—i^')  +  itang{N—Ny 

=  2^N+2iN^{tangN—2cotN—cotN.cotp% 

Nimmt  man  daher 

N—N'^^  2iN  +  um, 
so  wird  zur  Bestimmung  yon  %  die  Gleichung  statt 
finden 

X  =  —  2(cotp^  +  2)  cotN 
und  man  erhält  endlich 

N—N'  =  23iV  —  28i)r^  cotN{2  +  cotp^). 

wodurch  die  Differenz  der  Azimuthe  gefunden  ist. 
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§.   535. 

Wir  wollen  als  numerisches  Beispiel  ein  Dreieck 
wählen,  welches  ans  der  vom  Herrn  Hofr.  Gauss 
ans^eführten  Gradmessun^  entnommen  ist.  Die  drei 
Winkelpnnkte  seyen  (fig.  24.)  B^  H^  /,  wo  B  den 
Brocken,  H  den  Hohenha^en,  und  I  den  Inselber^  be- 
deutet; HM  ist  der  vom  Hohenhagen  nach  Süden  ge- 
sogene Meridian,  und  das  g^nze  Dreieck  liegt  auf 
der  östlichen  Seite  desselben.  Die  Messungen  gaben 
für  die  Winkel ,  das  Azimuth  und  die  Seite  BH  fol- 
gende Resultate  : 

Winkel    B  =  63°    6'  45"f3 

H  ==  86.  13.  58,43 

/  =  40.  39.  30,14 

BHN  =  58.     9.     2,39 

BH  =  35503,14  Toisen 

log  BH  =  4.5502668. 

Die  3timme  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  beträgt 

180«  0'  14''20, 
also  ist  der  sphärische  Excess  =  14"20,    und   wenn 
man  das  Dreieck  als  ein  ebenes  behandeln  will,    so 

14  '20 
xnuss  von  jedem  der  angegebenen  Winkel  =:  4"73 

o 
abgezogen  werden.     Hierdurch  erhält  man  die  redu- 
cirten  Winkel 

^  =  53°    6'  40"90 
H  =  86.  13.  53,70 
/  =  40.  39.  25,41. 
Bezeichnet   man   dann  die    den  Winkeln   gegen- 
überstehenden Seiten  durch   die  kleinen  Buchstaben, 
fo  dass 

BH  =  f ,     BI  =  h^    IH  =h 

wird^  so  erhält  man 

i,  sin  H  I.  sin  B 

h  =  — — ,         b  =  r-7-5 

sin  1  sin  1 

log  i  =  4.5502668 

sin  H  ==  9.9990600 

C.  sini  =  0.1860656 

4.7353924  =  log  h 
h  =  0437444  Toisen 
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logt  =  4.5503668 

sin  B  =  9/9029834 

C.  sini  =  0.1860656 


4.6393158  =  logb 

h  =  43589,86  Toisen, 

Man  hat  atso  die  Entfernungen : 

Hohenhagen  nach  Brocken     =  35503,14  Toisen 

Brocken  nach  Inselberg    =  54364,14      — 

Inselberg  nach  Hohenhagen     =  43582,86      — 

Den  Halbmesser  der  Kugel  auf  welcher  die  Dreieck« 

liegen,  kann  man  nach  §.  243. 

r  ==  3266400  Toisen 

setzen.    Hierdurch  werden  die  drei  Seiten  y  in  Bogen- 

leconden  ausgedrückt 

2  =  224l"93,        logi  =  3.3506225 

h  =  3433,59,        logh  =  3.5357481 

h  =  2752,15,        logb  =  3.4396715. 

Nennt  man  die  auf  den  Meridian  reducirte  Seitü 

i,  d.  h.  ßH,  i\  so  wird  (§.  532.) 

i  =  i.  cos{N—hN^ 

i 
iN  =  { .  —  tang  p.  sin  N 
r 

WO  man  die  Polhöhe 

p  =     51^  28'  31''38 
N  =  238.    9.    2,39 
hat    Es  wird  daher 

log  -  =  3.3506225 

tangp  =  0.0990117 
sin  TS  =  9.9291319/1 
C.  log  2  =  9.6989600 

3.0777361/2  =  log'^Tf 
ZV  =  —  1196"01  =  —  19'  fi6'd 
J\r~  8iV  =  238**  28'  58''40 
logi  =  4.5502668 
cosCiV— aiV)  ==  9.7182967/2 

4.2685635  n  =  logi 
i  =  —  18559,38  Toisen. 
Redncirt  man  dies  auf  Bogensecunden,  so  ergiebt 
sich   i  =   1171"98   =   19'  3l"98,    und   addirt  man 
dies  snr  Polhöhe  des  Hohenhagen ,  so  erhält  man  die 
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Polhöhe  des  Broclens  =  51**  48'  3"36  =  v'-  Da« 
Azimnth  N'  des  Hohenhagen  vom  Brocken  aus,  findet 
sich  dann  durch  die  Formel 

.     ,^        sin  N.  cos  p 

cos  p 
■vro  N'  immer  nm  ungefähr  180*^  «von  N  verschieden 
seyn  muss.     Man^  findet 

N'  =  58**  49'  17"35. 

Addirt  man  zu  den  Azimuth  des  Brockens  vom 
Hohenhagen  aus  gesehen,  den  Winkel  BHI^  so  er- 
hält man  238^    9'    2"39 

86.  13.  58,43 

324.  23.    0,82,     ' 

-welches  das  Azimuth  des  Inselberges  ist.      Dies  giebt 
die  auf  den  Meridian  reducirte  Seite  HI  oder  b 
BV  =  35553,94  Toisen 

also  die  ganze  Länge  B'V  = 

B'H  =  18559,38  Toisen 
HV  =  35553,94      — 

B'V  =  54114,32  Toisen. 

Zieht  man  von  dem  Azimuth  deflf  Hohenhagen 
vom  Brocken  aus  gesehen,  den  "Winkel  HBl  ab,  sO 
bleibt  das  Azimuth  A^^s  Inselberges  vom  Brocken  aus 

=  5**  42'  3172 
und  hierdurch  erhält  man   die  auf  den  Meridian  re- 
ducirte Seite  jß/, 

Bl  =  54110,14  Toisen 
und  vrenn  man  aus  beiden  das  Mittel  nimmt 
Bl'  =  54111,73  Toisen. 

Auf  diese  Weise  geht  man  immer  von  einem 
Dreieck  zum  andern  fort,  bis  die  ganze  Reihe  durch 
doppelte  Rechnungen  auf  den  Meridian  rÄlucirt  ist, 
"WO  dann  an  den  beiden  Enden  die  Polhöhen  genau 
gemessen  werden  um  die  Amplitude  (§•  223-5  des 
ganzen  Bogens  zu  erhatten.  Auch  ist  es  vortheilliaft 
an  einigen  Zwischenpunkten  das  Azimuth  und  die 
Polhöhen  wirklich  zu  messen,  und  nicht  aus  den  geo- 
dätischen Messungen  zu  berechnen» 
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§.   536. 


Hat  man  die  Winkel  des  Dreiecks  nicht  auf  ei- 
nem Horizontalkreise  gemessen,  sondern  mit  einem 
Kreise,  dessen  Ebene  dnrch  die  beiden  andern  Punkte 
des  Dreiecks  ffeht,  so  erfordert  dieser  Winkel  eine 
Correction,  die  die  Reduction  auf  den  Horizont  ge- 
nannt wird.  Hierzu  ist  es  nöthig,  dass  .man  zugleich 
die  Zenithdistanzen  der  beiden  Punkte  kennt.  £s 
sey  (fig.  25.)  Z  das  Zenith  des  Beobachters,  M  und 
m'  die  Projectionen  der  beiden  Punkte  auf  die  Jftm- 
melskugel,  Zilf,  ZM'  ihre  Zenithdistanzen,  so  ist 
MM'  der  gemessene  Winkel,  MZM'  der  auf  den 
Horizont  reducirte.  Bezeichnet,  man  die  Zenithdi- 
stanzen durch  90  —  ^,  90 — ^',  den  gemessenen  Win- 
kel durch  Ay  den  reducirten  durch  A'^  so  hat  man 
im  sphärischen  Dreieck  MZM' 

cos  A  ==•  sin^.  sin  i'  -f-  cos  i.  cos  ^  cos  A! 

also  hieraus. 

cos  A 
cos  A  = —  lang  i.  tang  ^. 

cos  ^.  cos  i 

Man  siebt  aus  dieser  Formel,  dass  wenn  i  und  i' 
als  unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  an- 
gesehen werden,  die  Differenz  zwischen  A  und  A 
ein  unendlich  kleines  der  zweiten  Ordnung  seyn  wird. 
Setzt  man  also,  da  die  Zenithdistauzen  immer  nur 
wenig  von  90*  verschieden  sind 

A'=A  +  ^A 
cosi,   =  1  —  itangi^ 
cosi'  =  1  —  itangi'^ 

so  kommt,  wenn  man  die  Potenzen  von  9A  vernach- 
lässigt 
sinA9A=^  tgi.tgi!—icosA{tgi^+tg^^) 

=  tgi.tgi'(l—cosA)  —  icosA(tgi—tgi')^ 

^2tgi.tgi'siniA^^icosA^^'^^^^., 

folglich 

dA^tangi.tang(;tangiA  —  icotA i; ^. 

cos^^  cosi'^ 

oder  da  man  den  Nenner  cosi^  cosi!^  ^=^  1  setzen  kann 
8A=ztangi.  tang  i'  tang iA-^i cot  A  sind  —  i;)^. 

36 


562 

Um  ^A  in  Secunden  zu  erhalten,  multiplicirt  man 
gleich  jedes  Glied  mit  der  bekannten  Zahl  206265. 
Es  sey  z.  B.  ^  =  1%    i'=^V  30',  ^  =  60%  so  kommt 

tang  i  =^  8.24192  sin{i  —  40'  =  5.88168 

tangi'  =  8.41807  cot^  =  9*76144 

tang  lÄ  =:  9,76144  C.  lQg2  =^  9-69897 

log  206265  :s  5.31443  log  206265  :=  5.31443 

1,73586  0.65652 


64"43  4"53 

als<#»^  =5  64"43  --  4"53  =  49"90,  und  der  auf  den 
Horizont  rcducirte  Winkel 

s=  60«  0'  49"90, 

§.   537. 

Aus  den  gemessenen  Zenithdistanzen  kann  man 
auch  die  Höhe  des  einen  Winkelpunktes  des  Dreiecks 
über  dem  andern  berechnen.  Hierbei  i^t  aber  zu 
bemerken,  dass  wenn  man  einige  Genauigkeit  erlan- 
gen will)  es  durchaus  nöthig  ist,  die  Zenithdistanz 
von  beiden  Punkten  aus  zu  messen,  (obgleich  theore- 
tisch betrachtet ,  nur  eine  einzige  erftÄWerlich  ist 
wenn  man  den  Abstand  der  beiden  Oerter  you  ein- 
ander kennt)  weil  die  Brechung  des  Lichtstrahls  nahe 
an  der  Erde,  oder  die  terrestrische  Refraction  gar  zu 
veränderlich  ist»  als  dass  man  sie  ^nit  Zuverlä^igkeit 
aus  den  theoretisch  berechneten  Formeln  entnehmen 
könnte.  £s  seyen  ^fig»  26.)  A  und  B  die  beiden  Be- 
obachtungsörter»  AA:^  BB*  die  ip  denselben  errich- 
teten Normalen,  welche  verlängert  sich  in  C  schnei- 
den (da  wir  hierbei  die  Erde  als  eine  Kugel  betrach- 
ten können)^  die  krumme  Linie  ADB  bedeute  den 
Weg  des  Lichtstrahls,  A!'A^  B'B  seyen  die  Berüh- 
rungslinien an  ADB  in  den  Endpunkten  A  und  Bj 
welche  die  gleichen  Winkel  AAB^  B'BA  .mit  der 
Linie  AB  bilden.  Dann  sind  Al'AB^  B'BA  die  Re- 
fractionen,  welche  wir  durch  p  bezeichnen.  Nennt 
man  nun^.  die  gemessenen  Zenithdistanzen  A'AA\ 
B'BB\  90  —  ^ ,  90  —  ^',  so  sind  die  wahren  Zenith- 


distanzen 


AAB  =  90  —  ^  +  P 
BBA  =  90  ~  4'  +  p 


\ 
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und  wenn  man  den  Winkel  C  am  MitielpnnlLte  der 

Kugel  durch  a  bezeichnet,  so  mnss 

(90  +  ^  -  p)  +  (90  +  ^'—  p)  +  a  =  180* 
seyn ,  weil  BAC -^  ABC  +  ACB  =  180°  ist.    Diese 
Gleichung  giebt 

?  = ^ 

folglich  wird 

A'AB  =  90  +  —^~ 

B'BA  =  90  +  "*  "^  ^  ~  ^' . 

Bezeichnet  man  nun  die  Höhen  der  Punkte  A^ 
B  über  der  Erdoberfläche  durch  /t,  h\  den  Halbmes- 
ser der  Erde  durch  r,  die  Entfernung  AB  durch  ä, 
so  hat  man  im  Dreieck  ABC 

a  +  ^  —  ^' 

a  :  sin  a  =  r  +  Ä   :  coä 

'  2 

,1./            «  +  ^'  —  ^ 
a  i  sina>  :=i  r  +  h  i  cos  *— ^, 

2 

und  hieraus 

A'_Ä  ~  ^  [cosi(a  +  ^'—^)  —  cosi  (a  +  ^—  03 
5Z/Z  a 

—  ; 5z;i  4  a  5=  Ä.  w»  i{i  —  i)t 

Sin  et 

indem  man  cos  i  a  =;  1   setzt 


§.   53'8. 

Wir  haben  nun  noch  zu  zeigen, f  imf  welche 
Weise  das  Azimuth  gemessen  werden  kann',  welches 
bei  der  Reduction  der  Dreiecksseiten  auf  den  Meri- 
dian erforderlich  ist.  Kennt  man  die  Lage  der  Mit- 
tagslinie an  dem  Beobachtungsorte,  so  *  braucht  man 
nur  vermittelst  des  Theodoliten  den  Horizontalwinkel 
zwischen  dem  Meridianzeichen  und  dem  einen  Drei- 
eckspunkte zu  messen,  so  wird  sein  Azimuth  gefun- 
den seyn*  Ist  aber  die  Lage  der  Mittagslinie  unbe- 
kannt, so  kann  man  den  Horizontalwinkel  zwischen 
dem  Dreieckspunkte   und  der  Sonne  zu  irgend  einer 


•¥ 
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Zeit  meMen,  nnd  zugleich  die  Hohe  der 'Sonne  neh- 
men. Dann  lässt  sich  das  Azimuth  der  Sonne  aus 
dieser  Höhe,  der  Polhöhe  des  Ortes  und  der  Decli- 
nation  der  Sonne  berechnen  \  das  Azimuth  der  Sonne 
mit    dem    j^messenen    Horizontalwinkel    verglichen^ 

E'ebt  dann  auch  das  Azimuth  des  Dreieckspunktes. 
I  sey  z.  B.  (fig.  1.)  HZPR  der  Meridian,  Z  das 
Zenitb,  P  der  Pol,  in  S  die  Sonne,  in  D  der  auf 
die  Himmelskugel  projicirte  Dreieckspunkt,  HZD 
das  Azimuth  desselben ,  HZS  das  Azimuth  der  Sonne^ 
so  ist  DZS  der  gemessene  HorizontalwinkeL  Be- 
zeichnet man  dann  die  Höhe  der  Sonne  durch  hy  die 
Polhöhe  durch  pt  die  Declination  der  Sonne  durch  d, 
das  Azimuth  derselben  durch  A^  so  hat  man  im 
Dreieck  SZP 

sin  9  =  sin  p.  sin  h  —  cos  p*  cos  h.  cos  A  ^ 
nnd  hieraus 

.        sin  p.  sin  h  —  sin  9 

cos  A  =  ; f 

cosp.  cosh 

wodurch  das  Azimuth  der  Sonne  gefunden  ist;    zieht 

man  dann  hiervon  den  Horizontalwinkel  ab,  so  bleibt 

das  Azimuth  des  Objects  HZD. 


D  r  u  c  k  fehler. 

Seite  193.    Zeile  22      statt  19,21  u     lieu  10»21  u 

—  202.       —    24        —    3260920,3  —  3260869,6 

42  42 

—  364.       —    24        —     —  — 

321  123 

—  366«       -^    4  V.  u.  —     sin  tp         —  cos  tp. 


Druck    von    Fritd.  Eritnl    JÜMih. 
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